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Ïðåäèñëîâèå

Íà êàôåäðå îáùåé ôèçèêè âåäåòñÿ ðàáîòà ïî ïîäãîòîâêå è èçäàíèþ îðè-
ãèíàëüíîãî êóðñà «Îáùàÿ ôèçèêà», ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ñòóäåíòîâ ôèçè÷åñêèõ
ñïåöèàëüíîñòåé âóçîâ.

Êóðñ áóäåò îõâàòûâàòü ÷åòûðå ðàçäåëà: «Ìåõàíèêà», «Ìîëåêóëÿðíàÿ
ôèçèêà», «Ýëåêòðîìàãíåòèçì» è «Îïòèêà», ñîîòâåòñòâîâàòü íîâûì ó÷åáíûì
ïðîãðàììàì, ðàçðàáîòàííûì íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ, è îòðàæàòü ñî-
âðåìåííûå òåíäåíöèè è òåõíîëîãèè ôèçè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî êóðñà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íåì íàè-
áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíî â ìåòîäè÷åñêîì îòíîøåíèè ïðîâîäèòñÿ òî÷êà çðåíèÿ î
ñóùåñòâåííîì åäèíñòâå îñíîâíûõ ôîðì îáó÷åíèÿ ôèçèêå: ëåêöèé, ëàáîðàòîðíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ è ñåìèíàðñêèõ óïðàæíåíèé. Ëåêöèè ïî êàæäîé òåìå íà÷èíàþòñÿ
ñ äåìîíñòðàöèè îñíîâíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ôàêòîâ, êîòîðûå çàòåì àíàëèçè-
ðóþòñÿ è îáîáùàþòñÿ â âèäå ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ è ñîîòíîøåíèé. Òàêîé «ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûé» ïîäõîä ê èçëîæåíèþ ìàòåðèàëà çàêðåïëÿåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè
ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, öåëü êîòîðûõ - íàó÷èòü ñòóäåíòîâ íàâûêàì ñà-
ìîñòîÿòåëüíîé ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîáëåì, ïðîâåäåíèþ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, âêëþ÷àÿ êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå, à òàêæå ìå-
òîäàì èíòåðïðåòàöèè è àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Áîëåå ãëóáîêîå
ïîíèìàíèå îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé è çàêîíîìåðíîñòåé äîñòèãàåòñÿ íà ñå-
ìèíàðñêèõ çàíÿòèÿõ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííûìè çàäà÷àìè êàæäûé ðàçäåë êóðñà áóäåò
ñîñòîÿòü èç ÷åòûðåõ ïîñîáèé: «Ëåêöèè», «Ëåêöèîííûé ýêñïåðèìåíò», «Ëàáîðà-
òîðíûé ýêñïåðèìåíò», «Ñåìèíàðñêèå çàíÿòèÿ». Ïîñîáèÿ, íàïèñàííûå â åäèíîì
ìåòîäè÷åñêîì êëþ÷å, áóäóò êîìïëåêòîâàòüñÿ âèäåîçàïèñÿìè ëåêöèîííûõ äåìîí-
ñòðàöèé è äèñêåòàìè ñ îïèñàíèåì ìîäåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ëåêöèè ïî êèíåìàòèêå è äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ ãî-
òîâÿùåãîñÿ ê èçäàíèþ êóðñà «Ìåõàíèêà» è ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñàìî-
ñòîÿòåëüíîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïî äàííîé òåìå. Ëåêöèè íàïèñàíû íà îñíîâå êóðñîâ,
÷èòàåìûõ àâòîðàìè íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ.

Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Ì.Â.Ñåìåíîâó çà âíèìàòåëü-
íîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè è öåííûå çàìå÷àíèÿ, à òàêæå Ê.Á.Áåãóí, Ì.Ï.Âèíîãðàäî-
âó è À.À.ßêóòå çà ïîäãîòîâêó ðóêîïèñè ê èçäàíèþ.
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ËÅÊÖÈß ¹1

Êèíåìàòèêà àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà. Ñòåïåíè ñâîáîäû. Óãëû Ýéëåðà.
Ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå. Âðàùåíèå âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè. Ïëîñêîå äâèæå-
íèå. Äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, èìåþùåãî îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Äâèæåíèå
ñâîáîäíîãî òâåðäîãî òåëà.

Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà � îäèí èç íàèáîëåå òðóäíûõ ðàçäåëîâ êóðñà.
Êàê è ìåõàíèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, îí ñîñòîèò èç äâóõ îñíîâíûõ ÷àñòåé:
êèíåìàòèêè è äèíàìèêè.

Çàäà÷à êèíåìàòèêè � äàòü ñïîñîáû îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà
è, èñõîäÿ èç çàêîíà åãî äâèæåíèÿ, îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå, ñêîðîñòü è óñêî-
ðåíèå ëþáîé òî÷êè òåëà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî äîâîëü-
íî ñëîæíàÿ çàäà÷à � â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïîêðóòèâ â ðóêàõ, íàïðèìåð,
êíèãó èëè ðó÷êó. Êîíå÷íî, âñÿêîå òåëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñèñòåìó ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê è ïîïðîáîâàòü ïðèìåíèòü ê íåìó ïðèåìû, èçâåñòíûå èç êè-
íåìàòèêè òî÷êè. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòî íå óïðîùàåò ñèòóàöèþ � íå âûïèñû-
âàòü æå çàêîíû äâèæåíèÿ äëÿ âñåõ ôèçè÷åñêè ìàëûõ ÷àñòåé, íà êîòîðûå ìîæ-
íî ðàçáèòü òåëî, ïóñòü äàæå èõ áóäåò è êîíå÷íîå ÷èñëî!

Îáëåã÷àþùåå îáñòîÿòåëüñòâî êðîåòñÿ â ñàìèõ ñëîâàõ �òâåðäîå òåëî�.
Òâåðäîå � çíà÷èò ïðàêòè÷åñêè íåäåôîðìèðóåìîå. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè
íà êàêîé-ëèáî äîñòàòî÷íî òâåðäûé ïðåäìåò ïîäåéñòâîâàòü ñèëîé è çàñòàâèòü
åãî äâèãàòüñÿ, òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëþáûìè åãî òî÷êàìè îñòàíóòñÿ íåèçìåí-
íûìè. Õîòÿ, êîíå÷íî, ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííûõ ñèë â òåëå âîçíèêíóò
âíóòðåííèå íàïðÿæåíèÿ, ïðè÷èíà êîòîðûõ � äåôîðìàöèè îòäåëüíûõ åãî ÷à-
ñòåé. Íî åñëè ìû ãîâîðèì î òâåðäîì òåëå, òî ýòè äåôîðìàöèè îêàçûâàþòñÿ
íàñòîëüêî ìàëûìè, ÷òî íåçàìåòíû äëÿ ãëàçà, è îò íèõ ìîæíî îòâëå÷üñÿ. Â
èòîãå ìû ïðèõîäèì ê èäåàëèçèðîâàííîé ìîäåëè àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà (â
äàëüíåéøåì � ïðîñòî òâåðäîãî òåëà), êîòîðîå ñîâåðøåííî íå ñïîñîáíî äå-
ôîðìèðîâàòüñÿ, õîòÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë â íåì ìîãóò âîçíèêàòü îï-
ðåäåëåííûå âíóòðåííèå óñèëèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, òâåðäîå òåëî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê, îòíîñèòåëüíûå ïîëîæåíèÿ êîòîðûõ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.
Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ýëåìåíòû òàêîãî òåëà íåïîäâèæíû
â ñèñòåìå êîîðäèíàò, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òåëîì. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ðåøåíèå êèíåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ è êîíêðå-
òèçèðîâàòü ìíîãèå îáùèå ïîíÿòèÿ (èìïóëüñ, ìîìåíò èìïóëüñà, ýíåðãèÿ),
ââåäåííûå ðàíåå ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Ñòåïåíè ñâîáîäû. Óãëû Ýéëåðà. Äâèãàÿñü â ïðîñòðàíñòâå, òâåðäîå òåëî
îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû � ýòî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí, êîòîðûå
íåîáõîäèìî çàäàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå òåëà â
ïðîñòðàíñòâå. Â ðàçíûõ ñèòóàöèÿõ ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû òâåðäîãî òåëà ìî-
æåò áûòü ðàçëè÷íûì. Åñëè äèñê, íå âðàùàÿñü, ìîæåò ñêîëüçèòü âäîëü íåïîä-
âèæíîé â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îñè (ðèñ. 1.1à), òî â äàííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà
îí, î÷åâèäíî, îáëàäàåò òîëüêî îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû � ïîëîæåíèå äèñêà
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ, ñêàæåì, êîîðäèíàòîé x åãî öåíòðà, îòñ÷èòûâàå-
ìîé âäîëü îñè. Íî åñëè äèñê, êðîìå òîãî, ìîæåò åùå è âðàùàòüñÿ (ðèñ. 1.1á),
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òî îí ïðèîáðåòàåò åùå îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû � ê êîîðäèíàòå x äîáàâëÿåòñÿ
óãîë ϕ ïîâîðîòà äèñêà âîêðóã îñè. Åñëè îñü ñ äèñêîì çàæàòà â ðàìêå, êîòîðàÿ
ìîæåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè (ðèñ. 1.1â), òî ÷èñëî ñòåïå-
íåé ñâîáîäû ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì òðåì � ê x è ϕ äîáàâëÿåòñÿ óãîë θ ïîâîðîòà
ðàìêè.

Êîðîáêà, êîòîðàÿ ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñòîëà (ðèñ.
1.2), òàêæå îáëàäàåò òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû � äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëå-
íèÿ åå ïîëîæåíèÿ ìîæíî çàäàòü, íàïðèìåð, êîîðäèíàòû x, y åå öåíòðà è

óãîë ϕ ìåæäó îäíèì èç ðåáåð êîðîáêè
è êðàåì ñòîëà.

Êàêîâî æå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâî-
áîäû òâåðäîãî òåëà â ñàìîì îáùåì ñëó-
÷àå?

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îäíîçíà÷íî
çàäàòü ïîëîæåíèå òâåðäîãî òåëà â ïðî-
ñòðàíñòâå, íàäî çàôèêñèðîâàòü òðè åãî
òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé.
Îäíà ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà èìååò òðè
ñòåïåíè ñâîáîäû (òðè äåêàðòîâû êî-
îðäèíàòû x, y, z). Äâå ìàòåðèàëüíûå
òî÷êè, æåñòêî ñâÿçàííûå ìåæäó ñî-

áîé, èìåþò 3 + 3 � 1 = 5 ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû òî÷åê x1,
y1, z1 è x2, y2, z2 íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè, òàê êàê èìååòñÿ
óðàâíåíèå ñâÿçè

( ) ( ) ( )l
2

2 1

2

2 1

2

2 1

2= − + − + −x x y y z z ,                          (1.1)

ãäå l  � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè.
Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå äëÿ òâåðäîãî òåëà ïîëó÷àåì

3 + 3 + 3 � 3 = 6 ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì èìåþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ ñâÿçè,
âûðàæàþùèå ïîñòîÿíñòâî ðàññòîÿíèé ìåæäó êàæäîé ïàðîé òî÷åê.

Øåñòü ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ øåñòè ñòåïåíÿì ñâîáîäû òâåð-
äîãî òåëà, ìîæíî çàäàâàòü ïî-ðàçíîìó. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
òðåìÿ ðàçëè÷íûìè äåêàðòîâûìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò:

1. Ëàáîðàòîðíàÿ ñèñòåìà XYZ.
2. Ñèñòåìà x0y0z0, íà÷àëî êîòîðîé ñâÿçàíî ñ íåêîòîðîé òî÷êîé O òâåð-

äîãî òåëà, à îñè îñòàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè îñÿì ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû XYZ,

a á â

Ðèñ.1.1

xj

y

0

Ðèñ.1.2
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òî åñòü ñèñòåìà x0y0z0 äâèæåòñÿ âìåñòå ñ òî÷êîé Î òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû XYZ ïîñòóïàòåëüíî.

3. Ñèñòåìà xyz, íà÷àëî êîòîðîé íàõîäèòñÿ â òîé æå òî÷êå Î, ÷òî è
íà÷àëî ñèñòåìû x0y0z0, à îñè æåñòêî ñâÿçàíû ñ òâåðäûì òåëîì.

Òîãäà øåñòè ñòåïåíÿì ñâîáîäû òåëà áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü, âî-ïåð-
âûõ, òðè êîîðäèíàòû òî÷êè Î (â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå XYZ), à âî-âòîðûõ, �
òðè óãëà ϕ, ψ, θ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèå ïîëîæåíèå ñèñòåìû xyz îòíîñè-
òåëüíî x0y0z0. Ýòè óãëû íà-
çûâàþòñÿ óãëàìè Ýéëåðà.
Èõ ñìûñë ÿñåí èç ðèñ. 1.3,
ãäå ÎÀ � ëèíèÿ ïåðåñå-
÷åíèÿ ïëîñêîñòåé Ox0y0 è
Oxy, ïðè ýòîì íèæíåå îñ-
íîâàíèå òâåðäîãî òåëà
(ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëå-
ëåïèïåäà) ëåæèò â ïëîñ-
êîñòè Oxy. Îáû÷íî èõ íà-
çûâàþò òàê:  ϕ � óãîë ñîá-
ñòâåííîãî âðàùåíèÿ (ñ
èçìåíåíèåì ýòîãî óãëà
ñâÿçàí ïîâîðîò òâåðäîãî
òåëà âîêðóã îñè z), ψ �
óãîë ïðåöåññèè (ïîâîðîò
âîêðóã z0 ñ ñîõðàíåíèåì
óãëà θ ìåæäó îñÿìè z0 è z),
θ � óãîë íóòàöèè (îòêëî-
íåíèå òåëà îò îñè z0).

Ïðèìåðû ñ äèñêîì íà îñè è êîðîáêîé (ðèñ. 1.1, 1.2) ïîêàçûâàþò, ÷òî
ñëîæíîå äâèæåíèå òîãî èëè èíîãî òåëà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ñóïåð-
ïîçèöèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ äâèæåíèé: ïîñòóïàòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ è
ïîâîðîòà (âðàùåíèÿ) âîêðóã îñè. Â äàëüíåéøåì, ñëåäóÿ ïðèíöèïó �îò ïðî-
ñòîãî ê ñëîæíîìó�, ìû ðàññìîòðèì 5 òèïîâ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà, èñ÷åð-
ïûâàþùèõ âñå âñòðå÷àþùèåñÿ íà ïðàêòèêå ñëó÷àè:

� ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå;
� âðàùåíèå âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè;
� ïëîñêîå, èëè ïëîñêî-ïàðàëëåëüíîå äâèæåíèå;
� äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ñ îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé (òàêîå äâè-

æåíèå èíîãäà íàçûâàþò ñôåðè÷åñêèì);
� äâèæåíèå ñâîáîäíîãî, òî åñòü íåçàêðåïëåííîãî òâåðäîãî òåëà.
Ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå � ýòî òàêîå äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì ëþáîé

âûäåëåííûé â òåëå îòðåçîê îñòàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ñàìîìó ñåáå.
Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì íà ýòó òåìó ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå êàáèíîê êî-

ëåñà îáîçðåíèÿ (ðèñ. 1.4). Ýòîò ïðèìåð íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñòóïàòåëü-
íîå äâèæåíèå � ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî ïðÿìîëèíåéíîå. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî
ñòåïåíåé ñâîáîäû òåëà â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî òðåì, òàê êàê äîñòàòî÷íî îïèñàòü
äâèæåíèå êàêîé-íèáóäü îäíîé òî÷êè òåëà (íàïðèìåð, òî÷êè À íà ðèñ. 1.5).
Òðàåêòîðèè âñåõ îñòàëüíûõ òî÷åê (íàïðèìåð, òî÷êè Â íà ðèñ. 1.5) ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû ïóòåì �ïàðàëëåëüíîãî� ïåðåíîñà.

x

X
Y

Z

y

j

θ

y

y0

0

0

x

O

A

z z

Ðèñ.1.3
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Äîïóñòèì, çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè À çàäàí â âèäå

 ( )rA A= r t .                                          (1.2)

Òîãäà çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè Â áóäåò èìåòü âèä

r r rB A AB= + ,                                       (1.3)

ãäå rAB  � âåêòîð, ïðîâåäåííûé îò òî÷êè À ê òî÷êå Â.
Ñêîðîñòü òî÷êè À

v
r

A
A=

d

dt
,                                         (1.4)

ñêîðîñòü òî÷êè Â

v
r

vB
B

A= =d
dt

,                                      (1.5)

òàê êàê rAB � âåêòîð, ïîñòîÿííûé ïî âåëè÷èíå (àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî) è
íàïðàâëåíèþ (ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå).

Óñêîðåíèÿ òî÷åê À è Â òàêæå ðàâíû ìåæäó ñîáîé:

a
v v

aA
A B

B= = =d
dt

d
dt

.                               (1.6)

Òàêèì îáðàçîì, êèíåìàòèêà ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â ïðèí-
öèïå íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò êèíåìàòèêè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Âðàùåíèå âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè. Åñëè ïðè äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà
êàêèå-ëèáî äâå åãî òî÷êè âñå âðåìÿ îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè, òî ÷åðåç ýòè
òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ÿâëÿþùóþñÿ íåïîäâèæíîé îñüþ âðàùåíèÿ. Ñ
òàêèì äâèæåíèåì ìû ñòàëêèâàåìñÿ åæåäíåâíî, îòêðûâàÿ è çàêðûâàÿ äâåðü â
êîìíàòó. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òåëî îáëàäàåò ëèøü îäíîé ñòåïåíüþ
ñâîáîäû, ñâÿçàííîé ñ óãëîì åãî ïîâîðîòà âîêðóã îñè. Ïðè ýòîì âñå òî÷êè
òåëà äâèæóòñÿ ïî îêðóæíîñòÿì, ëåæàùèì â ïëîñêîñòÿõ, êîòîðûå ïåðïåíäè-
êóëÿðíû îñè âðàùåíèÿ; öåíòðû îêðóæíîñòåé ëåæàò íà ýòîé îñè.

Ñóùåñòâåííî, ÷òî ëèíåéíûå ñêîðîñòè òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàçíîì
ðàññòîÿíèè îò îñè âðàùåíèÿ, ðàçíûå. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, êàñàÿñü ñòàëü-
íîé ïðîâîëîêîé âðàùàþùåãîñÿ äèñêà òî÷èëà (ðèñ. 1.6): ÷åì äàëüøå îò îñè,
òåì äëèííåå ñíîï èñêð � òåì áîëüøå ñêîðîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè äèñêà.

Ðèñ. 1.4

X

O

Y

Z
B

B

AA

Br

r
A

rAB

Ðèñ. 1.5



9Ëåêöèÿ 1

Ïðè ýòîì òàêæå âèäíî, ÷òî èñ-
êðû ëåòÿò ïî êàñàòåëüíîé ê îê-
ðóæíîñòè, îïèñûâàåìîé äàííîé
òî÷êîé äèñêà.

ßñíî, ÷òî óãëîâîå ïåðåìå-
ùåíèå âñåõ òî÷åê òâåðäîãî òåëà
çà îäíî è òî æå âðåìÿ áóäåò îäè-
íàêîâûì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïî-
çâîëÿåò ââåñòè îáùóþ êèíåìàòè-
÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó � óãëîâóþ
ñêîðîñòü

ω ϕ= =
→∆

∆ϕ
∆t t

d
dt0

lim ,       (1.7)

ãäå ∆ϕ  � óãîë ïîâîðîòà òåëà çà âðåìÿ ∆t .

Ìîæíî ââåñòè âåêòîð ýëåìåíòàðíîãî óãëîâîãî ïåðåìåùåíèÿ ∆j , íà-
ïðàâëåííûé âäîëü îñè âðàùåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì ïðàâîãî áóðàâ-
÷èêà: åñëè ðóêîÿòêó áóðàâ÷èêà ïîâîðà÷èâàòü â íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ òåëà,
òî ïîñòóïàòåëüíîå ïåðåìåùåíèå áóðàâ÷èêà äàñò íàïðàâëåíèå ∆j . Óñòðåìëÿÿ

èíòåðâàë âðåìåíè ∆t , çà êîòîðîå ïðîèçîøëî óãëîâîå ïåðåìåùåíèå ∆j , ê
íóëþ, ìû ïîëó÷èì âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè

w
j

=
d
dt

,                                    (1.8)

êîòîðûé îïðåäåëÿåò, âî-ïåðâûõ, ìîäóëü óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà, âî-âòîðûõ,
� îðèåíòàöèþ îñè âðàùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, è â-òðåòüèõ, � íàïðàâëåíèå
âðàùåíèÿ òåëà. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî w � âåêòîð ñêîëüçÿùèé â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî åãî íà÷àëî ìîæíî ñîâìåñòèòü ñ ëþáîé òî÷êîé, ïðèíàäëåæàùåé îñè
âðàùåíèÿ.

Íàïðèìåð, äëÿ Çåìëè, âðàùàþùåéñÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñ çàïàäà íà
âîñòîê, âåêòîð w èìååò íàïðàâëåíèå îò þæíîãî ïîëþñà ê ñåâåðíîìó.
Âåëè÷èíà óãëîâîé ñêîðîñòè

ω π
Çåìëè c=

⋅
≈ ⋅ − −2

24 3600
7 3 10

5 1

 ñ
, .

Äëÿ ñðàâíåíèÿ: óãëîâàÿ ñêîðîñòü îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ Çåìëè ñî-
ñòàâëÿåò

ω ω
î á

Çåìëè ñð , .≈ ≈ ⋅ − −

365
2 0 10 7 1

Çàìåòèì, ÷òî ïåðèîä îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ íå êðàòåí ïðîäîëæèòåëüíîñòè
ñóòîê, ÷òî ñîçäàåò èçâåñòíûå òðóäíîñòè â ïîñòðîåíèè êàëåíäàðÿ (íåîáõîäè-
ìî ââîäèòü âèñîêîñíûå ãîäû è ïðî÷.).

Çíàÿ w, ëåãêî îïðåäåëèòü ëèíåéíóþ ñêîðîñòü ëþáîé òî÷êè òâåðäîãî

òåëà. Ââåäåì ðàäèóñ-âåêòîð rA  íåêîòîðîé òî÷êè À òâåðäîãî òåëà, ïîìåñòèâ
åãî íà÷àëî â òî÷êó Î íà îñè âðàùåíèÿ (ðèñ. 1.7). Âåêòîð r ïðîâåäåí â òî÷êó À
îò îñè âðàùåíèÿ, òî åñòü ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè.

Ðèñ. 1.6
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Âåêòîð ñêîðîñòè vA  ìîæíî ñâÿçàòü

ñ âåêòîðàìè rA  è w:

v rA A= ×w                 (1.9)
(ôîðìóëà Ýéëåðà). Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ñêî-
ðîñòè

v rA A= ⋅ =ω sin α ω ρ .  (1.10)
ßñíî, ÷òî òî÷êó Î íà îñè âðàùåíèÿ ìîæíî

âûáðàòü ïðîèçâîëüíî � çíà÷åíèå ρ α= rA sin

áóäåò îäíèì è òåì æå.
Óñêîðåíèå òî÷êè À

a r
r

r vA A
A

A A= × = +
d
dt

d

dt
w

w e w+ × ×× .

(1.11)

Çäåñü e
w

=
d
dt

 � óãëîâîå óñêîðåíèå òåëà. Ýòî

àêñèàëüíûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé â òó æå
ñòîðîíó, ÷òî è w, åñëè âðàùåíèå óñêîðÿåò-
ñÿ, è ïðîòèâîïîëîæíî w, åñëè âðàùåíèå
çàìåäëÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, óñêîðåíèå aA  ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ âåëè÷èí:

a a aA n= +τ ,                                   (1.12)

(ðèñ. 1.8), ïðè÷åì âñå òðè âåêòîðà aA , a τ  è an  ëåæàò â ïëîñêîñòè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé îñè âðàùåíèÿ.

j

a

r
V

A

A

A

Ðèñ. 1.7

t

n

a

a

a

n

e

A

A

a

a

V

V

B

A

O

O

A

B

A

1

2

B

Ðèñ. 1.8 Ðèñ. 1.9

O
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a rτ ερ= =e t× A                                (1.13)

� ýòî òàíãåíöèàëüíîå óñêîðåíèå (t � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè vA ).

( )a v rn A A= × = × ×w w w = ω ρ2 n                  (1.14)

� ýòî öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå ( n  � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëå-
íèè ê îñè âðàùåíèÿ). Ýòè ñîñòàâëÿþùèå ïîëíîãî óñêîðåíèÿ õîðîøî èçâåñò-
íû èç êèíåìàòèêè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Ïëîñêîå äâèæåíèå � ýòî òàêîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, ïðè êîòîðîì
òðàåêòîðèè âñåõ åãî òî÷åê ëåæàò â íåïîäâèæíûõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ.
Åñëè â òåëå ïðîâåñòè íåêîòîðóþ ïðÿìóþ O1O2, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ýòèì ïëîñ-
êîñòÿì (ðèñ. 1.9), òî âñå òî÷êè ýòîé ïðÿìîé áóäóò äâèãàòüñÿ ïî îäèíàêîâûì
òðàåêòîðèÿì ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè è óñêîðåíèÿìè; ñàìà ïðÿìàÿ áóäåò,
åñòåñòâåííî, ñîõðàíÿòü ñâîþ îðèåíòàöèþ â ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ïëîñêîì, èëè, êàê åãî èíîãäà íàçûâàþò, ïëîñêî-ïàðàëëåëüíîì äâèæå-
íèè òâåðäîãî òåëà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâèæåíèå îäíîãî èç ñå÷åíèé òåëà.

Îáðàòèìñÿ ê êëàññè÷åñêîìó ïðîñòîìó ïðèìåðó ïëîñêîãî äâèæåíèÿ �
êà÷åíèþ öèëèíäðà ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ îäíî èç
ñå÷åíèé öèëèíäðà ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé åãî îñè, ìû ïðèäåì ê
èçâåñòíîé çàäà÷å î êàòÿùåìñÿ êîëåñå (ðèñ. 1.10). Öåíòð êîëåñà äâèæåòñÿ ïðÿ-
ìîëèíåéíî, òðàåêòîðèè äðóãèõ òî÷åê ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êðèâûå, íàçûâàå-
ìûå öèêëîèäàìè.

Ïðè îòñóòñòâèè ïðîñêàëüçûâàíèÿ ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü ñàìîé íèæ-
íåé òî÷êè êîëåñà (òî÷êè M) ðàâíà íóëþ. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü êà÷å-
íèå êîëåñà êàê ñóïåðïîçèöèþ äâóõ äâèæåíèé: ïîñòóïàòåëüíîãî ñî ñêîðîñòüþ

îñè v0  è âðàùàòåëüíîãî ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω =
v

R

0 , ãäå R � ðàäèóñ êîëåñà.

ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå v v RM = − =0 0ω .
Ïîïðîáóåì îáîáùèòü ýòîò ïðèåì íà ïðîèçâîëüíîå ïëîñêîå äâèæåíèå.
Âûäåëèì îòðåçîê ÀB â ðàññìàòðèâàåìîì ñå÷åíèè òâåðäîãî òåëà (ðèñ. 1.11).

Ïåðåâîä ñå÷åíèÿ èç ïîëîæåíèÿ 1 â ïîëîæåíèå 2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñóïåðïîçèöèþ äâóõ äâèæåíèé: ïîñòóïàòåëüíîãî èç 1 â 1´  è âðàùàòåëüíîãî èç
1´ â 2 âîêðóã òî÷êè À´, íàçûâàåìîé îáû÷íî ïîëþñîì (ðèñ. 1.11à). Ñóùåñòâåí-
íî, ÷òî â êà÷åñòâå ïîëþñà ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ
ñå÷åíèþ èëè äàæå ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ âíå åãî. Íà ðèñ. 1.11á, ê
ïðèìåðó, â êà÷åñòâå ïîëþñà âûáðàíà òî÷êà Â. Îáðàòèòå âíèìàíèå: äëèíà ïóòè

B B
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0
V
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ïðè ïîñòóïàòåëüíîì ïåðåìåùå-
íèè èçìåíèëàñü (â äàííîì ñëó-
÷àå óâåëè÷èëàñü), íî óãîë ïî-
âîðîòà îñòàëñÿ ïðåæíèì!

Ïðèáëèæàÿ êîíå÷íîå
ïîëîæåíèå òåëà ê íà÷àëüíîìó
(ñîêðàùàÿ ðàññìàòðèâàåìûé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè), ïðèõî-
äèì ê âûâîäó: ïëîñêîå äâèæå-
íèå òâåðäîãî òåëà â ëþáîé ìî-
ìåíò âðåìåíè ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ ïîñòó-
ïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ íåêîòîðîé òî÷êè, âûáðàí-
íîé â êà÷åñòâå ïîëþñà, è âðà-
ùåíèÿ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ïîëþñ. Â ðåàëüíîé ñèòóà-
öèè îáà ýòè äâèæåíèÿ, åñòå-
ñòâåííî, ïðîèñõîäÿò îäíîâðå-
ìåííî. Ñóùåñòâåííî, ÷òî ðàç-
ëîæåíèå íà ïîñòóïàòåëüíîå è
âðàùàòåëüíîå äâèæåíèÿ îêàçû-
âàåòñÿ íåîäíîçíà÷íûì, ïðè÷åì
â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ïî-
ëþñà ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíî-
ãî äâèæåíèÿ áóäåò èçìåíÿòüñÿ,
à óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêà-
çàííûì ñêîðîñòü ëþáîé òî÷-
êè À òåëà (ðèñ. 1.12) ãåîìåò-
ðè÷åñêè ñêëàäûâàåòñÿ èç ñêî-
ðîñòè êàêîé-ëèáî äðóãîé òî÷-
êè O, ïðèíÿòîé çà ïîëþñ, è
ñêîðîñòè âðàùàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ âîêðóã ýòîãî ïîëþñà.
Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà êîîð-
äèíàò XYZ íà ðèñ. 1.12 � íå-
ïîäâèæíàÿ (ëàáîðàòîðíàÿ);
íà÷àëî ñèñòåìû x0y0z0 ïîìåùå-

íî â íåêîòîðóþ òî÷êó Î òåëà (ïîëþñ), à ñàìà ñèñòåìà x0y0z0 äâèæåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî XYZ ïîñòóïàòåëüíî, ïðè÷åì òàê, ÷òî îñè Oy0 è Oz0 îñòàþòñÿ â ïëîñ-
êîñòè ðèñóíêà. Ðàññìàòðèâàåìàÿ òî÷êà À òåëà òàêæå äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè
ðèñóíêà (ïëîñêîå äâèæåíèå!).

Ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè À

r r rA = + ′0 .                                          (1.15)
Ñêîðîñòü òî÷êè À

v
r r r

v rA
A 0

0= = + ′ = + ′
d

dt

d

dt
d
dt

w ×   .                   (1.16)
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Èç (1.16) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè äîëæíà
ñóùåñòâîâàòü òàêàÿ òî÷êà M, ñêîðîñòü
êîòîðîé â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå XYZ
ðàâíà íóëþ - äëÿ ýòîé òî÷êè

v r0 = − × ′w            (1.17)
(ðèñ. 1.13). Çàìåòèì, ÷òî ýòà òî÷êà íå
îáÿçàòåëüíî äîëæíà ïðèíàäëåæàòü òåëó,
òî åñòü ìîæåò íàõîäèòüñÿ è âíå åãî. Òà-
êèì îáðàçîì, ïëîñêîå äâèæåíèå òâåð-
äîãî òåëà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ÷èñòîå âðàùå-
íèå âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó M � òàêàÿ îñü íàçûâàåòñÿ îáû÷-
íî ìãíîâåííîé îñüþ âðàùåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîëåñà, êàòÿùåãîñÿ ïî ïëîñ-
êîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ (ðèñ. 1.10), ìãíîâåííàÿ îñü âðàùåíèÿ ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó Ì ñîïðèêîñíîâåíèÿ êîëåñà ñ ïëîñêîñòüþ.

Ñóùåñòâåííî, ÷òî â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè ìãíîâåííàÿ îñü âðàùå-
íèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ðàçíûå òî÷êè òâåðäîãî òåëà è ÷åðåç ðàçíûå òî÷êè ëàáîðà-
òîðíîé ñèñòåìû XYZ, ñîõðàíÿÿ, êîíå÷íî, ñâîþ îðèåíòàöèþ â ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ, íå-
îáõîäèìî çíàòü ñêîðîñòè êàêèõ-ëèáî äâóõ òî÷åê òâåðäîãî òåëà. Òàê, íà ðèñ. 1.14
ïîêàçàíî ïîëîæåíèå ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ (òî÷êà Ì) äëÿ öèëèíäðà,

çàæàòîãî ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ðåéêàìè, êîòîðûå äâèæóòñÿ â îäíó è
òó æå ñòîðîíó ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè v1 è v2.

Â ñèòóàöèè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1.15, ñòåðæåíü AB îïèðàåòñÿ íà
òî÷êó Ñ è äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè ÷åðòåæà òàê, ÷òî åãî êîíåö B âñå âðåìÿ
íàõîäèòñÿ íà ïîëóîêðóæíîñòè CBD. Ïðè ýòîì ìãíîâåííàÿ îñü âðàùåíèÿ ñòåð-
æíÿ (òî÷êà Ì) íàõîäèòñÿ íà âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòè CMD è ïðè äâèæåíèè
òî÷êè B âïðàâî ïåðåìåùàåòñÿ ïî äóãå ýòîé ïîëóîêðóæíîñòè âëåâî.

Â ñëó÷àå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 1.16, ñòåðæåíü, îïèðàþùèéñÿ îäíèì èç
ñâîèõ êîíöîâ íà ãëàäêóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü, íà÷èíàåò ïàäàòü èç âåð-
òèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ. Ïðè ýòîì öåíòð ìàññ ñòåðæíÿ îïóñêàåòñÿ, îñòàâàÿñü
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íà îäíîé è òîé æå âåðòèêàëè. Ìãíîâåí-
íàÿ îñü âðàùåíèÿ (òî÷êà Ì) ïåðåìåùà-

åòñÿ ïî äóãå îêðóæíîñòè ðàäèóñà 
l

2
 ( l

� äëèíà ñòåðæíÿ).
Çíàÿ óãëîâóþ ñêîðîñòü ω  è ïî-

ëîæåíèå ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ,
ìîæíî ëåãêî îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ëþáîé
òî÷êè òåëà ïðè åãî ïëîñêîì äâèæåíèè.
Òàê, â ñëó÷àå êîëåñà, êàòÿùåãîñÿ ïî

ïëîñêîñòè ñî ñêîðîñòüþ v0  áåç ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ (ðèñ. 1.17), ñêîðîñòü òî÷êè Â

v MB
v

R
MBB = ⋅ = ⋅ω 0 ;                                 (1.18)

âåêòîð vB ïåðïåíäèêóëÿðåí îòðåçêó ÌÂ, ñîåäèíÿþùåìó òî÷êó Â ñ òî÷êîé Ì,
÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ìãíîâåííàÿ îñü âðàùåíèÿ. Åñòåñòâåííî, vB ìîæíî
ïðåäñòàâèòü è êàê ãåîìåòðè÷åñêóþ ñóììó äâóõ ñêîðîñòåé: v0 � ñêîðîñòè ïî-

ñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îñè êîëåñà è ′v0  � ñêîðîñòè âðàùàòåëüíîãî äâèæå-

íèÿ âîêðóã ýòîé îñè, ïðè÷åì v v0 0= ′  (ðèñ. 1.17).

Ðèñ. 1.18 èëëþñòðèðóåò ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé íà âåðòèêàëüíîì äè-
àìåòðå êîëåñà æåëåçíîäîðîæíîãî âàãîíà. Ìãíîâåííàÿ îñü âðàùåíèÿ ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó Ì ñîïðèêîñíîâåíèÿ êîëåñà ñ ðåëüñîì. Õîðîøî âèäíî, ÷òî ëè-
íåéíàÿ ñêîðîñòü òî÷êè íà êðàþ ðåáîðäû íàïðàâëåíà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ äâèæåíèþ âàãîíà.

Îïðåäåëèì òåïåðü óñêîðåíèÿ òî÷åê òåëà ïðè ïëîñêîì äâèæåíèè. Äèô-
ôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèå (1.16) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì äëÿ óñêîðåíèÿ òî÷êè À

a
v v

r
r

a a aA
A 0

0 n= = + ′ +
′

= + +
d

dt

d

dt
d
dt

d
dt

w
w× × τ .             (1.19)
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Ýòî óñêîðåíèå ñêëàäûâàåòñÿ èç òðåõ ÷àñòåé (ðèñ. 1.19): óñêîðåíèÿ a0 òî÷êè O,
ïðèíÿòîé çà ïîëþñ, òàíãåíöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ

a r rτ × ×= ′ = ′
d
dt
w

e                                    (1.20)

è íîðìàëüíîãî óñêîðåíèÿ

a
r

r  r r rn = ′ = ′ = ′ − ′ = − ′w w w w w w w× × ×
d
dt

( ) ( ) ( ) ω 2            (1.21)

(ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ( )w ′r  ðàâíî íóëþ, òàê êàê w ⊥ ′r ).
Òàêèì îáðàçîì, óñêîðåíèå ëþáîé òî÷êè À òåëà ïðè ïëîñêîì äâèæå-

íèè ðàâíî ãåîìåòðè÷åñêîé ñóììå óñêîðåíèÿ òî÷êè, ïðèíÿòîé çà ïîëþñ, è
óñêîðåíèÿ òî÷êè A çà ñ÷åò åå âðàùåíèÿ âîêðóã ýòîãî ïîëþñà. Îòñþäà, â ÷àñò-
íîñòè, ñëåäóåò, ÷òî óñêî-
ðåíèå ëþáîé òî÷êè êîëå-
ñà, êàòÿùåãîñÿ ïî ïëîñêî-
ñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

v 0 , íàïðàâëåíî ê öåíòðó

êîëåñà è ðàâíî 
v

r

0
2

, ãäå

r � ðàññòîÿíèå ðàññìàò-
ðèâàåìîé òî÷êè äî öåíò-
ðà êîëåñà. Â ýòîì ïðèìåðå
â êà÷åñòâå ïîëþñà óäîáíî
âûáðàòü öåíòð êîëåñà Î,

òîãäà a a0 0= =τ , è îñòà-

åòñÿ òîëüêî a
v

r
n = 0

2

.

Çàìå÷àíèå. Ïî àíàëîãèè ñ ìãíîâåííîé îñüþ âðàùåíèÿ ìîæíî ââåñòè
ìãíîâåííóþ îñü, óñêîðåíèÿ âñåõ òî÷åê êîòîðîé â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè
ðàâíû íóëþ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ýòà îñü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ñîâïàäàåò ñ ìãíîâåííîé îñüþ âðàùåíèÿ. Òàê, â ïðèìåðå ñ êîëåñîì, êàòÿ-
ùèìñÿ ïî ïëîñêîñòè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, îíà ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð
êîëåñà.

Äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ñ îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Ïðèìåðû òàêèõ
òåë ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.20: âîë÷îê ñ øàðíèðíî çàêðåïëåííûì îñòðèåì (à),
êîíóñ, êàòàþùèéñÿ ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ (á). Â ýòîì ñëó÷àå òåëî
èìååò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû � íà÷àëà ñèñòåì XYZ è x0y0z0 , ââåäåííûõ â íà÷à-
ëå ëåêöèè, ìîæíî ñîâìåñòèòü ñ òî÷êîé çàêðåïëåíèÿ, à äëÿ îïèñàíèÿ äâèæå-
íèÿ òåëà èñïîëüçîâàòü òðè óãëà Ýéëåðà:

ϕ ϕ ψ ψ θ θ= ( );t  = (t);  = (t).                  (1.22)
Äëÿ òâåðäîãî òåëà ñ îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Ýéëåðà: òâåðäîå òåëî, çàêðåïëåííîå â îäíîé òî÷êå, ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíî
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èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ â ëþáîå äðó-
ãîå îäíèì ïîâîðîòîì íà íåêîòî-
ðûé óãîë âîêðóã íåïîäâèæíîé
îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó çàê-
ðåïëåíèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òå-
îðåìû ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêàõ.
Äëÿ íàñ âàæíî ñëåäñòâèå èç ýòîé
òåîðåìû: äâèæåíèå çàêðåïëåííî-
ãî â òî÷êå òâåðäîãî òåëà â êàæäûé
ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê âðàùåíèå âîêðóã ìãíî-
âåííîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó çàêðåïëåíèÿ. Åñòåñòâåííî,
÷òî ïîëîæåíèå ýòîé îñè êàê â ïðî-
ñòðàíñòâå, òàê è îòíîñèòåëüíî ñà-
ìîãî òåëà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè â
îáùåì ñëó÷àå ìåíÿåòñÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ïî-
ëîæåíèé ìãíîâåííîé îñè âðàùå-
íèÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé
ñèñòåìû XYZ (èëè x0y0z0) � ýòî
ñëîæíàÿ êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü
ñ âåðøèíîé â òî÷êå çàêðåïëåíèÿ. Â
òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå åå íàçû-
âàþò íåïîäâèæíûì àêñîèäîì. Ãåî-

ìåòðè÷åñêîå ìåñòî ïîëîæåíèé ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîä-
âèæíîé ñèñòåìû xyz, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òâåðäûì òåëîì, � ýòî òîæå êîíè-

÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü � ïîäâèæíûé àêñîèä. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå êîíóñà AO1 ,

êàòÿùåãîñÿ ïî ïîâåðõíîñòè äðóãîãî êîíóñà AO2  áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ (ðèñ.
1.21; òî÷êà À ïîäâèæíîãî êîíóñà øàðíèð-
íî çàêðåïëåíà) íåïîäâèæíûé àêñîèä ñî-
âïàäàåò ñ ïîâåðõíîñòüþ íåïîäâèæíîãî

êîíóñà AO2 , à ïîäâèæíûé àêñîèä � ñ ïî-

âåðõíîñòüþ ïîäâèæíîãî êîíóñà AO1 .
Ñêîðîñòü ïðîèçâîëüíîé òî÷êè òâåð-

äîãî òåëà ìîæíî ðàññ÷èòàòü êàê ëèíåéíóþ
ñêîðîñòü âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ âîêðóã
ìãíîâåííîé îñè:

v r= w × ,                   (1.23)
ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà ñèñòåìû XYZ (èëè x0y0z0), ñîâìå-
ùåííîãî ñ òî÷êîé çàêðåïëåíèÿ. Ñëåäóåò
òîëüêî èìåòü â âèäó, ÷òî, â îòëè÷èå îò âðà-
ùåíèÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè, �ïëå÷î�
âåêòîðà v (ðàññòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîé
òî÷êè äî ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ) ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè.

O

à

á

O

Ðèñ. 1.20

A

O

O

1

2

Ðèñ. 1.21
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Óñêîðåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè òâåðäîãî òåëà

                       a
v

r
r

= = +
d
dt

d
dt

d
dt

w
w× ×                              (1.24)

ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: óñêîðåíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ íåðàâíîìåðíîñòüþ âðàùå-
íèÿ (èçìåíåíèåì w ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ)

a r râð = =
d
dt
w

e× × ,                                 (1.25)

è öåíòðîñòðåìèòåëüíîãî (íîðìàëüíîãî) óñêîðåíèÿ

( )a
r

rn = = = −w w w r× × ×d
dt

ω 2 ,                       (1.26)

ãäå ( )r r= t  � ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåäåííûé îò ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ â

ðàññìàòðèâàåìóþ òî÷êó. Çäåñü ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî óãëîâîå óñêîðåíèå e
w

=
d
dt

ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì óãëîâîé ñêîðîñòè íå òîëüêî ïî âåëè÷èíå, íî è ïî

íàïðàâëåíèþ, òàê ÷òî aâð  è an  íå ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã äðóãó.

Ïðîåêöèè âåêòîðà ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè w íà îñè ñèñòåìû
xyz, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òâåðäûì òåëîì, ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç óãëû Ýéëåðà

ϕ ψ θ,  ,   (ñì. ðèñ. 1.3) è èõ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ϕ ψ θ
.
,  ,  .

. .

 Äåéñòâèòåëüíî,
âåêòîð w ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû òðåõ ñîñòàâëÿþùèõ:

w = + +ϕ ψ θ
. . .
e e ez z OAo

.                              (1.27)

Çäåñü ez  è ez0
 � åäèíè÷íûå âåêòîðû âäîëü îñåé Oz è Oz0 ñîîòâåòñòâåííî,

eOA  � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü ëèíèè óçëîâ OA (íà ðèñ. 1.3 ýòè îðòû íå

ïîêàçàíû). Îïðåäåëèì ïðîåêöèè âåêòîðîâ ϕ ψ θ
.

, , ,e e ez z OA0
  

. .
 âõîäÿùèõ â

(1.27), íà îñè ñèñòåìû xyz (ñì. ðèñ. 1.3):

( ) ;
.
ϕ ez x = 0     ( ) ;

.
ϕ ez y = 0          ( )

. .
ϕ ϕez z = ;         (1.28)

( ) sin sin ;
. .
ψ ψ θ ϕez0 x = ⋅     ( ) sin cos ;

. .
ψ ψ θ ϕez0 y = ⋅      ( ) cos ;

. .
ψ ψ θez0 z =  (1.29)

( ) cos ;
. .
θ θ ϕeOA x =     ( ) sin ;

. .
θ θ ϕeOA y = −          ( ) .

.
θ eOA z = 0  (1.30)

Èç (1.27 - 1.30) ïîëó÷èì:

ω ψ θ ϕ θ ϕ

ω ψ θ ϕ θ ϕ

ω ϕ ψ θ

x

y

z

= +

= −

= +

. .

. .

. .

sin sin cos ;

sin cos sin ;

cos .

( )
( )
( )

131

132

133

.

.

.
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Óðàâíåíèÿ (1.31-1.33) íàçûâàþòñÿ êèíåìàòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà. Îíè,
â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå âåêòîðà ìãíîâåí-
íîé óãëîâîé ñêîðîñòè w, åñëè çàêîí äâèæåíèÿ òåëà çàäàí â âèäå (1.22).

Â ðÿäå ñëó÷àåâ âðàùå-
íèå òåëà ñ çàêðåïëåííîé òî÷-
êîé âîêðóã ìãíîâåííîé îñè
óäîáíî ïðåäñòàâèòü êàê ñó-
ïåðïîçèöèþ äâóõ âðàùåíèé
âîêðóã ïåðåñåêàþùèõñÿ îñåé.
Â ñëó÷àå, èçîáðàæåííîì íà
ðèñ. 1.22, âåðøèíà êîíóñà
øàðíèðíî çàêðåïëåíà â òî÷-
êå Î; îñü êîíóñà ãîðèçîíòàëü-
íà, à îñíîâàíèå êîíóñà êà-
òèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ
ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè
S. Âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè w

íàïðàâëåí âäîëü ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ ÎÌ (ñêîðîñòü òî÷åê Î è Ì
ðàâíà íóëþ); ïðè äâèæåíèè êîíóñà ìãíîâåííàÿ îñü âðàùåíèÿ èçìåíÿåò ñâîå
ïîëîæåíèå, îïèñûâàÿ íåêîòîðóþ êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ âåðøèíîé â
òî÷êå Î. Àáñîëþòíîå âðàùåíèå êîíóñà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ w ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ñóììû

w = w1 + w2 ,                                       (1.34)
ãäå w1� óãëîâàÿ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíîãî âðàùåíèÿ êîíóñà âîêðóã ñîáñòâåí-
íîé îñè ñèììåòðèè, w2 � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïåðåíîñíîãî âðàùåíèÿ ñàìîé îñè

êîíóñà âîêðóã âåðòèêàëè. Åñëè çàäàíà ω2 , òî

ω ω α ω ω
ω

α
ω1 2 1 2

2 2

= ⋅ = = +
ctg

h

R

R h

R
; ,   =

sin

2

ãäå α  � óãîë ïîëóðàñòâîðà êîíóñà, R � ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà, h � åãî
âûñîòà.

Çàìå÷àíèå. Äâèæåíèå òåëà, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îäíîâðåìåííîå
âðàùåíèå âîêðóã íåñêîëüêèõ îñåé ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè  w1, w2, w3, ... ,
ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê âðàùåíèþ âîêðóã îäíîé îñè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ

w = w1 + w2 + w3 + ...                              (1.35)

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå îñè âðàùåíèÿ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Äâèæåíèå ñâîáîäíîãî òâåðäîãî òåëà. Ñâîáîäíîå òâåðäîå òåëî ìîæåò

ñîâåðøàòü ëþáûå ïåðåìåùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû XYZ. Â
ýòîì, ñàìîì îáùåì ñëó÷àå, îíî èìååò 6 ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Îïèðàÿñü íà òåîðåìó Ýéëåðà (ñì. âûøå), äâèæåíèå ñâîáîäíîãî òâåð-
äîãî òåëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæå-
íèÿ, ïðè êîòîðîì âñå òî÷êè äâèæóòñÿ, êàê ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé ïîëþñ
(íà÷àëî ñèñòåìû x0y0z0), è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ âîêðóã ìãíîâåííîé îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòîò ïîëþñ. Ýòîìó ðàññìîòðåíèþ ñîîòâåòñòâóþò 6 íåçàâè-
ñèìûõ êîîðäèíàò: 3 äåêàðòîâû êîîðäèíàòû X, Y, Z òî÷êè, ïðèíÿòîé çà ïî-

ëþñ, è 3 óãëà Ýéëåðà ϕ ψ θ,  ,   (ñì. ðèñ. 1.3).
Ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè À òåëà â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå XYZ

îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì rA:

S

a

a

w

1

2

w

w

M

O

Ðèñ. 1.22
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r r rA O= + ′A ,                                   (1.36)

ãäå rO  � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè Î, ïðèíÿòîé çà ïîëþñ, ′rA  � ðàäèóñ-âåêòîð
òî÷êè À îòíîñèòåëüíî ïîëþñà.

Ñêîðîñòü òî÷êè À

v v rA A= + ′O w × ,                                  (1.37)

ãäå vO  � ñêîðîñòü ïîëþñà, à w × ′rA � ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü âðàùàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïîëþñ.

Óñêîðåíèå òî÷êè À

a a r
r

A O A
A= + ′ +
′d

dt

d

dt
w

w× × .                         (1.38)

Çäåñü aO  � óñêîðåíèå ïîëþñà, 
d
dt
w

× ′rA  � óñêîðåíèå, îáóñëîâëåííîå èçìå-

íåíèåì âåêòîðà ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè w ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëå-

íèþ, w ×
d

dt

′rA  � öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå (ñì. ôîðìóëó (1.26)).

Çàìå÷àíèå 1. Ïðèíèìàÿ çà ïîëþñ ðàçëè÷íûå òî÷êè ñâîáîäíîãî òâåð-
äîãî òåëà (èëè äàæå òî÷êè âíå åãî), ìîæíî ïîëó÷èòü áåñ÷èñëåííîå ìíîæå-
ñòâî ðàçëîæåíèé åãî äâèæåíèÿ íà ïîñòóïàòåëüíîå è âðàùàòåëüíîå. Ïðè ýòîì,
êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîãî äâèæåíèÿ, êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïåðå-

íîñíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ v  aO O,  áóäóò çàâèñåòü îò âûáîðà ïîëþñà.
Êèíåìàòè÷åñêèå æå õàðàêòåðèñòèêè îòíîñèòåëüíîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæå-

íèÿ w
w

,  
d
dt

 îò âûáîðà ïîëþñà íà çàâèñÿò.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðîèçâîëüíîå (íåïëîñêîå) äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà íå-
âîçìîæíî ñâåñòè ê ÷èñòîìó âðàùåíèþ âîêðóã ìãíîâåííîé îñè. Îäíàêî, ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ìãíîâåííàÿ îñü òàê íàçûâàåìîãî
âèíòîâîãî ïåðåìåùåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ âîêðóã íåêîòîðîé îñè è ïîñòóïàòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ
âäîëü ýòîé æå ñàìîé îñè. Åñòåñòâåííî, â îáùåì ñëó÷àå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
ïîëîæåíèå ìãíîâåííîé îñè âèíòîâîãî ïåðåìåùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå è îòíî-
ñèòåëüíî òåëà èçìåíÿåòñÿ.
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ËÅÊÖÈß ¹2

Äèíàìèêà àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà. Ìîìåíò èìïóëüñà. Òåíçîð èíåðöèè.
Ìîìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî îñè. Ýëëèïñîèä èíåðöèè. Âû÷èñëåíèå ìî-
ìåíòîâ èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè. Òåîðåìà Ãþéãåíñà-Øòåéíåðà. Ìîìåíò èì-
ïóëüñà îòíîñèòåëüíî äâèæóùåãîñÿ öåíòðà ìàññ.

Çàäà÷à äèíàìèêè àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà � èçó÷èòü äâèæåíèå òåëà â
çàâèñèìîñòè îò äåéñòâóþùèõ íà íåãî ñèë. Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ðàñ-
ñìîòðåíèÿ, ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ìîæíî ñâåñòè ê ïîñòóïà-
òåëüíîìó è âðàùàòåëüíîìó. Ïðè ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè òðàåêòîðèè âñåõ
òî÷åê òåëà îäèíàêîâû, è äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî äâèæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òàêèå
ïîíÿòèÿ, êàê ìàññà, èìïóëüñ, ñèëà. Ïðè èçó÷åíèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
òåëà ýòèõ ïîíÿòèé îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî.

Ðàññìîòðèì äâà öèëèíäðà îäèíàêîâîé ìàññû è îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ,
ïðè÷åì îäèí öèëèíäð, èçãîòîâëåííûé èç áîëåå ëåãêîãî ìàòåðèàëà, ïóñòü
áóäåò ñïëîøíûì, à äðóãîé, èçãîòîâëåííûé èç áîëåå òÿæåëîãî ìàòåðèàëà, �
ïîëûì. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ñîñêàëüçûâàíèè ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé íà-
êëîííîé ïëîñêîñòè
öèëèíäðû íå âðàùà-
þòñÿ è âåäóò ñåáÿ ñî-
âåðøåííî îäèíàêîâî
(ðèñ. 2.1à); â ÷àñòíî-
ñòè, îíè îäíîâðå-
ìåííî äîñòèãàþò îñ-
íîâàíèÿ ýòîé íàêëîí-
íîé ïëîñêîñòè. Èíîå
äåëî, åñëè ïëîñêîñòü
øåðîõîâàòàÿ, è öè-
ëèíäðû ñêàòûâàþòñÿ, âðàùàÿñü âîêðóã ñâîåé îñè (ðèñ. 2.1á), � â ýòîì ñëó÷àå
áûñòðåå ñêàòûâàåòñÿ ñïëîøíîé öèëèíäð. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âðàùàòåëüíîì
äâèæåíèè ñóùåñòâåííî ðàñïðåäåëåíèå ìàññû îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ.

Îá ýòîì æå ñâèäåòåëüñòâóþò è äðóãèå îïûòû: ÷åì äàëüøå îò îñè âðà-
ùåíèÿ ñîñðåäîòî÷åíà ìàññà òåëà, òåì òðóäíåå åãî ðàñêðóòèòü ïðè âîçäåé-
ñòâèè ïîñòîÿííîé ñèëîé, èìåþùåé îäíî è òî æå ïëå÷î (ðèñ. 2.2 à,á). Äëÿ

ðàñêðó÷èâàíèÿ ñòåðæíåé ñ ãðóçàìè äî óãëîâîé ñêîðîñòè ω0
 â ñëó÷àå ðèñ.  2.2á

òðåáóåòñÿ áîëüøåå
âðåìÿ, ÷åì â ñëó÷àå
ðèñ. 2.2à. Â ýòèõ æå
îïûòàõ ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî ïðè âðàùà-
òåëüíîì äâèæåíèè
òåëà ñóùåñòâåííóþ
ðîëü èãðàåò íå ñàìà
ñèëà, à åå ìîìåíò:
åñëè ïåðåáðîñèòü
íèòü íà øêèâ áîëü-
øåãî ðàäèóñà, òî ðàñ-
êðóòèòü ýòè òåëà áó-

Ðèñ. 2.1

à á

F F F
ω = 0 ω = 0 ω = 0

ω = ω ω = ω ω = ω
∆t  = t ∆t  > t ∆t  <  t

1 1 1

12 12 12

2 2 20 0 0

0 0 0

Ðèñ. 2.2

à á â
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m
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x
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r
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L

w

a

äåò ëåã÷å (ðèñ. 2.2â). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
òåëà íåîáõîäèìî ââåñòè íîâûå ïîíÿòèÿ: ìîìåíò èíåðöèè, ìîìåíò èìïóëüñà,
ìîìåíò ñèëû.

Ìîìåíò èìïóëüñà. Òåíçîð èíåðöèè. Ìîìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî
íåïîäâèæíîé òî÷êè � âàæíåéøåå ïîíÿòèå â äèíàìèêå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
òâåðäîãî òåëà. Îí îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê:

L = =∑ ∑r p r vi
i

i i
i

i i× ×∆ ∆m .                                        (2.1)

Çäåñü ∆ ∆p vi i i= m  � èìïóëüñ ýëåìåíòàðíîé ìàññû ∆mi â ëàáîðàòîðíîé ñèñ-

òåìå XYZ, à ri  � ðàäèóñ-âåêòîð ìàññû ∆mi ñ íà÷àëîì â òîé íåïîäâèæíîé
òî÷êå, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ìîìåíò èìïóëüñà òåëà.

Ñ ó÷åòîì ïîñòîÿíñòâà ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà
âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà L óäàåòñÿ ñâÿçàòü ñ âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè w.

Ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, äâå îäèíàêîâûå òî÷å÷íûå ìàññû m, óêðåï-
ëåííûå íà êîíöàõ íåâåñîìîãî ñòåðæíÿ ÀÂ (ðèñ. 2.3). Ñòåðæåíü ñ ìàññàìè âðà-
ùàåòñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ w âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñåðåäèíó ñòåðæíÿ è ïåðïåíäèêóëÿðíîé åìó. Â ýòîì ñëó÷àå

L r v r v= + =m m mr1 1 2 2× × 2 2
w .   (2.2)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî r r r1 2= = , à

v v r1 2= = ω .

Ñóùåñòâåííî, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå âåê-
òîð L íàïðàâëåí òàê æå, êàê è w. Ê ñîæàëåíèþ,
òàê áûâàåò íå âñåãäà. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ
íà ïðèìåðå, ïîêàçàííîì íà ðèñ.  2.4. Çäåñü íåâå-
ñîìûé ñòåðæåíü ÀÂ ñ äâóìÿ ìàññàìè m íà êîí-
öàõ æåñòêî çàêðåïëåí íà âåðòèêàëüíîé îñè (â
òî÷êå Î) ïîä íåêîòîðûì óãëîì α  ê íåé è ëå-
æèò â ïëîñêîñòè Oyz. Ïðè âðàùåíèè ñòåðæíÿ
âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ
w âåêòîð L, îïðåäåëåííûé ïî (2.1), áóäåò íà-
õîäèòüñÿ â ïëîñêîñòè Oyz è ñîñòàâèò óãîë

π α
2

−  ñ îñüþ z. Ñèñòåìà xyz, ââåäåííàÿ â íà-

÷àëå ëåêöèè 1, æåñòêî ñâÿçàíà ñî ñòåðæíåì è
ïîâîðà÷èâàåòñÿ âìåñòå ñ íèì. Ïðè ýòîì âåêòîð
L îñòàåòñÿ â ïëîñêîñòè Oyz, à â ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìå äâèæåòñÿ ïî êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè

ñ óãëîì ïîëóðàñòâîðà 
π α
2

− .

Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ L â ñëó÷àå
òâåðäîãî òåëà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, çàêðåï-
ëåííîãî â íåêîòîðîé òî÷êå Î.

Ïóñòü ri  � ðàäèóñ-âåêòîð ýëåìåíòàðíîé ìàññû ∆mi òâåðäîãî òåëà, à w �
óãëîâàÿ ñêîðîñòü. Òîãäà

m 1 2 mrr

OA B

L

w

Ðèñ. 2.3

Ðèñ. 2.4
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{ }

L r v r r

r r r r r r

= = =

= −











= −

∑ ∑

∑ ∑

∆ ∆

∆ ∆

m m

m m r

i
i

i
i

i
i b

i
i

i

a b c

a c c a b

i i i i

i i i i i i

× × ×( )

( ) ( ) ( )

w

w w ww
2 .

( . )2 3

Âåêòîðû ri , w  è L ìîæíî ïðîåêòèðîâàòü êàê íà îñè ëàáîðàòîðíîé
ñèñòåìû XYZ, òàê è íà îñè ñèñòåìû xyz, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òâåðäûì òåëîì
(ïîñêîëüêó òî÷êà Î íåïîäâèæíà, íà÷àëà îáåèõ ñèñòåì ìîæíî ñîâìåñòèòü).

Ïðåèìóùåñòâî ñèñòåìû xyz çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåé ïðîåêöèè ri  ÿâëÿ-
þòñÿ ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè (â ñèñòåìå XYZ îíè çàâèñÿò îò âðåìåíè), è
âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò L îêàçûâàþòñÿ ïðîùå.

Èòàê, â ñèñòåìå xyz

{ }ri = x y zi i i, , ,   { }w = ω ω ωx y z, , .                      (2.4)

Òîãäà, ïðîäîëæàÿ (2.3), ìîæíî çàïèñàòü:

{ }L r= − + +∑ ∆m r x y zi
i

i i x i y i zw
2

i ( )ω ω ω .             (2.5)

Âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîåêöèé ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñè ñèñòåìû xyz çàïèøåì â
ñëåäóþùåì âèäå:

( ) ( ) ( )L m r x m x y m x zx i i i
i

x i i i
i

y i i i
i

z= − + − + −∑ ∑ ∑∆ ∆ ∆2 2 ω ω ω ;    (2.6)

( ) ( ) ( )L m y x m r y m y zy i i i
i

x i i i
i

y i i i
i

z= − + − + −∑ ∑ ∑∆ ∆ ∆ω ω ω2 2 ;    (2.7)

( ) ( ) ( )L m z x m z y m r zz i i i
i

x i i i
i

y i i i
i

z= − + − + −∑ ∑ ∑∆ ∆ ∆ω ω ω2 2 ,    (2.8)

èëè

L J J Jx xx x xy y xz z= + +ω ω ω;   (2.9)

L J J Jy yx x yy y yz z= + +ω ω ω ;          (2.10)

L J J Jz zx x zy y zz z= + +ω ω ω ,                                   (2.11)

ãäå Jkl  � 9 êîìïîíåíò òàê íàçûâàåìîãî òåíçîðà èíåðöèè $J  òâåðäîãî òåëà
îòíîñèòåëüíî òî÷êè Î:

       
$J

J J J

J J J

J J J

xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

=















 .

Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òåíçîðà J xx , , J  Jyy zz  íàçûâàþòñÿ îñåâûìè ìîìåí-

òàìè èíåðöèè, íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû J xy yx xz zx yz zy, , , , , J  J  J  J  J  íàçû-

b b

b

(2.12)
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âàþòñÿ öåíòðîáåæíûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî

J J J Jxy yx zx zy= = =, , J  Jxz yz . Òàêîé òåíçîð íàçûâàþò ñèììåòðè÷íûì.

Åñëè êîîðäèíàòàì x, y è z ïðèñâîèòü íîìåðà 1, 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî,
òî (2.9-2.11) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

     L Jk k=
=
∑ l

l

l

1

3

ω ;         k, l  = 1, 2, 3.       (2.13)

Â ñèìâîëè÷åñêîì âèäå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

L = $Jw .                                     (2.14)
Ñàìîå ãëàâíîå, ÷òî ñòîèò çà ïðèâåäåííûìè âûøå ôîðìóëàìè, çàêëþ-

÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äåâÿòü âåëè÷èí Jkl  (èç íèõ øåñòü íåçàâèñèìûõ) îïðåäå-
ëÿþò îäíîçíà÷íóþ ñâÿçü ìåæäó L è w, ïðè÷åì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî L, âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ ñ w (ðèñ. 2.5).

Èòàê, ìû ñòîëêíóëèñü ñ íîâûì òèïîì âåëè÷èí, èìåþùèì âàæíîå
çíà÷åíèå â ôèçèêå � òåíçîðîì. Åñëè äëÿ çàäàíèÿ
ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû íåîáõîäèìî îäíî ÷èñëî (çíà-
÷åíèå ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû), âåêòîðíîé � òðè
÷èñëà (òðè ïðîåêöèè âåêòîðà íà îñè äåêàðòîâîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò), òî äëÿ çàäàíèÿ òåíçîðà íå-
îáõîäèìû â îáùåì ñëó÷àå 9 ÷èñåë. Íà ÿçûêå ìàòå-
ìàòèêè òåíçîð � ýòî ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ âåëè-
÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ îïðåäåëåííûì ïîâåäå-
íèåì ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñèñòåìû êîîðäèíàò (â
äàííîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåðöèè ïðå-
îáðàçóþòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîîðäèíàò).

Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ òåíçîðíûõ âåëè-
÷èí ñâÿçàíà ñ ðàçëè÷íîãî ðîäà àíèçîòðîïèåé ñâîéñòâ

ôèçè÷åñêèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Òåíçîð ñâÿçûâàåò äâå âåêòîðíûå âåëè-
÷èíû, êîòîðûå ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó ïî ìîäóëþ, íî â ñèëó àíèçîòðîïèè
ñâîéñòâ îáúåêòà íå ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì ïî íàïðàâëåíèþ. Â ñëó÷àå L è w

ðåøàþùóþ ðîëü èãðàåò �àíèçîòðîïèÿ� ôîðìû òåëà (îòñóòñòâèå îïðåäåëåííîé
ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñåé xyz). Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ýòî ìîæåò áûòü àíèçîòðî-
ïèÿ, íàïðèìåð, ýëåêòðè÷åñêèõ èëè ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ âåùåñòâà. Òàê, âåêòîðû
ïîëÿðèçàöèè âåùåñòâà Ð è íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Å ñâÿçàíû òåíçî-

ðîì ïîëÿðèçóåìîñòè $ :α  P E= ε α0 $  ( ε0 � ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ). Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî â ñèëó àíèçîòðîïèè ýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ âåùåñòâî ïîëÿðèçóåòñÿ �íå ïî
ïîëþ�, òî åñòü �íå ïî ïîëþ� ñìåùàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çàðÿäû
â ìîëåêóëàõ âåùåñòâà. Ïðèìåðàìè äðóãèõ, â îáùåì ñëó÷àå òåíçîðíûõ âåëè÷èí
ÿâëÿþòñÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà.
Âàæíóþ ðîëü â ìåõàíèêå èãðàþò òåíçîðû äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé. Ñ ýòèìè è
äðóãèìè òåíçîðíûìè âåëè÷èíàìè âû ïîçíàêîìèòåñü ïðè èçó÷åíèè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàçäåëîâ êóðñà îáùåé ôèçèêè.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ri ,  w  è L  â âûðàæåíèè (2.3) ïðîåêòèðîâàòü íà îñè

ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû XYZ, òî êîìïîíåíòû òåíçîðà Jkl  îêàçàëèñü áû çàâè-

Z

O

z
ω L

y
x

X

Y

Ðèñ. 2.5
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ñÿùèìè îò âðåìåíè. Òàêîé ïîäõîä â ïðèíöèïå âîçìîæåí; îí, â ÷àñòíîñòè,
èñïîëüçóåòñÿ â Áåðêëååâñêîì êóðñå ôèçèêè [7].

Ãëàâíûå îñè èíåðöèè. Âîçíèêàåò âîïðîñ: âîçìîæåí ëè äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî òâåðäîãî òåëà ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðû L è w ñîâïàäàþò? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî òåëà è ëþáîé òî÷êè Î èìåþòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå òðè âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿ w (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, òðè âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ îñè âðàùåíèÿ), äëÿ êîòîðûõ íàïðàâëåíèÿ L è w ñîâïàäàþò.
Òàêèå îñè íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè òåëà.

Åñëè îñè Ox, Oy è Oz ñîâìåñòèòü ñ ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè òåëà, òî

ìàòðèöà Jkl  áóäåò èìåòü äèàãîíàëüíûé âèä:

$J

J

J

J

xx

yy

zz

0

0 0

0 0

0 0

=
















.                                 (2.15)

Âåëè÷èíû J J J Jxx x y z≡ ≡ ≡, , J  Jyy zz
 â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè

ìîìåíòàìè èíåðöèè òåëà. Ïðè ýòîì

L J L J L Jx x x y y y z z z= = =ω ω ω; ;  ,                      (2.16)

òî åñòü, äåéñòâèòåëüíî, åñëè âåêòîð w íàïðàâëåí âäîëü îäíîé èç ãëàâíûõ
îñåé èíåðöèè òåëà, òî âåêòîð L áóäåò íàïðàâëåí òî÷íî òàê æå (ðèñ. 2.6).

Ðàñïîëîæåíèå ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè â òåëå è çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ãëàâíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè Î. Åñëè Î ñîâïàäàåò
ñ öåíòðîì ìàññ, òî ãëàâíûå îñè íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè öåíòðàëüíûìè îñÿìè
òåëà. Åñëè ãëàâíûå îñè èíåðöèè òåëà èçâåñòíû, òî çíà÷åíèÿ ãëàâíûõ ìîìåí-
òîâ èíåðöèè âû÷èñëÿþòñÿ èç ãåîìåòðèè ìàññ. Íàïðèìåð:

( ) ( )J m r x m y z mx i
i

i i i
i

i i i
i

i= − = + =∑ ∑ ∑∆ ∆ ∆2 2 2 2 2ρ .          (2.17)

Çäåñü ρi
 � ðàññòîÿíèå ýëåìåíòàðíîé ìàññû ∆m i

 îò ãëàâíîé îñè Ox.

Êàê æå îïðåäåëèòü ãëàâíûå îñè èíåðöèè äëÿ âûáðàííîé òî÷êè Î òâåð-
äîãî òåëà? Åñëè îñè Ox, Oy è Oz ïðîâåäåíû â òåëå ïðîèçâîëüíî, òî â îáùåì
ñëó÷àå îíè íå ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè. Òàêîãî ñîâïàäåíèÿ ìîæ-
íî äîáèòüñÿ ïóòåì íåêîòîðîãî ïîâîðîòà èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñè-
òåëüíî òâåðäîãî òåëà. Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ìàòðèöà

Jkl  ñòàíîâèòñÿ äèàãîíàëüíîé.
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ãëàâíûå îñè èíåðöèè

óäàåòñÿ ëåãêî îïðåäåëèòü èç ñîîáðàæåíèé ñèììåò-
ðèè. Íà ðèñ. 2.7-2.10 èçîáðàæåíû ãëàâíûå îñè èíåð-
öèè äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê òåë, îáëàäàþùèõ îïðåäå-
ëåííîé ñèììåòðèåé: öèëèíäðà (ðèñ. 2.7), ïðÿìîó-
ãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà (ðèñ. 2.8), êóáà (ðèñ. 2.9)
è øàðà (ðèñ.2.10). Ëåãêî ñîîáðàçèòü, ÷òî âî âñåõ ýòèõ

ñëó÷àÿõ J J J J J Jxy xz yx yz zx zy= = = = = = 0 . Íà-

ïðèìåð, â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïè-
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ïåäà (ðèñ. 2.8) J m x yxy i
i

i i= − =∑∆ 0,  òàê êàê äëÿ âñÿêîé ìàññû ∆m i
 ñ

äàííûìè çíà÷åíèÿìè xi , , y  zi i
 íàéäåòñÿ ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííàÿ ìàñ-

ñà ∆ ′m i
 ñ òåìè æå çíà÷åíèÿìè xi è zi , íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíà÷åíèåì yi.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ðàññìîòðèì ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ãëàâíûõ
îñåé èíåðöèè äëÿ ïëîñêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíêè ñî ñòîðîíàìè a è b,
ìàññà êîòîðîé m (ðèñ. 2.11).

ßñíî, ÷òî îäíà èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè äëÿ òî÷êè Î (îñü Oz) ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ïëàñòèíêè; íà ðèñ. 2.11 îíà
íå ïîêàçàíà. Îñè Ox è Oy, íàïðàâëåííûå âäîëü ñòî-
ðîí ïëàñòèíêè, íå ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè. Äåéñòâè-
òåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

J y dm
m

ab
dx y dy m

b
xx

ba

= = =∫ ∫∫2 2

00

2

3
;      (2.18)

J x dm
m

ab
dy x dx m

a
yy

ab

= = =∫ ∫∫2 2

00

2

3
;      (2.19)

z

yO

x

z
m'i∆ m'i∆

yO

x

z

y

O

x

z

yO

x

Ðèñ. 2.7

Ðèñ. 2.10Ðèñ. 2.9

Ðèñ. 2.8

y

b

y'

O
x

x'

a

α

Ðèñ. 2.11



27Ëåêöèÿ 2

J xydm
m
ab

xdx ydy m
ab

xy

ba

= − = − = − <∫ ∫∫
00

4
0 .             (2.20)

Äîïóñòèì, ÷òî îñè Ox y′ ′ è O , ïîâåðíóòûå íà óãîë α îòíîñèòåëüíî

îñåé Ox è Oy � ãëàâíûå îñè èíåðöèè äëÿ òî÷êè Î. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðà-
çîâàíèå êîîðäèíàò èìååò âèä:

x x y

y x y

= ′ + ′
= − ′ + ′





cos sin ;

sin cos .

α α
α α                             

( . )

( . )

2 21

2 22

Òîãäà áóäåì èìåòü

   ( )J y dm x y dm J Jxx y x= = − ′ + ′ = +∫ ∫ ′ ′
2

2
2 2

sin cos sin cos .α α α α    (2.23)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî äëÿ ãëàâíûõ îñåé Ox y′ ′ è O  ′ ′ =∫ x y dm 0.

Àíàëîãè÷íî

    ( )J x dm x y dm J Jyy y x= = ′ + ′ = +∫ ∫ ′ ′
2

2
2 2

cos sin cos sin .α α α α     (2.24)

( )( )J xydm x y x y dm

J J

xy

x y

= − = − ′ + ′ − ′ + ′ =

= − −

∫ ∫
′ ′

cos sin sin cos

sin ( ).

α α α α

α
1
2

2
          (2.25)

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.23 - 2.25) çíà÷åíèÿ J xx , , J  è Jyy xy  èç (2.18 - 2.20),

ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ J x′ ′,  J  è :y α

( )

J J m
b

J J m
a

J J m
ab

y x

y x

x y

′ ′

′ ′

′ ′

+ =

+ =

− =
















sin cos ;

cos sin ;

sin .

2 2
2

2 2
2

3

3

2
2

α α

α α

α
                       

( . )

( . )

( . )

2 26

2 27

2 28

Èç ýòîé ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

tg
ab

b a
2

3
2 2 2

α = ⋅
−

.                                   (2.29)

Äëÿ ñðàâíåíèÿ: åñëè α0
 � óãîë ìåæäó îñüþ Oy è äèàãîíàëüþ ïðÿìî-

óãîëüíîé ïëàñòèíêè, òî

                            tg
ab

b a
2

2
0 2 2α =

−
, (2.30)



28 Ìåõàíèêà

òî åñòü α α< 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãëàâíàÿ îñü èíåðöèè Oy′  íå ïðîõîäèò ÷åðåç

öåíòð ïëàñòèíêè. È òîëüêî â ñëó÷àå êâàäðàòà, êîãäà a b= ,   =
4

α
π

, ãëàâíàÿ îñü

èíåðöèè Oy′  áóäåò íàïðàâëåíà ïî äèàãîíàëè êâàäðàòà. Ýòîò ïðèìåð íàãëÿäíî

ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ãëàâíûå îñè èíåðöèè � íåöåíòðàëüíûå, òî íè îäíà èç
íèõ â ïðèíöèïå ìîæåò è íå ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð ìàññ òåëà.

Ìîìåíò èìïóëüñà òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî îñè. Ìîìåíò èíåðöèè îò-
íîñèòåëüíî îñè. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òâåðäîå òåëî âðàùàåòñÿ âîêðóã íåïîäâèæ-
íîé îñè, îáû÷íî îïåðèðóþò ñ ïîíÿòèÿìè ìîìåíòà èìïóëüñà è ìîìåíòà èíåð-

öèè îòíîñèòåëüíî îñè. Ìîìåíò èìïóëüñà L  îò-

íîñèòåëüíî îñè � ýòî ïðîåêöèÿ íà äàííóþ îñü
ìîìåíòà èìïóëüñà L, îïðåäåëåííîãî îòíîñèòåëü-
íî íåêîòîðîé òî÷êè Î, ïðèíàäëåæàùåé îñè, ïðè-
÷åì, êàê îêàçûâàåòñÿ, âûáîð òî÷êè Î íà îñè çíà-
÷åíèÿ íå èìååò.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âû÷èñëåíèè L  ñó-

ùåñòâåííî ëèøü ïëå÷î èìïóëüñà ∆p vi i= ∆mi  îò-

íîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ ′ ′′O O  (ðèñ. 2.12), òî

åñòü êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ρi
 ìàññû ∆m i

 äî îñè:

( )L m m v mi i i i i i i= = =∆ ∆ ∆( ) ( )r vi i× ρ ρ ω2
.            (2.31)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ñêîðîñòü ìàññû ∆m i  ïðè âðàùàòåëüíîì äâèæåíèè

v i i i= ωρ ⊥;   v ri  .

Ðàññìîòðèì ýòó ñèòóàöèþ áîëåå ïîäðîáíî. Ïóñòü îñè Ox, Oy, Oz íà

ðèñ. 2.12 � ãëàâíûå îñè èíåðöèè äëÿ òî÷êè O,   O O′ ′′  � íåïîäâèæíàÿ â ëàáî-
ðàòîðíîé ñèñòåìå îñü âðàùåíèÿ, æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì. Âåêòîð óãëîâîé

ñêîðîñòè w, íàïðàâëåííûé âäîëü ′ ′′O O , ìîæíî ðàçëîæèòü ïî îñÿì ñèñòåìû
êîîðäèíàò xyz:

{ } { }w = ω ω ω ω α ω β ω γx y z, , cos , ,   cos ,  cos=             (2.32)

ãäå cos ,α β γ cos ,  cos � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû îñè ′ ′′O O . Âåêòîð L íå

ñîâïàäàåò ñ w è ïðè âðàùåíèè òåëà îïèñûâàåò êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü,

ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî ′ ′′O O . Âåêòîð L òàêæå ìîæíî ðàçëîæèòü ïî

îñÿì ñèñòåìû xyz: { }L = L x, , L  Ly z , ïðè÷åì

L J J L Jx x x y y y z z z= = =ω ω ω; ;  L   ,                     (2.33)

ãäå J x, , J  Jy z  � ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè.

Ïðîåêöèÿ âåêòîðà L íà îñü âðàùåíèÿ, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ìîìåíò
èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî îñè

O

O''

O'

z

L

y

i

i

i

i

∆m

r

vx

Ðèñ. 2.12
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( )
L

L L L J J J

J J J J

x x y y z z x x y y z z

x y z

= =
+ +

=
+ +

⋅ =

= + + =

Lw

ω
ω ω ω

ω
ω ω ω

ω
ω

α β γ ω ω

2 2 2

2

2 2 2cos cos cos ,
    (2.34)

ãäå

J J J Jx y z= + +cos cos cos
2 2 2α β γ                         (2.35)

�  ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè.
Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ìîìåíò èíåðöèè òâåðäîãî

òåëà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè â òîì ñëó÷àå, åñëè èçâåñòíû ãëàâíûå

ìîìåíòû èíåðöèè J x, , J  Jy z  è îðèåíòàöèÿ îñè âðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãëàâ-

íûõ îñåé èíåðöèè (óãëû α β γ,  ,  ). Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ òàêîå âû÷èñëåíèå îêà-

çûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì ïðÿìîé ðàñ÷åò ïî ôîðìóëå

J m i
i

i= ∑∆ ρ2

                                     (2.36)

(ñì. (2.31)).

Îòìåòèì, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì âûøå îïðåäåëåíèåì, L  � âå-

ëè÷èíà ñêàëÿðíàÿ (ïðîåêöèÿ âåêòîðà L íà îñü âðàùåíèÿ). Âìåñòå ñ òåì ìîæíî

ãîâîðèòü è î âåêòîðå L ,  ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê ñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà L âäîëü

îñè:

L p= ∑ ri i
i

× ∆                                   (2.37)

(âåêòîð ri  èçîáðàæåí íà ðèñ. 2.12, ∆p vi i= ∆mi ). Â ðåêîìåíäóåìûõ ó÷åáíûõ
ïîñîáèÿõ ìîæíî âñòðåòèòü îáå òðàêòîâêè ïîíÿòèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà îòíîñè-
òåëüíî îñè.

Ýëëèïñîèä èíåðöèè. Ôîðìóëà (2.35) äëÿ ìîìåíòà èíåðöèè îòíîñè-
òåëüíî îñè äîïóñêàåò íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ÷åðåç òî÷êó Î íà÷àëà êîîðäèíàò ñèñòåìû xyz ìû
ïðîâîäèì ïðÿìûå âî âñåâîçìîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ è íà íèõ îòêëàäûâàåì îò-

ðåçêè äëèíîé R
k

J
=  (ðèñ. 2.13), ãäå k åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ

ðàçìåðíîñòü êã 1/2 · ì2. Ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì êîíöîâ ýòèõ îòðåçêîâ áóäåò
íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü îñè Ox, Oy, Oz íà ðèñ. 2.13 � ãëàâíûå îñè èíåðöèè. Ïðîåêöèè
âåêòîðà R íà îñè êîîðäèíàò ñîñòàâëÿþò

R x R
k

J
x ≡ = =cos cos ,α α                           (2.38)

R y R
k

J
y ≡ = =cos cos ,β β                            (2.39)
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R z R
k

J
z ≡ = =cos cos ,γ γ                           (2.40)

îòêóäà

cos ;α = x J
k

cos ;β = y J
k

cos .γ = z J
k

  (2.41)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.41) â (2.35), ïîëó÷èì

J J
x J

k
J

y J

k
J

z J

k
x y z= + +

2

2

2

2

2

2 ,                           (2.42)

èëè

J x J y J z kx y z⋅ + ⋅ + ⋅ =2 2 2 2
.                           (2.43)

Ýòî, êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå íàçûâà-
þò ýëëèïñîèäîì èíåðöèè.

Öåíòð ýëëèïñîèäà èíåðöèè, êàê âèäíî èç åãî óðàâíåíèÿ, íàõîäèòñÿ â
íà÷àëå êîîðäèíàò ñèñòåìû xyz (òî÷êå Î). Ïîñòîÿííàÿ k ìîæåò áûòü âûáðàíà
ïðîèçâîëüíî è îïðåäåëÿåò ìàñøòàá ïîñòðîåíèÿ; èçìåíÿÿ k, ìû áóäåì ïîëó-
÷àòü ïîäîáíûå ýëëèïñîèäû. Ãëàâíûå îñè ýëëèïñîèäà èíåðöèè ÿâëÿþòñÿ ãëàâ-
íûìè îñÿìè èíåðöèè òåëà äëÿ òî÷êè Î.

Ýëëèïñîèä èíåðöèè æåñòêî ñâÿçàí ñ òåëîì, à åãî ïîëîæåíèå îòíîñè-
òåëüíî òåëà çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè Î. Ýëëèïñîèä èíåðöèè, ïîñòðîåííûé
äëÿ öåíòðà ìàññ òåëà, íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì. Åñëè èçâåñòíî ïîëîæåíèå
ýëëèïñîèäà èíåðöèè, èçâåñòíî è ïîëîæåíèå âñåãî òåëà â äàííûé ìîìåíò

âðåìåíè. Ðàññìàòðèâàÿ âðàùàòåëüíîå
äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, â ðÿäå ñëó÷à-
åâ ìîæíî àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò åãî ôîð-
ìû è èìåòü äåëî ñ ýëëèïñîèäîì èíåð-
öèè. Äëÿ êóáà è øàðà, íàïðèìåð, öåí-
òðàëüíûå ýëëèïñîèäû èíåðöèè âûðîæ-
äàþòñÿ â ñôåðó, ïîýòîìó ýòè òåëà ñ
òî÷êè çðåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ìåõàíèêè
îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì
ñïëîøíîé îäíîðîäíûé êóá ñ ðåáðîì a
è ìàññîé m. Ýëëèïñîèä èíåðöèè äëÿ
öåíòðà îäíîé èç ãðàíåé êóáà (òî÷êà
Î) ïîêàçàí íà ðèñ. 2.14. Ïîëóîñè OA,
OB, OÑ ëåæàò íà ãëàâíûõ îñÿõ èíåð-
öèè äëÿ òî÷êè Î, ïðè÷åì ÎÀ = ÎB
ëåæàò â ïëîñêîñòè áîêîâîé ãðàíè, à
OC ≈ 1,6 OA � ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîé
áîêîâîé ãðàíè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ: ýëëèï-
ñîèä èíåðöèè äëÿ öåíòðà êóáà âûðîæ-
äàåòñÿ â ñôåðó ñ ðàäèóñîì, ðàâíûì ÎÑ.

Ïîíÿòèå ýëëèïñîèäà èíåðöèè
ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòîãî ãðàôè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ óñòà-Ðèñ. 2.13

z

R

y

O

x

α

γ

β
k/ J



31Ëåêöèÿ 2

íîâèòü ñâÿçü ìåæäó óã-
ëîâîé ñêîðîñòüþ w è
ìîìåíòîì èìïóëüñà L
îòíîñèòåëüíî òî÷êè Î,
ïðèíàäëåæàùåé îñè
âðàùåíèÿ. Ðå÷ü èäåò î
òàê íàçûâàåìîì ïîñò-
ðîåíèè Ïóàíñî, êîòî-
ðîå ìû ïðèâîäèì áåç
äîêàçàòåëüñòâà: íåîáõî-
äèìî ïîñòðîèòü ýëëèï-
ñîèä èíåðöèè ñ öåíò-
ðîì â òî÷êå Î è â òî÷-
êå åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ
îñüþ âðàùåíèÿ (âåêòî-
ðîì óãëîâîé ñêîðîñòè
w)  ïðîâåñòè ïëîñ-
êîñòü, êàñàòåëüíóþ ê
ýëëèïñîèäó. Ïåðïåíäè-
êóëÿð, îïóùåííûé èç öåíòðà ýëëèïñîèäà èíåðöèè íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü,
è äàñò íàïðàâëåíèå âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà L. Ïðèìåð ïîäîáíîãî ïîñòðî-
åíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.14.

Âû÷èñëåíèå ìîìåíòîâ èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè. Ïðÿìîé ðàñ÷åò ìî-
ìåíòà èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà

J dm= ⋅∫ ρ2
,                                        (2.44)

ãäå ρ  � ðàññòîÿíèå ýëåìåíòàðíîé ìàññû dm äî îñè âðàùåíèÿ. Ïðè ýòîì,
åñòåñòâåííî, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñèììåòðèþ ñèñòåìû.

Âû÷èñëèì, ê ïðèìåðó, ìîìåíò èíåðöèè øàðà (â ñôåðè÷åñêèõ êîîð-

äèíàòàõ r,   ,   θ ϕ , ðèñ. 2.15) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç åãî öåíòð (â äàííîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî îñè Oz):

dm
m

V
dV

m

V
r dr d d= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅2

sin ;θ θ ϕ                   (2.45)

m - ìàññà øàðà, V � åãî îáúåì.

ρ θ= r sin ,                                             (2.46)

ïîýòîìó

dJ dm
m

V
r dr d d= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ρ θ θ ϕ2 4 3

sin ; (2.47)

J
m

V
r dr d d

m

V

R
mR

R

= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫4

0 0

2

3

0

5

2

5
2

4

3

2

5
ϕ θ θ π

π π

sin . (2.48)

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî íàøà Çåìëÿ � øàð ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ìàñ-
ñû, òî ìîìåíò èíåðöèè Çåìëè îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé îñè áóäåò ðàâåí

B

C

L

A

O

Ðèñ. 2.14
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( )J R êã ì êã ìÇåìëè Ç Ç= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ≈ ⋅0 4 0 4 6 4 10 102 6 2 38 2, , , . M 6,0 1024

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàññ÷èòàåì ìîìåíò èíåðöèè ìîëåêóëû CO2 îòíîñèòåëüíî îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç àòîì óãëåðîäà ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèè, âäîëü êîòîðîé ðàñ-
ïîëîæåíû âñå òðè àòîìà (ðèñ. 2.16).

Îñíîâíàÿ ìàññà àòîìîâ ñîñðåäîòî÷åíà
â èõ ÿäðàõ; ðàçìåðû ÿäåð (~10-14 ì) çíà÷èòåëü-
íî ìåíüøå ìåæÿäåðíîãî ðàññòîÿíèÿ (~10-10

ì), ïîýòîìó àòîìû êèñëîðîäà ìîæíî ñ÷è-
òàòü ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè, à ìîìåíòîì
èíåðöèè àòîìà óãëåðîäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ J
NCO

O

A
2

2

2
2

2= ⋅
µ

l , ãäå

µO2
� ìîëÿðíàÿ ìàññà êèñëîðîäà, NA � ÷èñ-

ëî Àâîãàäðî, l  � ìåæÿäåðíîå ðàññòîÿíèå
(ñì. ðèñ. 2.16). Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ

ýòèõ âåëè÷èí, ïîëó÷èì

J
êã

ì êã ìCO2
2

16 10

6 10
11 10 10

3

23

10 2 45 2=
⋅
⋅

⋅ ⋅ ≈ ⋅
−

− −( , ) .

Äëÿ ïëîñêîé ôèãóðû ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî òðåõ âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ îñåé, äâå èç êîòîðûõ ëåæàò â ïëîñêîñòè ôèãóðû, îêàçûâàþòñÿ
ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì. Èç ðèñ. 2.17 ñëåäóåò, ÷òî

( )dJ dm x y dm dJ dJz y x= ⋅ = + = +ρ2 2 2
,                  (2.49)

îòêóäà

J J Jz x y= +  .                                    (2.50)

z

rρ
θ

ϕ
yO

x

O OÑ

l ≈ 1,1 · 10     ì
�10 

Ðèñ. 2.15 Ðèñ. 2.16

z

r

y

dmx

Ðèñ. 2.17
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Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð, ëåãêî âû÷èñëèòü ìîìåíò èíåðöèè
òîíêîãî äèñêà ìàññû m è ðàäèóñà R îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð äèñêà è ëåæàùåé â åãî ïëîñêîñòè (ëþ-

áàÿ òàêàÿ îñü áóäåò ãëàâíîé): J
mR

=
2

4
, ïî-

ñêîëüêó ìîìåíò èíåðöèè äèñêà îòíîñèòåëü-
íî ãëàâíîé öåíòðàëüíîé îñè, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíîé ïëîñêîñòè äèñêà, J
mR

0

2

2
= , à

J J0 2= .

Òåîðåìà Ãþéãåíñà-Øòåéíåðà. Ýòà òå-
îðåìà ñâÿçûâàåò ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñè-
òåëüíî äâóõ ïàðàëëåëüíûõ îñåé, îäíà èç êî-
òîðûõ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ìàññ òåëà.

Îñü 1 íà ðèñ. 2.18 ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð
ìàññ Î, îñü 2 ïàðàëëåëüíà åé; ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó îñÿìè ðàâíî a. Âåêòîðû Ri è ri  ïåðïåíäè-
êóëÿðíû îñÿì 1 è 2. Îíè ïðîâåäåíû îò îñåé â

òó òî÷êó, ãäå ðàñïîëîæåíà ìàññà ∆m i
.

Ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè 2

( )J m m m R m a mi
i

i i
i

i
i

i i
i

i
i

= = − = + −∑ ∑ ∑ ∑ ∑∆ ∆ ∆ ∆ ∆ρ2 2 2 2 2R a a Ri i .  (2.51)

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó îñü 1 ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð
ìàññ, è

J J ma= +0

2
.                                        (2.52)

Åñëè, íàïðèìåð, îñü � êàñàòåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè øàðà, òî ìîæíî,
íå ïðîâîäÿ ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé, çàïèñàòü:

J J mR mR mR mR= + = + =0
2 2 2 22

5
7
5

.              (2.53)

Ìîìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî äâèæóùåãîñÿ öåíòðà ìàññ. Äî ñèõ
ïîð, ðàññìàòðèâàÿ ìîìåíò èìïóëüñà òâåðäîãî òåëà, ìû îïðåäåëÿëè åãî îòíî-
ñèòåëüíî íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå XYZ òî÷êè (íà-
ïðèìåð, òî÷êè çàêðåïëåíèÿ òåëà). Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ äèíàìèêè ýòî îêàçûâà-
åòñÿ íåóäîáíî. Íàïðèìåð, ðåøàÿ çàäà÷ó î äèñêå, ñêàòûâàþùåìñÿ ñ íàêëîí-
íîé ïëîñêîñòè, ëîãè÷íî ðàññìàòðèâàòü ìîìåíò èìïóëüñà äèñêà îòíîñèòåëüíî
åãî öåíòðà ìàññ, à íå îòíîñèòåëüíî òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé íàêëîííîé ïëîñ-
êîñòè.

Ðàññìîòðèì, êàê áóäóò ñâÿçàíû ìîìåíòû èìïóëüñà òåëà, îïðåäåëåí-
íûå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé òî÷êè Î´ è îòíîñèòåëüíî öåíòðà
ìàññ òåëà Î, äâèæóùåãîñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì (ðèñ. 2.19).

Ïóñòü ′r ri   è  i  � ðàäèóñû-âåêòîðû ýëåìåíòàðíîé ìàññû ∆m i
 òåëà îò-

íîñèòåëüíî òî÷åê ′O   è  O , R � ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç ′O   â  O .

1 0(J ) (J)2

∆mi

a

R ii

O

Ðèñ. 2.18
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Ýòè âåêòîðû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì

′ = +r R ri i .                                         (2.54)

Ìîìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî òî÷êè ′O  (ñì. ôîðìóëó (2.1))

( )L r
r

R r
R r

′ = ′
′

= + +














∑ ∑O i

i
i

i

i
i i

i
m

d

dt
m

d
dt

d

dt
× ×∆ ∆ .       (2.55)

Âîñïîëüçóåìñÿ î÷åâèäíûìè ðàâåíñòâàìè

∆m Mi
i

∑ =       (2.56)

(Ì � ìàññà âñåãî òåëà);

∆mi
i

∑ =ri 0       (2.57)

è     ∆m
d
dti

i
∑ =ri 0,    (2.58)

ïîñêîëüêó òî÷êà Î ñîâïàäàåò
ñ öåíòðîì ìàññ òåëà. Ñ ó÷åòîì
(2.56 - 2.58) èç (2.55) ïîëó-
÷èì

L R
R

r
r

R p r v′ = + = +∑ ∑O i
i

i i× × × ×M
d
dt

m
d

dt
m

i
i

i
i∆ ∆ ,    (2.59)

ãäå p
R

= M
d

dt
 � ïîëíûé èìïóëüñ òåëà â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå XYZ, vi �

ñêîðîñòü i-îé ìàññû îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ.
Åñëè ìîìåíò èìïóëüñà òåëà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà ìàññ (îòíîñè-

òåëüíûé ìîìåíò èìïóëüñà) îïðåäåëèòü êàê

L r vO i i= ∑
i

im× ∆ ,                                   (2.60)

òî èç (2.59) ñëåäóåò èñêîìîå ñîîòíîøåíèå

L L R p′ = +O O × .                                   (2.61)
Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà

îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà ìàññ (âåëè÷èíà LO) ñëåäóåò áðàòü îòíîñèòåëüíûå
ñêîðîñòè âñåõ òî÷åê òåëà, òî åñòü ñêîðîñòè òî÷åê òåëà îòíîñèòåëüíî öåíòðà
ìàññ, ñ÷èòàÿ åãî êàê áû íåïîäâèæíûì.

Çàìå÷àíèå. Ñîîòíîøåíèå (2.61) ïîçâîëÿåò òàêæå ñâÿçàòü ìîìåíòû
èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî äâóõ ïàðàëëåëüíûõ îñåé, îäíà èç êîòîðûõ íåïîäâèæ-
íà, à äðóãàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ìàññ äâèæóùåãîñÿ òåëà.

Îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðàì.
1. Ìîìåíò èìïóëüñà öèëèíäðà, ñêàòûâàþùåãîñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñ

íàêëîííîé ïëîñêîñòè, îòíîñèòåëüíî åãî îñè ðàâåí J 0ω  ( J 0
 � ìîìåíò èíåðöèè

öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî åãî îñè, ω  � ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
öèëèíäðà). Ìîìåíò èìïóëüñà òîãî æå öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî ìãíîâåííîé îñè
âðàùåíèÿ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ öèëèíäðà è ïëîñêîñòè, áóäåò ðàâåí

∆mi

r'

r

R

i

i

O' O
Ðèñ. 2.19
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( ) ( )J Rmv J Rm R J mR J0 0 0 0

2ω ω ω ω ω+ = + = + = ,  ãäå J  � ìîìåíò èíåð-

öèè öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ, R  � ðàäèóñ öèëèíäðà.
2. Åñëè øàðó ìàññû m ñîîáùèòü ñêîðîñòü v0, îáåñïå÷èâàþùóþ äâèæå-

íèå ïî êðóãîâîé îðáèòå âîêðóã ãðàâèòàöèîííîãî ñèëîâîãî öåíòðà ′O , òî îí

áóäåò äâèãàòüñÿ ïîñòóïàòåëüíî ( )L O = 0 , à åãî ìîìåíò èìïóëüñà îòíîñè-

òåëüíî ′O  L mv RO ′ = 0  (ðèñ. 2.20à). Åñëè ïðè ýòîì øàð áóäåò âðàùàòüñÿ

âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ w, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.20á,

òî ïîñòîÿííûé îòíîñèòåëüíî òî÷êè ′O  ìîìåíò èìïóëüñà øàðà áóäåò ðàâåí

L L mv R J mv RO O′ = + = +0 0 0ω .

Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ìîìåíò èìïóëüñà ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû
îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííîãî öåíòðà ìàññ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå èõ îðáèòàëüíîãî
ìîìåíòà èìïóëüñà. Îðáèòû âñåõ ïëàíåò ëåæàò ïðèáëèçèòåëüíî â îäíîé ïëîñêîñòè,
òàê ÷òî èõ îðáèòàëüíûå ìîìåíòû èìïóëüñà ñêëàäûâàþòñÿ àðèôìåòè÷åñêè. Èíòå-
ðåñíî, ÷òî âñå äåâÿòü ïëàíåò äâèæóòñÿ âîêðóã Ñîëíöà â îäíîì è òîì æå íàïðàâëå-
íèè, òàê ÷òî ñóììàðíûé ìîìåíò èìïóëüñà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ.

O' O'

O O

O

y

y

v v

R

v'

0 0

0

x

x

Ðèñ. 2.20

à á
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ËÅÊÖÈß ¹3

Äèíàìèêà àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà. Óðàâíåíèå ïîñòóïàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ è óðàâíåíèå ìîìåíòîâ. Âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè.
Öåíòð óäàðà. Äèíàìèêà ïëîñêîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Äâèæåíèå àêñèàëüíî
ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà, çàêðåïëåííîãî â öåíòðå ìàññ. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà. Îáùèé ñëó÷àé. Â îáùåì ñëó÷àå àá-
ñîëþòíî òâåðäîå òåëî èìååò 6 ñòåïåíåé ñâîáîäû, è äëÿ îïèñàíèÿ åãî äâèæå-
íèÿ íåîáõîäèìû 6 íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé èëè 2 íåçàâèñèìûõ
âåêòîðíûõ óðàâíåíèÿ.

Âñïîìíèì, ÷òî òâåðäîå òåëî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê, è, ñëåäîâàòåëüíî, ê íåìó ïðèìåíèìû òå óðàâíåíèÿ äèíàìè-
êè, êîòîðûå ñïðàâåäëèâû äëÿ ñèñòåìû òî÷åê â öåëîì.

Îáðàòèìñÿ ê îïûòàì.
Âîçüìåì ðåçèíîâóþ ïàëêó, óòÿæåëåííóþ íà îäíîì èç êîíöîâ è èìåþ-

ùóþ ëàìïî÷êó òî÷íî â öåíò-
ðå ìàññ (ðèñ. 3.1). Çàææåì ëàì-
ïî÷êó è áðîñèì ïàëêó èç îä-
íîãî êîíöà àóäèòîðèè â äðó-
ãîé, ñîîáùèâ åé ïðîèçâîëü-
íîå âðàùåíèå � òðàåêòîðèåé
ëàìïî÷êè áóäåò ïðè ýòîì ïà-
ðàáîëà � êðèâàÿ, ïî êîòîðîé
ïîëåòåëî áû íåáîëüøîå òåëî,
áðîøåííîå ïîä óãëîì ê ãîðè-
çîíòó.

Ñòåðæåíü, îïèðàþ-
ùèéñÿ îäíèì èç êîíöîâ íà
ãëàäêóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü (ðèñ. 1.16), ïàäàåò òàêèì îáðàçîì, ÷òî åãî
öåíòð ìàññ îñòàåòñÿ íà îäíîé è òîé æå âåðòèêàëè � íåò ñèë, êîòîðûå ñäâè-
íóëè áû öåíòð ìàññ ñòåðæíÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Îïûò, êîòîðûé áûë ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.2à,â, ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì,
÷òî äëÿ èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà òåëà ñóùåñòâåííà íå ïðîñòî ñèëà, à åå
ìîìåíò îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ.

Òåëî, ïîäâåøåííîå â
òî÷êå, íå ñîâïàäàþùåé ñ åãî
öåíòðîì ìàññ (ôèçè÷åñêèé
ìàÿòíèê), íà÷èíàåò êîëåáàòü-
ñÿ (ðèñ. 3.2à) � åñòü ìîìåíò
ñèëû òÿæåñòè îòíîñèòåëüíî
òî÷êè ïîäâåñà, âîçâðàùàþ-
ùèé îòêëîíåííûé ìàÿòíèê â
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Íî òîò
æå ìàÿòíèê, ïîäâåøåííûé â
öåíòðå ìàññ, íàõîäèòñÿ â ïî-
ëîæåíèè áåçðàçëè÷íîãî ðàâ-
íîâåñèÿ (ðèñ. 3.2á).

Ðèñ. 3.1

mg

mg

N Nà

Ðèñ. 3.2

á
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Ðîëü ìîìåíòà ñèëû íàãëÿäíî ïðîÿâëÿåòñÿ â îïûòàõ ñ �ïîñëóøíîé� è
�íåïîñëóøíîé� êàòóøêàìè (ðèñ. 3.3). Ïëîñêîå äâèæåíèå ýòèõ êàòóøåê ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê ÷èñòîå âðàùåíèå âîêðóã ìãíîâåííîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó ñîïðèêîñíîâåíèÿ êàòóøêè ñ ïëîñêîñòüþ. Â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëå-

íèÿ ìîìåíòà ñèëû F îò-
íîñèòåëüíî ìãíîâåííîé
îñè êàòóøêà ëèáî îòêàòû-
âàåòñÿ (ðèñ. 3.3à), ëèáî íà-
êàòûâàåòñÿ íà íèòêó (ðèñ.
3.3á). Äåðæà íèòü äîñòà-
òî÷íî áëèçêî ê ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè, ìîæ-
íî ïðèíóäèòü ê ïîñëóøà-
íèþ ñàìóþ �íåïîñëóø-
íóþ� êàòóøêó.

Âñå ýòè îïûòû
âïîëíå ñîãëàñóþòñÿ ñ èçâåñòíûìè çàêîíàìè äèíàìèêè, ñôîðìóëèðîâàííû-
ìè äëÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê: çàêîíîì äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ è çàêî-
íîì èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì ìîìåíòà âíåøíèõ
ñèë. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå äâóõ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òâåðäîãî
òåëà ìîæíî èñïîëüçîâàòü:

1. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ

m
d

dt

v
F0 = ∑ .                                     (3.1)

Çäåñü v0  � ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ òåëà, F∑  � ñóììà âñåõ âíåøíèõ ñèë,

ïðèëîæåííûõ ê òåëó.
2. Óðàâíåíèå ìîìåíòîâ

d
dt
L

M= ∑ .                                        (3.2)

Çäåñü L � ìîìåíò èìïóëüñà òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè,

M∑  � ñóììàðíûé ìîìåíò âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî òîé æå ñàìîé òî÷êè.

Ê óðàâíåíèÿì (3.1) è (3.2), ÿâëÿþùèìñÿ óðàâíåíèÿìè äèíàìèêè òâåð-
äîãî òåëà, íåîáõîäèìî äàòü ñëåäóþùèå êîììåíòàðèè:

1. Âíóòðåííèå ñèëû, êàê è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê, íåâëèÿþò íà äâèæåíèå öåíòðà ìàññ è íå ìîãóò èçìåíèòü ìîìåíò
èìïóëüñà òåëà.

2. Òî÷êó ïðèëîæåíèÿ âíåøíåé ñèëû ìîæíî ïðîèçâîëüíî ïåðåìåùàòü
âäîëü ëèíèè, ïî êîòîðîé äåéñòâóåò ñèëà. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ìîäåëè
àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëà ëîêàëüíûå äåôîðìàöèè, âîçíèêàþùèå â îáëàñòè
ïðèëîæåíèÿ ñèëû, â ðàñ÷åò íå ïðèíèìàþòñÿ. Óêàçàííûé ïåðåíîñ íå ïîâëèÿ-
åò è íà ìîìåíò ñèëû îòíîñèòåëüíî êàêîé áû òî íè áûëî òî÷êè, òàê êàê ïëå÷î
ñèëû ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ.

3. Âåêòîðû L è M â óðàâíåíèè (3.2), êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþòñÿ
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå XYZ òî÷êè.
Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ L è M óäîáíî ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíî äâèæóùåãîñÿ
öåíòðà ìàññ òåëà. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ìîìåíòîâ èìååò âèä, ôîðìàëüíî

F F

à á

Ðèñ. 3.3
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ñîâïàäàþùèé ñ (3.2). Â ñàìîì äåëå, ìîìåíò èìïóëüñà òåëà L0� îòíîñèòåëüíî
äâèæóùåãîñÿ öåíòðà ìàññ Î ñâÿçàí ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà L0´ îòíîñèòåëüíî

íåïîäâèæíîé òî÷êè ′O  ñîîòíîøåíèåì, ïîëó÷åííûì â êîíöå ëåêöèè ¹2:

L L R0 0= −′ × p ,                                  (3.3)

ãäå R � ðàäèóñ-âåêòîð îò ′O  ê Î, p � ïîëíûé èìïóëüñ òåëà. Àíàëîãè÷íîå
ñîîòíîøåíèå ëåãêî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è äëÿ ìîìåíòîâ ñèëû:

M M R F0 0= −′ × ,                                 (3.4)
ãäå F � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñóììà âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òâåðäîå òåëî.
Ïîñêîëüêó òî÷êà ′O  íåïîäâèæíà, òî ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå ìîìåíòîâ (3.2):

d
dt
L

M′
′=0

0 .                                     (3.5)

Òîãäà

             
d
dt

d
dt

d
dt

d
dt

L L
R

R0 0= −




 − =′ × ×

p
p

  = −





−′d
dt
L

R F0
0× ×v p .            (3.6)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî 
d
dt
p

F= .

Âåëè÷èíà v0 = d
dt
R

 åñòü ñêîðîñòü òî÷êè Î â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå XYZ.

Ó÷èòûâàÿ (3.4), ïîëó÷èì

d
dt
L

M0
0 0= − v p× .                                         (3.7)

Ïîñêîëüêó äâèæóùàÿñÿ òî÷êà O � ýòî öåíòð ìàññ òåëà, òî p v= m 0  (m �

ìàññà òåëà), v p0 × = 0  è 
d
dt
L

M0
0= , òî åñòü óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñè-

òåëüíî äâèæóùåãîñÿ öåíòðà ìàññ èìååò òàêîé æå âèä, ÷òî è îòíîñèòåëüíî
íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ñóùåñòâåííî îòìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, êàê áûëî
ïîêàçàíî â êîíöå ëåêöèè ¹2, ñêîðîñòè âñåõ òî÷åê òåëà ïðè îïðåäåëåíèè   L0�
ñëåäóåò áðàòü îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ òåëà.

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ìîæíî
ðàçëîæèòü íà ïîñòóïàòåëüíîå (âìåñòå ñ ñèñòåìîé x0y0z0, íà÷àëî êîòîðîé íà-
õîäèòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå � ïîëþñå, æåñòêî ñâÿçàííîì ñ òåëîì) è âðàùà-
òåëüíîå (âîêðóã ìãíîâåííîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïîëþñ). Ñ òî÷êè çðåíèÿ
êèíåìàòèêè âûáîð ïîëþñà îñîáîãî çíà÷åíèÿ íå èìååò, ñ òî÷êè æå çðåíèÿ
äèíàìèêè ïîëþñ, êàê òåïåðü ïîíÿòíî, óäîáíî ïîìåñòèòü â öåíòð ìàññ. Èìåí-
íî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ìîìåíòîâ (3.2) ìîæåò áûòü çàïèñàíî îòíîñèòåëü-
íî öåíòðà ìàññ (èëè îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ) â òîì æå âèäå, êàê
è îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîãî íà÷àëà (èëè íåïîäâèæíîé îñè).

4. Åñëè F∑  íå çàâèñèò îò óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà, à M∑  � îò ñêîðî-

ñòè öåíòðà ìàññ, òî óðàâíåíèÿ (3.1) è (3.2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñè-
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ìî äðóã îò äðóãà. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3.1) ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòî çàäà÷å èç
ìåõàíèêè òî÷êè, à óðàâíåíèå (3.2) � çàäà÷å î âðàùåíèè òâåðäîãî òåëà âîêðóã
íåïîäâèæíîé òî÷êè èëè íåïîäâèæíîé îñè. Ïðèìåð ñèòóàöèè, êîãäà óðàâíå-
íèÿ (3.1) è (3.2) íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìî � äâèæåíèå âðàùàþùåãî-
ñÿ òâåðäîãî òåëà â âÿçêîé ñðåäå.

Äàëåå â ýòîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè äëÿ òðåõ
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà: âðàùåíèÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè,
ïëîñêîãî äâèæåíèÿ è, íàêîíåö, äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà, èìåþùåãî îñü ñèì-
ìåòðèè è çàêðåïëåííîãî â öåíòðå ìàññ.

I. Âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè.
Â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

dL

dt
= M .

Çäåñü L  � ýòî ìîìåíò èìïóëüñà îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, òî åñòü ïðîåê-

öèÿ íà îñü ìîìåíòà èìïóëüñà, îïðåäåëåííîãî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷-

êè, ïðèíàäëåæàùåé îñè (ñì. ëåêöèþ ¹2). M � ýòî ìîìåíò âíåøíèõ ñèë

îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, òî åñòü ïðîåêöèÿ íà îñü ðåçóëüòèðóþùåãî ìî-
ìåíòà âíåøíèõ ñèë, îïðåäåëåííîãî îò-
íîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè, ïðèíàä-
ëåæàùåé îñè, ïðè÷åì âûáîð ýòîé òî÷-

êè íà îñè, êàê è â ñëó÷àå ñ L , çíà÷å-

íèÿ íå èìååò. Äåéñòâèòåëüíî (ðèñ. 3.4),

M F= =rF cosα ρ , ãäå F � ñîñòàâëÿ-

þùàÿ ñèëû, ïðèëîæåííîé ê òâåðäîìó
òåëó, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñè âðàùåíèÿ,
ρ  � ïëå÷î ñèëû F îòíîñèòåëüíî îñè.

Ïîñêîëüêó L J= ω  ( J = ∫ ρ2dm

� ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî

îñè âðàùåíèÿ), òî âìåñòî 
dL

dt
= M

ìîæíî çàïèñàòü

( )d
dt

J Mω =                                                   (3.8)

èëè

J M
d
dt
ω

= ,                                                   (3.9)

ïîñêîëüêó â ñëó÷àå òâåðäîãî òåëà J = const .
Óðàâíåíèå (3.9) è åñòü îñíîâíîå óðàâíåíèå äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâè-

æåíèÿ òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè. Åãî âåêòîðíàÿ ôîðìà èìååò âèä:

J
d
dt
w

= M                                                 (3.10)

M

O

r

F

M

Ðèñ. 3.4



41Ëåêöèÿ 3

Âåêòîð w  âñåãäà íàïðàâëåí âäîëü îñè âðàùåíèÿ, à M  � ýòî ñîñòàâ-

ëÿþùàÿ âåêòîðà ìîìåíòà ñèëû âäîëü îñè.

Â ñëó÷àå M = 0  ïîëó÷àåì

w = const , ñîîòâåòñòâåííî è ìîìåíò èì-

ïóëüñà îòíîñèòåëüíî îñè L  ñîõðàíÿåòñÿ.

Ïðè ýòîì ñàì âåêòîð L, îïðåäåëåííûé
îòíîñèòåëüíî êàêîé-ëèáî òî÷êè íà îñè
âðàùåíèÿ, ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Ïðèìåð òàêî-
ãî äâèæåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 3.5.

Ñòåðæåíü ÀÂ, øàðíèðíî çàêðåï-
ëåííûé â òî÷êå À, âðàùàåòñÿ ïî èíåðöèè
âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè òàêèì îáðàçîì,
÷òî óãîë α  ìåæäó îñüþ è ñòåðæíåì îñòà-
åòñÿ ïîñòîÿííûì. Âåêòîð ìîìåíòà èìïóëü-
ñà L îòíîñèòåëüíî òî÷êè À äâèæåòñÿ ïî
êîíè÷åñêèé ïîâåðõíîñòè ñ óãëîì ïîëóðà-

ñòâîðà β
π

α= −
2

, îäíàêî ïðîåêöèÿ L íà

âåðòèêàëüíóþ îñü îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé,
ïîñêîëüêó ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè îòíîñè-
òåëüíî ýòîé îñè ðàâåí íóëþ.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âðàùàþùåãîñÿ òåëà è ðàáîòà âíåøíèõ ñèë (îñü
âðàùåíèÿ íåïîäâèæíà).

Ñêîðîñòü i -é ÷àñòèöû òåëà

v i i= ωρ ,                                               (3.11)

ãäå ρ i  � ðàññòîÿíèå ÷àñòèöû äî îñè âðàùåíèÿ. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

T m v m Ji
i

i i
i

i= = =∑ ∑1
2

1
2

1
2

2 2 2 2ρ ω ω ,                       (3.12)

òàê êàê óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ äëÿ âñåõ òî÷åê îäèíàêîâà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì èçìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû

ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà âñåõ âíåøíèõ ñèë ðàâíà ïðèðàùåíèþ êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè òåëà:

δ ω ω ω ω ϕA d J J d M d= 





= ⋅ = ⋅ ⋅1
2

2 dt = M .                   (3.13)

Ðàáîòà âíåøíèõ ñèë ïðè ïîâîðîòå òåëà íà êîíå÷íûé óãîë ϕ0  ðàâíà

A d= ⋅∫M
0

0ϕ

ϕ .                                            (3.14)

Äîïóñòèì, ÷òî äèñê òî÷èëà âðàùàåòñÿ ïî èíåðöèè ñ óãëîâîé ñêîðîñ-

òüþ ω 0 , è ìû îñòàíàâëèâàåì åãî, ïðèæèìàÿ êàêîé-ëèáî ïðåäìåò ê êðàþ
äèñêà ñ ïîñòîÿííûì óñèëèåì. Ïðè ýòîì íà äèñê áóäåò äåéñòâîâàòü ïîñòîÿí-

L

mg
B

A

Ðèñ. 3.5
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íàÿ ïî âåëè÷èíå ñèëà Fòð , íàïðàâëåííàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî åãî îñè. Ðàáîòà

ýòîé ñèëû

A F Rò òð ð= − ⋅ ϕ ,

ãäå R� ðàäèóñ äèñêà, ϕ  � óãîë åãî ïîâîðîòà. ×èñëî îáîðîòîâ, êîòîðîå ñäåëà-
åò äèñê äî ïîëíîé îñòàíîâêè,

n
J

F Rò

= =
⋅ ⋅

ϕ
π

ω
π2 4

0
2

ð
,

ãäå J � ìîìåíò èíåðöèè äèñêà òî÷èëà âìåñòå ñ ÿêîðåì ýëåêòðîìîòîðà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ñèëû òàêîâû, ÷òî M = 0 , òî ðàáîòó îíè íå ïðîèç-

âîäÿò.

Ñâîáîäíûå îñè. Óñòîé÷èâîñòü ñâîáîäíîãî âðàùåíèÿ. Ïðè âðàùåíèè òåëà
âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè ýòà îñü óäåðæèâàåòñÿ â íåèçìåííîì ïîëîæåíèè ïîä-
øèïíèêàìè. Ïðè âðàùåíèè íåñáàëàíñèðîâàííûõ ÷àñòåé ìåõàíèçìîâ îñè
(âàëû) èñïûòûâàþò îïðåäåëåííóþ äèíàìè÷åñêóþ íàãðóçêó, âîçíèêàþò âèá-
ðàöèè, òðÿñêà, è ìåõàíèçìû ìîãóò ðàçðóøèòüñÿ.

Åñëè òâåðäîå òåëî ðàñêðóòèòü âîêðóã ïðîèçâîëüíîé îñè, æåñòêî ñâÿ-
çàííîé ñ òåëîì, è âûñâîáîäèòü îñü èç ïîäøèïíèêîâ, òî åå íàïðàâëåíèå â
ïðîñòðàíñòâå, âîîáùå ãîâîðÿ, áóäåò ìåíÿòüñÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâîëüíàÿ
îñü âðàùåíèÿ òåëà ñîõðàíÿëà ñâîå íàïðàâëåíèå íåèçìåííûì, ê íåé íåîáõî-
äèìî ïðèëîæèòü îïðåäåëåííûå ñèëû. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì ñèòóàöèè ïîêà-
çàíû íà ðèñ. 3.6.

Â êà÷åñòâå âðàùàþùåãîñÿ òåëà çäåñü èñïîëüçîâàí ìàññèâíûé îäíîðîä-
íûé ñòåðæåíü ÀÂ, ïðèêðåïëåííûé ê äîñòàòî÷íî ýëàñòè÷íîé îñè (èçîáðàæå-
íà äâîéíûìè øòðèõîâûìè ëèíèÿìè). Ýëàñòè÷íîñòü îñè ïîçâîëÿåò âèçóàëèçè-
ðîâàòü èñïûòûâàåìûå åþ äèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ îñü âðàùå-
íèÿ âåðòèêàëüíà, æåñòêî ñâÿçàíà ñî ñòåðæíåì è óêðåïëåíà â ïîäøèïíèêàõ;
ñòåðæåíü ðàñêðó÷åí âîêðóã ýòîé îñè è ïðåäîñòàâëåí ñàì ñåáå.

Â ñëó÷àå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 3.6à, îñü âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äëÿ òî÷êè

Â ñòåðæíÿ ãëàâíîé, íî íå öåíòðàëüíîé, L | | ω . Îñü èçãèáàåòñÿ, ñî ñòîðîíû

îñè íà ñòåðæåíü äåéñòâóåò ñèëà Fóïð , îáåñïå÷èâàþùàÿ åãî âðàùåíèå (â ÍÈÑÎ,

A A
A

dL

L

B B

B

1

1

2

1

2

1

2 2

Ô'

Ô'

F

F

FF'

F'

F'

Ô' Ô'

O O
O

óïð

óïð

óïð
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ñâÿçàííîé ñî ñòåðæíåì, ýòà ñèëà óðàâíîâåøèâàåò öåíòðîáåæíóþ ñèëó èíåð-

öèè). Ñî ñòîðîíû ñòåðæíÿ íà îñü äåéñòâóåò ñèëà ′F , óðàâíîâåøåííàÿ ñèëàìè
′Ô  ñî ñòîðîíû ïîäøèïíèêîâ.

Â ñëó÷àå ðèñ. 3.6á îñü âðàùåíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ìàññ ñòåðæíÿ è
ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî öåíòðàëüíîé, íî íå ãëàâíîé. Âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà
îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ Î íå ñîõðàíÿåòñÿ è îïèñûâàåò êîíè÷åñêóþ ïîâåð-
õíîñòü. Îñü ñëîæíûì îáðàçîì äåôîðìèðóåòñÿ (èçëàìûâàåòñÿ), ñî ñòîðîíû îñè
íà ñòåðæåíü äåéñòâóþò ñèëû Fóïð1 è Fóïð2, ìîìåíò êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåò ïðè-
ðàùåíèå dL. (Â ÍÈÑÎ, ñâÿçàííîé ñî ñòåðæíåì, ìîìåíò óïðóãèõ ñèë êîìïåí-
ñèðóåò ìîìåíò öåíòðîáåæíûõ ñèë èíåðöèè, äåéñòâóþùèõ íà îäíó è äðóãóþ

ïîëîâèíû ñòåðæíÿ). Ñî ñòîðîíû ñòåðæíÿ íà îñü äåéñòâóþò ñèëû ′F1  è ′F2 ,

íàïðàâëåííûå ïðîòèâîïîëîæíî ñèëàì Fóïð1 è Fóïð2. Ìîìåíò ñèë ′F1  è ′F2  óðàâ-

íîâåøåí ìîìåíòîì ñèë ′Ô1  è ′Ô2 , âîçíèêàþùèõ â ïîäøèïíèêàõ.
È òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îñü âðàùåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ãëàâíîé öåí-

òðàëüíîé îñüþ èíåðöèè òåëà (ðèñ. 3.6â), ðàñêðó÷åííûé è ïðåäîñòàâëåííûé
ñàì ñåáå ñòåðæåíü íå îêàçûâàåò íà ïîäøèïíèêè íèêàêîãî âîçäåéñòâèÿ â ãî-
ðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè. Òàêèå îñè íàçûâàþò ñâîáîäíûìè îñÿìè, ïîòîìó
÷òî, åñëè óáðàòü ïîäøèïíèêè, îíè áóäóò ñîõðàíÿòü ñâîå íàïðàâëåíèå â ïðî-
ñòðàíñòâå íåèçìåííûì.

Èíîå äåëî, áóäåò ëè ýòî âðàùåíèå óñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì
âîçìóùåíèÿì, âñåãäà èìåþùèì ìåñòî â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ. Îïûòû ïîêàçûâàþò,
÷òî âðàùåíèå âîêðóã ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõ îñåé ñ íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì
ìîìåíòàìè èíåðöèè ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, à âðàùåíèå âîêðóã îñè ñ ïðîìåæó-
òî÷íûì çíà÷åíèåì ìîìåíòà èíåðöèè � íåóñòîé÷èâûì. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ,
ïîäáðàñûâàÿ ââåðõ òåëî â âèäå ïàðàëëåëåïèïåäà, ðàñêðó÷åííîå âîêðóã îäíîé èç

òðåõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõ îñåé (ðèñ. 3.7). Îñü AA ′
ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåìó, îñü BB′  � ñðåäíåìó, à îñü CC ′  � íàèìåíüøåìó
ìîìåíòó èíåðöèè ïàðàëëåëåïèïåäà. Åñëè ïîäáðîñèòü òàêîå òåëî, ñîîáùèâ åìó

áûñòðîå âðàùåíèå âîêðóã îñè AA ′  èëè âîêðóã îñè CC ′ , ìîæíî óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî ýòî âðàùåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óñòîé÷èâûì. Ïîïûòêè çàñòàâèòü òåëî
âðàùàòüñÿ âîêðóã îñè

BB′  ê óñïåõó íå ïðèâî-
äÿò � òåëî äâèæåòñÿ
ñëîæíûì îáðàçîì, êó-
âûðêàÿñü â ïîëåòå.

Â òåëàõ âðàùåíèÿ
óñòîé÷èâîé îêàçûâàåòñÿ
ñâîáîäíàÿ îñü, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ íàèáîëüøåìó
ìîìåíòó èíåðöèè. Òàê,
åñëè ñïëîøíîé îäíî-
ðîäíûé äèñê ïîäâåñèòü
ê áûñòðîâðàùàþùåìóñÿ
âàëó ýëåêòðîìîòîðà (ðèñ. 3.8, îñü âðàùåíèÿ âåðòèêàëüíà), òî äèñê äîâîëüíî
áûñòðî çàéìåò ãîðèçîíòàëüíîå ïîëîæåíèå, óñòîé÷èâî âðàùàÿñü âîêðóã öåíò-
ðàëüíîé îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè äèñêà.

A

CC'

A'

B

B'

Ðèñ. 3.7
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Öåíòð óäàðà. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî
åñëè òåëî, çàêðåïëåííîå íà îñè âðàùåíèÿ,
èñïûòûâàåò óäàð, òî äåéñòâèå óäàðà â îáùåì
ñëó÷àå ïåðåäàåòñÿ è íà îñü. Ïðè ýòîì âåëè÷è-
íà è íàïðàâëåíèå ñèëû, ïðèëîæåííîé ê îñè,
çàâèñÿò îò òîãî, â êàêóþ òî÷êó òåëà íàíåñåí
óäàð.

Ðàññìîòðèì ñïëîøíîé îäíîðîäíûé
ñòåðæåíü ÀÂ, ïîäâåøåííûé â òî÷êå À íà ãî-
ðèçîíòàëüíîé, çàêðåïëåííîé â ïîäøèïíèêàõ

îñè OO ′  (ðèñ. 3.9). Åñëè óäàð (êîðîòêîäåé-
ñòâóþùàÿ ñèëà F ) íàíåñåí áëèçêî ê îñè âðà-
ùåíèÿ, òî îñü ïðîãèáàåòñÿ â íàïðàâëåíèè
äåéñòâèÿ ñèëû F (ðèñ. 3.9à). Åñëè óäàð íàíå-
ñåí ïî íèæíåìó êîíöó ñòåðæíÿ, âáëèçè òî÷-
êè Â, òî îñü ïðîãèáàåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæ-

íîì íàïðàâëåíèè (ðèñ. 3.9á). Íàêîíåö, åñëè óäàð íàíåñåí â ñòðîãî îïðåäåëåí-
íóþ òî÷êó ñòåðæíÿ, íàçûâàåìóþ öåíòðîì óäàðà (ðèñ. 3.9â, òî÷êà Ñ), òî îñü íå
èñïûòûâàåò íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ íàãðóçîê, ñâÿçàííûõ ñ óäàðîì. Î÷åâèä-
íî, â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, ïðèîáðåòàåìîãî òî÷-
êîé À âìåñòå ñ öåíòðîì ìàññ O, áóäåò êîìïåíñèðîâàòüñÿ ëèíåéíîé ñêîðîñ-
òüþ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ âîêðóã öåíòðà ìàññ Î (îáà ýòè äâèæåíèÿ èíè-
öèèðóþòñÿ ñèëîé F è ïðîèñõîäÿò îäíîâðåìåííî).

Âû÷èñëèì, íà êàêîì ðàññòîÿíèè l  îò òî÷êè ïîäâåñà ñòåðæíÿ íàõîäèò-

ñÿ öåíòð óäàðà. Óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ OO ′  äàåò

J
d
dt

⋅ = ⋅
ω

F l.                                                  (3.15)

Ñèë ðåàêöèè ñî ñòîðîíû îñè, êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ïðè óäàðå íå âîçíèêàåò,
ïîýòîìó íà îñíîâàíèè òåîðåìû î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ ìîæíî çàïèñàòü

m
dv
dt

F⋅ =0 ,                                             (3.16)

A
A A

B B B

C

O' O' O'

O O O

O O O

F

F

F

Ðèñ. 3.8

Ðèñ. 3.9

                  à                                   á                                â



45Ëåêöèÿ 3

ãäå m � ìàññà òåëà, v 0  � ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ. Åñëè à � ðàññòîÿíèå îò îñè äî
öåíòðà ìàññ òåëà, òî

v0 = ω a ,                                              (3.17)
è â ðåçóëüòàòå èç óðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ
íàõîäèì

l =
J

ma
.                                                (3.18)

Ïðè ýòîì òî÷êà C (öåíòð óäàðà) ñîâïàäàåò ñ òàê íàçûâàåìûì öåíòðîì êà÷à-
íèÿ äàííîãî ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà � òî÷êîé, ãäå íàäî ñîñðåäîòî÷èòü âñþ
ìàññó òâåðäîãî òåëà, ÷òîáû ïîëó÷åííûé ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê èìåë òà-
êîé æå ïåðèîä êîëåáàíèé, êàê è äàííûé ôèçè÷åñêèé.

Â ñëó÷àå ñïëîøíîãî îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ äëèíîé L èìååì:

a
L

=
2

,  J
mL=

2

3
, è l =

2
3

L .

Çàìå÷àíèå. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ l  (3.18) ñïðàâåäëèâî è äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî òâåðäîãî òåëà. Ïðè ýòîì íàäî òîëüêî èìåòü â âèäó, ÷òî òî÷êà
ïîäâåñà òåëà À è öåíòð ìàññ Î äîëæíû ëåæàòü íà îäíîé âåðòèêàëè, à îñü
âðàùåíèÿ äîëæíà ñîâïàäàòü ñ îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè òåëà, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç òî÷êó À.

Ïðèìåð 1. Ïðè óäàðàõ ïàëêîé äëèíîé L ïî ïðåïÿòñòâèþ ðóêà �íå ÷óâ-
ñòâóåò� óäàðà (íå èñïûòûâàåò îòäà÷è) â òîì ñëó÷àå, åñëè óäàð ïðèõîäèòñÿ â

òî÷êó, ðàñïîëîæåííóþ íà ðàññòîÿíèè L L L L− = − =l
2
3

1
3

 îò ñâîáîäíîãî

êîíöà ïàëêè.
Ïðèìåð 2. Ïðè ãîðèçîíòàëüíîì óäàðå êèåì ïî áèëüÿðäíîìó øàðó

(ðèñ. 3.10) øàð íà÷èíàåò êà÷åíèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ â òîì ñëó÷àå, åcëè
óäàð íàíåñåí â òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ íà âûñîòå

h
J

ma

mR

mR
R= = =

7
5 7

5

2

îò ïîâåðõíîñòè áèëüÿðäà, òî åñòü

íà h R R− =
2
5

 âûøå öåíòðà øàðà.

Åñëè óäàð áóäåò íàíåñåí íèæå,
êà÷åíèå áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿ
ñêîëüæåíèåì â íàïðàâëåíèè äâè-
æåíèè øàðà. Åñëè óäàð íàíåñåí
âûøå, òî øàð â òî÷êå êàñàíèÿ ñ
áèëüÿðäíûì ñòîëîì áóäåò ïðî-
ñêàëüçûâàòü íàçàä.

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû
ôîðìàëüíî íå îòíîñÿòñÿ ê âðàùåíèþ òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè,
îäíàêî âñå ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ î öåíòðå óäàðà, î÷åâèäíî, îñòà-
þòñÿ â ñèëå è â ýòèõ ñëó÷àÿõ.

O

2/5 R

Ðèñ. 3.10
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II. Ïëîñêîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ïëîñêîì äâèæåíèè âñå òî÷êè òåëà äâèæóòñÿ â ïëîñ-

êîñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé ïëîñêîñòè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü äâèæåíèå îäíîãî èç ñå÷åíèé òåëà, íàïðèìåð, òîãî, â êîòîðîì ëå-
æèò öåíòð ìàññ. Ïðè ðàçëîæåíèè ïëîñêîãî äâèæåíèÿ íà ïîñòóïàòåëüíîå è âðà-
ùàòåëüíîå ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî � îíà
çàâèñèò îò âûáîðà îñè âðàùåíèÿ, îäíàêî óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ îäíîé è òîé æå (ñì. ëåêöèþ ¹1).

Åñëè â êà÷åñòâå îñè âðàùåíèÿ âûáðàòü îñü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç öåíòð
ìàññ, òî óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà áóäóò:

1. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ

m
d

dt

v
F0

0= .                                                          (3.19)

2. Óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
ìàññ

J
d
dt0
w

= M0 .                                                         (3.20)

Îñîáåííîñòüþ ïëîñêîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îñü âðàùåíèÿ ñî-
õðàíÿåò ñâîþ îðèåíòàöèþ â ïðîñòðàíñòâå è îñòàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñ-
êîñòè, â êîòîðîé äâèæåòñÿ öåíòð ìàññ. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî óðàâíåíèå
ìîìåíòîâ (3.20) çàïèñàíî îòíîñèòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå, óñêîðåííî äâèæó-
ùåãîñÿ öåíòðà ìàññ, îäíàêî, êàê áûëî îòìå÷åíî â íà÷àëå ëåêöèè, îíî èìååò
òàêîé æå âèä, êàê è óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñêàòûâàíèè öèëèíäðà ñ íà-
êëîííîé ïëîñêîñòè. Ïðèâåäåì äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñ èñïîëüçî-
âàíèåì óðàâíåíèé äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âðàùåíèå öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ (ðèñ. 3.11).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.19 - 3.20) èìååò âèä:
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dt
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Ê ýòîé ñèñòåìå íåîáõîäèìî äîáàâèòü óðàâíåíèå êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè

d

dt
d
dt

v
R0 = ×

w
.                    (3.23)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç
óñëîâèÿ, ÷òî öèëèíäð ñêàòûâàåòñÿ áåç ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ, òî åñòü ñêîðîñòü òî÷êè Ì öè-
ëèíäðà ðàâíà íóëþ.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ
(3.21) çàïèøåì äëÿ ïðîåêöèé óñêîðåíèÿ è
ñèë íà îñü x âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè, à
óðàâíåíèå ìîìåíòîâ (3.22) � äëÿ ïðîåêöèé
óãëîâîãî óñêîðåíèÿ è ìîìåíòà ñèëû òðåíèÿ

O

N

x

y

M

amg

R
Fòð

Ðèñ. 3.11
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íà îñü y, ñîâïàäàþùóþ ñ îñüþ öèëèíäðà. Íàïðàâëåíèÿ îñåé x è ó âûáðàíû
ñîãëàñîâàííî, â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîëîæèòåëüíîìó ëèíåéíîìó óñêîðåíèþ îñè
öèëèíäðà ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå æå óãëîâîå óñêîðåíèå âðàùåíèÿ âîê-
ðóã ýòîé îñè. Â èòîãå ïîëó÷èì:

ma mg F

J
dt

F R

a
d
dt

R

ò

ò

= −

= ⋅

= ⋅















sin ;

;

.

ð

ð

α

ω

ω

0
d

                                                 

( . )

( . )

( . )

3 24

3 25

3 26

Îòñþäà

a
g

J

mR

=
+

sin
.

α

1 0
2

                                              (3.27)

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî Fòð  � ñèëà òðåíèÿ ñöåïëåíèÿ � ìîæåò ïðè-

íèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå â èíòåðâàëå îò Î äî ( )Fò ìàêñð  (ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæå-

íèÿ) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ðàáîòó ýòà ñèëà íå ñîâåðøàåò, íî
îáåñïå÷èâàåò óñêîðåííîå âðàùåíèå öèëèíäðà ïðè åãî ñêàòûâàíèè ñ íàêëîí-
íîé ïëîñêîñòè. Â äàííîì ñëó÷àå

F
J

R

g
J

mR

òð
sin

.= ⋅
+

0
2

0
21

α

                                    (3.28)

Åñëè öèëèíäð ñïëîøíîé, òî

J mR0
21

2
= ;        a g=

2
3

sin ;α      F mgòð sin .=
1
3

α       (3.29)

Êà÷åíèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

F kNòð ≤ ,                                                 (3.30)

ãäå k � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, N mg= cos α  � ñèëà ðåàêöèè îïî-
ðû. Ýòî óñëîâèå ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

1
3

mg kmgsin cosα α≤ ,                                 (3.31)

èëè

tg kα ≤ 3 .                                                (3.32)
Âòîðîé ñïîñîá. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âðàùåíèå öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî íå-

ïîäâèæíîé îñè, ñîâïàäàþùåé â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè ñ ìãíîâåííîé îñüþ
âðàùåíèÿ (ðèñ. 3.12).

Ìãíîâåííàÿ îñü âðàùåíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ñîïðèêîñíîâåíèÿ
öèëèíäðà è ïëîñêîñòè (òî÷êó Ì). Ïðè òàêîì ïîäõîäå îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü
â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ. Óðàâíåíèå ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ìãíî-
âåííîé îñè èìååò âèä:
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( )J
d
dt

m⋅ =
w

R × g .              (3.33)

Çäåñü

J J mR= +0
2.                 (3.34)

Â ïðîåêöèè íà îñü âðàùåíèÿ (îñü y)

( )J
d
dt

Rmg Rmg⋅ = ⋅ − =
ω

α αsin sin1800 .

(3.35)
Óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ âûðàæàåò-

ñÿ ÷åðåç óãëîâîå óñêîðåíèå

a
d
dt

R
g

J

mR

= =
+

ω αsin

1 0
2

.                                           (3.36)

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðè ïëîñêîì äâèæåíèè. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
òâåðäîãî òåëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé îòäåëüíûõ
÷àñòèö:

( )T
m v

mi i

i i
i= = +∑ ∑

2
2

2
1
2

v u0 i ,                           (3.37)

ãäå v0  � ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ òåëà, ui  � ñêîðîñòü i-é ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì ìàññ è ñîâåðøàþùåé ïîñòóïàòåëü-
íîå äâèæåíèå âìåñòå ñ íèì. Âîçâîäÿ ñóììó ñêîðîñòåé â êâàäðàò, ïîëó÷èì:

T
v

m m m u
mv J

i
i

i
i

i
i

i= + + = +∑ ∑ ∑0
2

2 0
2

0
2

2
1
2 2 2

v u0 i
ω

,       (3.38)

òàê êàê mi
i

∑ =ui 0  (ñóììàðíûé èìïóëüñ ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ðà-

âåí íóëþ).
Òàêèì îáðàçîì, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðè ïëîñêîì äâèæåíèè ðàâíà

ñóììå êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèé
(òåîðåìà Ê¸íèãà). Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïëîñêîå äâèæåíèå êàê âðàùåíèå âîê-
ðóã ìãíîâåííîé îñè, òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà åñòü ýíåðãèÿ âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ.

Â ýòîé ñâÿçè çàäà÷ó î ñêàòûâàíèè öèëèíäðà ñ íàêëîííîé ïëîñêîñòè
ìîæíî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè (íàïîì-
íèì, ÷òî ñèëà òðåíèÿ ïðè êà÷åíèè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ðàáîòó íå ñîâåðøàåò).

Ïðèðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè öèëèíäðà ðàâíî óáûëè åãî ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè:

J
mgh mgx

ω α
2

2
= = sin .                                           (3.39)

Çäåñü x � ñìåùåíèå öèëèíäðà âäîëü íàêëîííîé ïëîñêîñòè, J J mR= +0
2  �

ìîìåíò èíåðöèè öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî ìãíîâåííîé îñè âðàùåíèÿ.

O

N

xy

M

amg

R

Fòð

Ðèñ. 3.12
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Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü îñè öèëèíäðà v
dx
dt

R= = ω , òî

J v

R
mgx

2

2

2
⋅ = sin α .                                               (3.40)

Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

J

R
v

dv
dt

mg
dx
dt2

2
2

⋅ = ⋅ ⋅ sin α ,                          (3.41)

îòêóäà äëÿ ëèíåéíîãî óñêîðåíèÿ a
dv
dt

=  îñè öèëèíäðà áóäåì èìåòü òî æå

âûðàæåíèå, ÷òî è ïðè ÷èñòî äèíàìè÷åñêîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ (ñì. (3.27, 3.36)).
Çàìå÷àíèå. Åñëè öèëèíäð êàòèòñÿ ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì, òî èçìåíåíèå

åãî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òàêæå è ðàáîòîé ñèë òðåíèÿ.
III. Äâèæåíèå àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà, çàêðåïëåííîãî

â öåíòðå ìàññ.
Òàêîå äâèæåíèå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî óñò-

ðîéñòâà, íàçûâàåìîãî êàðäàíîâûì ïîäâåñîì (ðèñ. 3.13). Ïîëîæåíèå òåëà â

ïîäâåñå äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òîáû îñè AA ′ , BB′  è CC ′  ïåðåñåêàëèñü â
öåíòðå ìàññ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ëþáûõ âîçìîæíûõ äâèæåíèÿõ òåëà åãî öåíòð

ìàññ îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì. Ïðè ýòîì îñü AA ′  (â äàííîì ñëó÷àå � îñü ñèì-
ìåòðèè òåëà) ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíóþ îðèåíòàöèþ â ïðîñòðàíñòâå.

Çàäà÷åé î äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà, çàêðåïëåííîãî â òî÷êå, çàíè-
ìàëèñü ìíîãèå ó÷åíûå: Ë.Ýéëåð,
áîëüøàÿ ÷àñòü æèçíè êîòîðîãî
áûëà ñâÿçàíà ñ Ïåòåðáóðãñêîé
Àêàäåìèåé Íàóê, âûäàþùèåñÿ
ðóññêèå ó÷åíûå Í.Å.Æóêîâñêèé,
Ñ.Â.Êîâàëåâñêàÿ, Ñ.À.×àïëû-
ãèí, ôðàíöóçñêèå ó÷åíûå Æ.Ëàã-
ðàíæ, Ñ.Ïóàññîí, Ë.Ïóàíñî. Îêà-
çàëîñü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýòà
çàäà÷à àíàëèòè÷åñêè íåðàçðåøè-
ìà. Äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äâè-
æåíèÿ òâåðäîãî òåëà òîëüêî ïîä
äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè òî÷íîå
ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ëèøü â îñî-
áûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Îäèí èç ýòèõ
ñëó÷àåâ, êîãäà îäíîðîäíîå òåëî
âðàùåíèÿ çàêðåïëåíî â öåíòðå
ìàññ, ìû ðàññìîòðèì â ýòîé ëåê-
öèè, äðóãîé, èìåþùèé îòíîøåíèå
ê äâèæåíèþ ãèðîñêîïà, � â ëåê-
öèè ¹4.

Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Ðàñ-
ñìîòðèì îäíîðîäíîå àêñèàëüíî
ñèììåòðè÷íîå òåëî âðàùåíèÿ,
çàêðåïëåííîå â öåíòðå ìàññ Î

C'

B'

A'

A

B

C

Ðèñ. 3.13
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(ðèñ. 3.14). Öåíòðàëüíûé ýëëèïñîèä èíåðöèè òàêîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîè-
äîì âðàùåíèÿ ñ îñüþ ñèììåòðèè Oz.

Ñèñòåìà êîîðäèíàò x0y0z0 íà ðèñ. 3.14 � ëàáîðàòîðíàÿ, ñèñòåìà xyz
æåñòêî ñâÿçàíà ñ òåëîì, ïðè÷åì îñè Ox, Oy è Oz � ãëàâíûå öåíòðàëüíûå îñè

èíåðöèè òåëà. Ïîñêîëüêó ýòî òåëî
âðàùåíèÿ, òî ãëàâíûå îñåâûå ìî-

ìåíòû èíåðöèè Jx  è Jy  ðàâíû

ìåæäó ñîáîé: J Jx y= .

Ñóììàðíûé ìîìåíò ñèë òÿ-
æåñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè çàêðåï-
ëåíèÿ (öåíòðà ìàññ) ðàâåí íóëþ,
èíûõ ñèë, êðîìå ñèë òÿæåñòè, íåò,
ïîýòîìó óðàâíåíèå ìîìåíòîâ (3.2)
èìååò âèä

d
dt
L = 0 ,              (3.42)

îòêóäà

L = const ,           (3.43)
òî åñòü ìîìåíò èìïóëüñà ðàñêðó÷åí-
íîãî è ïðåäîñòàâëåííîãî ñàìîìó
ñåáå òåëà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì ïî
âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè èññëåäóå-

ìîå òåëî � øàð, òî J J Jz x y= = , è

öåíòðàëüíûé ýëëèïñîèä èíåðöèè òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ñôåðó. Ýòî îçíà÷àåò.
÷òî ëþáàÿ öåíòðàëüíàÿ îñü âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé îñüþ èíåðöèè øàðà,
òî åñòü èìååò ìåñòî ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå L = Jw, ãäå J � ìîìåíò èíåðöèè
îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé îñè, è ïðè L = const ïîëó÷àåì w = const. Îñü
âðàùåíèÿ ñîâïàäàåò ïî íàïðàâëåíèþ ñ L è ñîõðàíÿåò ñâîþ îðèåíòàöèþ â
ïðîñòðàíñòâå.

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî Jz  îòëè÷íî îò Jx  è Jy , êàê, íàïðèìåð, íà ðèñ. 3.14.

Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñòîå âðàùåíèå èìååò ìåñòî òîëüêî òîãäà, êîãäà îñü âðàùåíèÿ
ëèáî ñîâïàäàåò ñ îñüþ ñèììåòðèè òåëà, ëèáî ïåðïåíäèêóëÿðíà ê íåé.

Îáùèé ñëó÷àé áîëåå ñëîæåí; îáû÷íî åãî ðàññìàòðèâàþò ñ ïîìîùüþ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà. Äåëî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè â
óðàâíåíèè (3.42) âåêòîð L ñïðîåêòèðîâàòü íà îñè ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû x0y0z0,
òî ñêàëÿðíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäóò âåñüìà ñëîæ-
íûìè, ïîñêîëüêó ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíûõ îñåé áóäóò
ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Ïîýòîìó ãîðàçäî óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü L â ïðîåêöèÿõ
íà îñè ñèñòåìû xyz, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òâåðäûì òåëîì.

Ïóñòü i, j, k � îðòû ñèñòåìû xyz, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òâåðäûì òåëîì
(ðèñ. 3.14). Òîãäà (3.42) ïðèíèìàåò âèä

( )d

dt
L L Lx y zi j k+ + = 0 ,                                                 (3.44)

ãäå íå òîëüêî ïðîåêöèè Lx, Ly, Lz, íî è åäèíè÷íûå îðòû i, j, k ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Ïîýòîìó èç (3.44) ñëåäóåò

x

x

y

y

O

zz 0

0

0

k

j

i

Ðèñ. 3.14
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∂
∂

∂
∂

∂
∂

L
t

L

t
L
t

L
d
dt

L
d
dt

L
d
dt

x y z
x y zi j k

i j k+ + + + + = 0 .               (3.45)

Çäåñü èñïîëüçîâàí ñèìâîë 
∂
∂t , ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ èç-

ìåíåíèÿ âî âðåìåíè ïðîåêöèé Lx, Ly è Lz îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû
xyz � ñèñòåìû, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîâîðà÷èâàåòñÿ âìåñòå ñ òåëîì ñ
ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ w .

×òî êàñàåòñÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè îò åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ i, j, k ,
òî èõ èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè îáóñëîâëåíû òîëüêî âðàùåíèåì ñèñòåìû xyz ñ
óãëîâîé ñêîðîñòüþ w , ïîýòîìó

d
dt
i

i= w × ;       
d
dt
j

j= w × ;    
d
dt
k

k= w ×                (3.46)

(ñì. ðèñ. 3.15). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (3.45), ïîëó÷èì:

∂
∂
L

L
t

+ =w × 0 .                (3.47)

Ïðåîáðàçîâàíèå

d
dt t
L L

L= +∂
∂

w ×               (3.48)

íàõîäèòñÿ â ïîëíîé àíàëîãèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ñêî-
ðîñòè ïðè ïåðåõîäå îò íåïîäâèæíîé ê âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ñóùåñòâåííî, ÷òî íàáëþäàòåëü,
íàõîäÿùèéñÿ â ñèñòåìå xyz, ôèêñèðóåò òîëüêî îòíî-

ñèòåëüíîå èçìåíåíèå L (÷ëåí 
∂
∂
L
t ). Äëÿ íàáëþäàòåëÿ

â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå ê îòíîñèòåëüíîìó èçìåíå-
íèþ L äîáàâëÿåòñÿ åãî �ïåðåíîñíîå� èçìåíåíèå, ñâÿ-
çàííîå ñ âðàùåíèåì ñèñòåìû xyz ñ ìãíîâåííîé óã-
ëîâîé ñêîðîñòüþ w .

Ïðîåöèðóÿ âåêòîðû L è w  íà îñè ñèñòåìû
xyz, æåñòêî ñâÿçàííîé ñ òâåðäûì òåëîì, ïîëó÷èì:

∂
∂

ω ω
L

t
L Lx

y z z y+ − = 0 ;                                     (3.49)

∂
∂

ω ω
L

t
L Ly

z x x z+ − = 0 ;                                       (3.50)

∂
∂

ω ωL
t

L Lz
x y y x+ − = 0 .                                       (3.51)

Ïîñêîëüêó îñè Ox, Oy è Oz � ãëàâíûå îñè èíåðöèè äëÿ òî÷êè çàêðåïëåíèÿ,

òî L J J Jx x x y y y z z z= = =ω ω ω, ,   L    L , è èç (3.49-3.51) áóäåì èìåòü ñëåäóþ-

ùèå óðàâíåíèÿ:

1

1·sinα

x

α

dϕ
di

dt

dt

dt

|d | = 1·sin · di α ϕ;
|d |

 = 1·sin · d
i α ϕ;

d
= ½ i 

i

di
i

Ðèñ. 3.15
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( )J
t

J Jx
x

y z z y
∂ω
∂

ω ω+ − = 0 ;                                   (3.52)

( )J
t

J Jy
y

z x x z

∂ω
∂

ω ω+ − = 0 ;                                   (3.53)

( )J
t

J Jz
z

x y y x
∂ω
∂

ω ω+ − = 0 ,                                   (3.54)

ãäå Jx, Jy, Jz � ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè òåëà. Îáû÷íî ýòè óðàâíåíèÿ íàçû-
âàþò óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà ïðè îòñóòñòâèè ìîìåíòîâ âíåøíèõ ñèë.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå (ðèñ. 3.14) Jx = Jy, è èç (3.52-3.54) ïîëó÷àåì:

∂ω
∂

ω ωx
yt

+ =0 0 ;                                               (3.55)

∂ω
∂

ω ωy
xt

− =0 0 ;                                               (3.56)

∂ω
∂

z

t
= 0 ,                                                               (3.57)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

ω ω0 = ⋅
−

z
z y

x

J J

J .                                                      (3.58)

Èç (3.57) ñëåäóåò, ÷òî ωz const= , òî åñòü ïðîåêöèÿ âåêòîðà w íà îñü

ñèììåòðèè òåëà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. ßñíî, ÷òî ω 0  � òàêæå ïîñòîÿííàÿ âå-
ëè÷èíà. Åå ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, åñëè çàïèñàòü ðåøåíèå
óðàâíåíèé (3.55, 3.56):

( ) ( )ω ω ω ϕ ω ω ω ϕx yt t= + = +⊥ ⊥cos ; sin ,0 0                          (3.59)

ãäå ω ω ω⊥ = +x y
2 2  � ïðîåêöèÿ âåêòîðà w íà ïëîñêîñòü xy.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð w ñîñòàâëÿåò ñ îñüþ ñèììåòðèè òåëà óãîë

θ
ω
ω

= ⊥arctg
z

 è âðàùàåòñÿ âîêðóã ýòîé îñè, êàê ñëåäóåò èç (3.59), ñ ïîñòîÿí-

íîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω 0 . Íà÷àëüíàÿ ôàçà ϕ  ýòîãî âðàùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Ïîñìîòðèì, êàê áóäåò âûãëÿäåòü äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà â ëàáîðà-

òîðíîé ñèñòåìå x0y0z0. Ïîñêîëüêó íàì èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ωx , ωy  è ω z  , òî

çàêîí äâèæåíèÿ òåëà (çàâèñèìîñòü óãëîâ Ýéëåðà îò âðåìåíè) â ïðèíöèïå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà (1.30 - 1.32). Îäíà-
êî ýòî ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì â îáùåì ñëó÷àå äîâîëüíî ñëîæíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ êà÷åñòâåííûì ðàññìîòðåíèåì
äâèæåíèÿ òåëà. Â ñèëó òîãî, ÷òî
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 L i j k= + +J J Jx x y y z zω ω ω                                (3.60)

(i, j, k � îðòû ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè òåëà), à Jx = Jy, ìîæíî çàïèñàòü

( )L k i j k k= + + + −J J J Jz z x x y x z x zω ω ω ω ω                 (3.61)

Çäåñü äîáàâëåí è âû÷òåí ÷ëåí Jx zω k , ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü (3.61) â
âèäå

( )L k= − +J J Jz x z xω w                                     (3.62)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî k (îñü ôèãóðû), L è w ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Èç (3.62)
ñëåäóåò, ÷òî

w = Ω − ω 0k ,             (3.63)
ãäå

Ω = L

J x
                    (3.64)

åñòü ñîñòàâëÿþùàÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ïî
íàïðàâëåíèþ L. Ïëîñêîñòü, â êîòîðîé
ëåæàò îñü ôèãóðû, w è L, ïîâîðà÷èâà-
åòñÿ (ïðåöåññèðóåò) âîêðóã íàïðàâëå-
íèÿ L ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω , íàçû-
âàåìîé ñêîðîñòüþ ïðåöåññèè (ðèñ. 3.16).
Ñàìî äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé
ïðåöåññèåé ñâîáîäíîãî ñèììåòðè÷íî-
ãî âîë÷êà.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå âåðå-
òåíîîáðàçíîãî òåëà, èçîáðàæåííîãî

íà ðèñ. 3.16, Jz < Jx , ïîýòîìó ω0 0<

(ñì. (3.58)), è âåêòîð −ω 0k  íàïðàâëåí
â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è k.

Çàìå÷àíèå 1. Çàêðåïëåíèå àê-
ñèàëüíî ñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà
â öåíòðå ìàññ ìîæåò áûòü âûïîëíåíî
íå òîëüêî ñ ïîìîùüþ êàðäàíîâà ïîä-
âåñà, íî, íàïðèìåð, òàê, êàê ïîêàçà-
íî íà ðèñ. 3.17. Ìàññèâíîå òåëî, ñå÷å-
íèå êîòîðîãî ïëîñêîñòüþ ðèñóíêà çàø-
òðèõîâàíî, øàðíèðíî çàêðåïëåíî â
òî÷êå Î, ñîâïàäàþùåé ñ öåíòðîì ìàññ
òåëà.

Çàìå÷àíèå 2. Èñïîëüçóÿ ïîñò-
ðîåíèå Ïóàíñî (ñì. ëåêöèþ ¹2), ðå-
ãóëÿðíîé ïðåöåññèè ñâîáîäíîãî ñèì-
ìåòðè÷íîãî âîë÷êà ìîæíî äàòü íàãëÿä-
íóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ
(ðèñ. 3.18).

Ìîìåíò èìïóëüñà L  òåëà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîãî öåíòðà ìàññ Î
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð, ïîñòîÿííûé ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ. Ýëëèï-

− ω

k

O

k
0

L

Ðèñ. 3.16

O

mg

Ðèñ. 3.17
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ñîèä èíåðöèè òåëà ñ öåíòðîì â òî÷êå Î, ñå÷åíèå
êîòîðîãî èçîáðàæåíî íà ðèñ. 3.18, ÿâëÿåòñÿ ýë-
ëèïñîèäîì âðàùåíèÿ. Êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñîèäó

ïëîñêîñòü BB′  ïðîâåäåíà ÷åðåç ïîëþñ Ð ïåðåñå-
÷åíèÿ ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè w ñ ýëëèï-
ñîèäîì; ýòà ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà ê âåêòî-
ðó L è â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ñîõðàíÿåò
ñâîå ïîëîæåíèå íåèçìåííûì. Ïðè ðåãóëÿðíîé ïðå-
öåññèè âîë÷êà ýëëèïñîèä èíåðöèè òåëà êàòèòñÿ

ïî ïëîñêîñòè BB′  áåç ñêîëüæåíèÿ, òàê ÷òî ãåî-
ìåòðè÷åñêèì ìåñòîì ïîëþñîâ Ð ÿâëÿåòñÿ îêðóæ-

íîñòü ðàäèóñà R , ïðèíàäëåæàùàÿ ïëîñêîñòè BB′ .
Çàìå÷àíèå 3. Âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû îò-

ìåòèì ñëåäóþùåå. Îïèñàííîå âûøå äâèæåíèå ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì óãëà
ïðåöåññèè ψ  (ñì. ðèñ. 1.3), ïîýòîìó îíî è áûëî íàçâàíî ðåãóëÿðíîé ïðåöåñ-
ñèåé (êèíåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå). Îäíàêî ñóùåñòâóþò îïðåäåëåíèÿ
ïðåöåñcèè êàê äâèæåíèÿ îñè ñèììåòðèè òåëà ïîä äåéñòâèåì ìîìåíòà âíå-
øíèõ ñèë (äèíàìè÷åñêîå îïðåäåëåíèå, ñì. ëåêöèþ ¹4). Îïèñàííîå æå âûøå
äâèæåíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ íàçûâàþò íóòàöèåé.

O

B'B

P

R

L

Ðèñ. 3.18
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ËÅÊÖÈß ¹4.

Ãèðîñêîïû. Ñâîáîäíûé ãèðîñêîï. Ïðåöåññèÿ ãèðîñêîïà ïîä äåéñòâèåì âíå-
øíèõ ñèë. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè. Íóòàöèè. Ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû, èõ ïðè-
ðîäà è ïðîÿâëåíèÿ.

Âîë÷êè. Óñòîé÷èâîñòü âðàùåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà.

Ãèðîñêîï � ýòî ìàññèâíîå àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîå òåëî, âðàùàþ-
ùååñÿ ñ áîëüøîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ âîêðóã ñâîåé îñè ñèììåòðèè.

Ñâîáîäíûé ãèðîñêîï. Â ýòîì ñëó÷àå ìîìåíòû âñåõ âíåøíèõ ñèë, âêëþ-
÷àÿ è ñèëó òÿæåñòè, îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ãèðîñêîïà ðàâíû íóëþ. Ýòî
ìîæíî ðåàëèçîâàòü, íàïðèìåð, ïîìåñòèâ ãèðîñêîï â êàðäàíîâ ïîäâåñ, îïè-
ñàííûé â ëåêöèè ¹3 è èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 3.13.
Ïðè ýòîì

M = 0;                    
d

dt

L
= 0,                                                      (4.1)

è ìîìåíò èìïóëüñà ñîõðàíÿåòñÿ:
L = const.                                                              (4.2)

Ãèðîñêîï âåäåò ñåáÿ òàê æå, êàê è ñâîáîäíîå òåëî âðàùåíèÿ (ñì. ëåêöèþ ¹3).
Â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé âîçìîæíû äâà âàðèàíòà ïîâåäåíèÿ ãè-
ðîñêîïà:

1. Åñëè ãèðîñêîï ðàñêðó÷åí âîêðóã îñè ñèììåòðèè, òî íàïðàâëåíèÿ
ìîìåíòà èìïóëüñà è óãëîâîé ñêîðîñòè ñîâïàäàþò:

L = Jw = const,                                                      (4.3)
è íàïðàâëåíèå îñè ñèììåòðèè ãèðîñêîïà îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Â ýòîì ìîæ-
íî óáåäèòüñÿ, ïîâîðà÷èâàÿ ïîäñòàâêó, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåí êàðäàíîâ
ïîäâåñ � ïðè ïðîèçâîëü-
íûõ ïîâîðîòàõ ïîäñòàâêè
îñü ãèðîñêîïà ñîõðàíÿåò
íåèçìåííîå íàïðàâëåíèå
â ïðîñòðàíñòâå. Ïî ýòîé æå
ïðè÷èíå âîë÷îê, �çàïó-
ùåííûé� íà ëèñòå êàðòî-
íà è ïîäáðîøåííûé ââåðõ
(ðèñ. 4.1), ñîõðàíÿåò íà-
ïðàâëåíèå ñâîåé îñè âî
âðåìÿ ïîëåòà, è, ïàäàÿ
îñòðèåì íà êàðòîí, ïðî-
äîëæàåò óñòîé÷èâî âðà-
ùàòüñÿ, ïîêà íå èçðàñõî-
äóåòñÿ çàïàñ åãî êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè.

Ñâîáîäíûé ãèðîñ-
êîï, ðàñêðó÷åííûé âîêðóã
îñè ñèììåòðèè, îáëàäàåò
âåñüìà çíà÷èòåëüíîé óñòîé÷èâîñòüþ. Èç îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ìîìåíòîâ ñëå-
äóåò, ÷òî èçìåíåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà

Ðèñ. 4.1
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∆
∆

L M= ⋅∫
0

t

dt .                                                         (4.4)

Åñëè èíòåðâàë âðåìåíè ∆t  ìàë, òî è ∆L  ìàëî, òî åñòü ïðè êðàòêîâðåìåííûõ
âîçäåéñòâèÿõ äàæå î÷åíü áîëüøèõ ñèë äâèæåíèå ãèðîñêîïà èçìåíÿåòñÿ íå-
çíà÷èòåëüíî. Ãèðîñêîï êàê áû ñîïðîòèâëÿåòñÿ ïîïûòêàì èçìåíèòü åãî ìî-
ìåíò èìïóëüñà è êàæåòñÿ «çàòâåðäåâøèì».

Âîçüìåì ãèðîñêîï êîíóñîîáðàçíîé
ôîðìû, îïèðàþùèéñÿ íà ñòåðæåíü ïîäñòàâ-
êè â ñâîåì öåíòðå ìàññ Î (ðèñ. 4.2). Åñëè òåëî
ãèðîñêîïà íå âðàùàåòñÿ, òî îíî íàõîäèòñÿ â
ñîñòîÿíèè áåçðàçëè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ, è ìà-
ëåéøèé òîë÷îê ñäâèãàåò åãî ñ ìåñòà. Åñëè æå
ýòî òåëî ïðèâåñòè â áûñòðîå âðàùåíèå âîê-
ðóã ñâîåé îñè, òî äàæå ñèëüíûå óäàðû äåðå-
âÿííûì ìîëîòêîì íå ñìîãóò ñêîëüêî-íèáóäü
çíà÷èòåëüíî èçìåíèòü íàïðàâëåíèå îñè ãè-
ðîñêîïà â ïðîñòðàíñòâå. Óñòîé÷èâîñòü ñâî-
áîäíîãî ãèðîñêîïà èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷-
íûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ, íàïðèìåð, â
àâòîïèëîòå.

2. Åñëè ñâîáîäíûé ãèðîñêîï ðàñêðó-
÷åí òàê, ÷òî âåêòîð ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêî-
ðîñòè è îñü ñèììåòðèè ãèðîñêîïà íå ñîâïà-
äàþò (êàê ïðàâèëî, ýòî íåñîâïàäåíèå ïðè
áûñòðîì âðàùåíèè áûâàåò íåçíà÷èòåëüíûì),
òî íàáëþäàåòñÿ äâèæåíèå, îïèñàííîå â ëåê-

öèè ¹3 êàê �ñâîáîäíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïðåöåññèÿ�. Ïðèìåíèòåëüíî æå ê ãèðîñêî-
ïó åãî íàçûâàþò íóòàöèåé. Ïðè ýòîì îñü ñèììåòðèè ãèðîñêîïà, âåêòîðû L è  w
ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã íàïðàâëåíèÿ L = const ñ

óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé 
L

J x

, ãäå Jx � ìîìåíò èíåðöèè ãèðîñêîïà îòíîñè-

òåëüíî ãëàâíîé öåíòðàëüíîé îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ñèììåòðèè. Ýòà óã-
ëîâàÿ ñêîðîñòü (íàçîâåì åå ñêîðîñòüþ íóòàöèè) ïðè áûñòðîì ñîáñòâåííîì
âðàùåíèè ãèðîñêîïà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, è íóòàöèÿ âîñïðèíè-
ìàåòñÿ ãëàçîì êàê ìåëêîå äðîæàíèå îñè ñèììåòðèè ãèðîñêîïà.

Íóòàöèîííîå äâèæåíèå ëåãêî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ãèðîñêî-
ïà, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 4.2 � îíî âîçíèêàåò ïðè óäàðàõ ìîëîòêîì ïî ñòåðæíþ
âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã ñâîåé îñè ãèðîñêîïà. Ïðè ýòîì ÷åì ñèëüíåå ðàñêðó÷åí
ãèðîñêîï, òåì áîëüøå åãî ìîìåíò èìïóëüñà L � òåì áîëüøå ñêîðîñòü íóòàöèè è
òåì �ìåëü÷å� äðîæàíèÿ îñè ôèãóðû. Ýòîò îïûò äåìîíñòðèðóåò åùå îäíó õàðàê-
òåðíóþ îñîáåííîñòü íóòàöèè � ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îíà ïîñòåïåííî óìåíüøàåò-
ñÿ è èñ÷åçàåò. Ýòî � ñëåäñòâèå íåèçáåæíîãî òðåíèÿ â îïîðå ãèðîñêîïà.

Íàøà Çåìëÿ � ñâîåãî ðîäà ãèðîñêîï, è åé òîæå ñâîéñòâåííî íóòàöè-
îííîå äâèæåíèå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî Çåìëÿ íåñêîëüêî ïðèïëþñíóòà ñ

ïîëþñîâ, â ñèëó ÷åãî ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè ( )J z  è

O

Ðèñ. 4.2
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îòíîñèòåëüíî îñè, ëåæàùåé â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè ( )J x ,  J y  ðàçëè÷à-

þòñÿ. Ïðè ýòîì J Jx y= , à 
J J

J

z x

x

−
≈ 1

300
. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ Çåì-

ëåé, îñü âðàùåíèÿ äâèæåòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà âîêðóã îñè ñèììåòðèè

Çåìëè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω 0 , ðàññ÷èòûâàåìîé ïî ôîðìóëå (3.58), òî åñòü
îíà äîëæíà ñîâåðøàòü îäèí îáîðîò ïðèìåðíî çà 300 äíåé. Íà ñàìîì äåëå â
ñèëó, êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, íåàáñîëþòíîé æåñòêîñòè Çåìëè, ýòî âðåìÿ îêàçû-
âàåòñÿ áîëüøå � îíî ñîñòàâëÿåò îêîëî 440 ñóòîê. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå òî÷êè
çåìíîé ïîâåðõíîñòè, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò îñü âðàùåíèè, îò òî÷êè, ÷åðåç
êîòîðóþ ïðîõîäèò îñü ñèììåòðèè (Ñåâåðíûé ïîëþñ), ðàâíî âñåãî íåñêîëü-
êèì ìåòðàì. Íóòàöèîííîå äâèæåíèå Çåìëè íå çàòóõàåò � ïî-âèäèìîìó, åãî
ïîääåðæèâàþò ñåçîííûå èçìåíåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå íà ïîâåðõíîñòè íàøåé
ïëàíåòû.

Ïðåöåññèÿ ãèðîñêîïà ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë. Ýëåìåíòàðíàÿ òåî-
ðèÿ. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà ê îñè ãèðîñêîïà ïðèëîæåíà ñèëà,
ëèíèÿ äåéñòâèÿ êîòîðîé íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó çàêðåïëåíèÿ. Îïûòû ïîêà-
çûâàþò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãèðîñêîï âåäåò ñåáÿ âåñüìà íåîáû÷íûì îáðàçîì.

Åñëè ê îñè øàðíèðíî çàêðåïëåííîãî â òî÷êå Î ãèðîñêîïà (ðèñ. 4.3)
ïðèêðåïèòü ïðóæèíó è òÿíóòü çà íåå ââåðõ ñ ñèëîé F , òî îñü ãèðîñêîïà áóäåò
ïåðåìåùàòüñÿ íå â íàïðàâëåíèè ñèëû, à ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåé, âáîê. Ýòî
äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ ïðåöåññèåé ãèðîñêîïà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû.

Îïûòíûì ïóòåì ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè
çàâèñèò íå òîëüêî îò âåëè÷èíû ñèëû F (ðèñ. 4.3), íî è îò òîãî, ê êàêîé òî÷êå
îñè ãèðîñêîïà ýòà
ñèëà ïðèëîæåíà: ñ
óâåëè÷åíèåì F è åå
ïëå÷à l  îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè çàê-
ðåïëåíèÿ Î ñêî-
ðîñòü ïðåöåññèè
óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè
ýòîì îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ÷åì ñèëüíåå
ðàñêðó÷åí ãèðîñ-
êîï, òåì ìåíüøå
óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ïðåöåññèè ïðè
äàííûõ F è l .

Â êà÷åñòâå
ñèëû F, âûçûâàþ-
ùåé ïðåöåññèþ,
ìîæåò âûñòóïàòü
ñèëà òÿæåñòè,
åñëè òî÷êà çàêðåï-
ëåíèÿ ãèðîñêîïà

O
L

F

l

Ðèñ. 4.3
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íå ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ. Òàê,
åñëè ñòåðæåíü ñ áûñòðî âðàùàþ-
ùèìñÿ äèñêîì ïîäâåñèòü íà íèòêå
(ðèñ. 4.4), òî îí íå îïóñêàåòñÿ âíèç,
êàê ýòî ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëî-
æèòü, à ñîâåðøàåò ïðåöåññèîííîå
äâèæåíèå âîêðóã íèòêè. Íàáëþäå-
íèå ïðåöåññèè ãèðîñêîïà ïîä äåé-
ñòâèåì ñèëû òÿæåñòè â íåêîòîðîì
ñìûñëå äàæå óäîáíåå � ëèíèÿ äåé-
ñòâèÿ ñèëû �àâòîìàòè÷åñêè� ñìå-
ùàåòñÿ âìåñòå ñ îñüþ ãèðîñêîïà,
ñîõðàíÿÿ ñâîþ îðèåíòàöèþ â ïðî-
ñòðàíñòâå.

Ìîæíî ïðèâåñòè è äðóãèå
ïðèìåðû ïðåöåññèè � íàïðèìåð,

äâèæåíèå îñè õîðîøî èçâåñòíîé äåòñêîé èãðóøêè � þëû ñ çàîñòðåííûì
êîíöîì (ðèñ. 4.5). Þëà, ðàñêðó÷åííàÿ âîêðóã ñâîåé îñè è ïîñòàâëåííàÿ íà
ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü ñëåãêà íàêëîííî, íà÷èíàåò ïðåöåññèðîâàòü âîê-

ðóã âåðòèêàëüíîé îñè ïîä äåéñòâè-
åì ñèëû òÿæåñòè (ðèñ. 4.5).

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î
äâèæåíèè ãèðîñêîïà â ïîëå âíå-
øíèõ ñèë äîâîëüíî ñëîæíî. Îäíà-
êî, âûðàæåíèå äëÿ óãëîâîé ñêîðî-
ñòè ïðåöåññèè ìîæíî ëåãêî ïîëó-
÷èòü â ðàìêàõ òàê íàçûâàåìîé ýëå-
ìåíòàðíîé òåîðèè ãèðîñêîïà. Â ýòîé
òåîðèè äåëàåòñÿ äîïóùåíèå, ÷òî
ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðà-
ùåíèÿ ãèðîñêîïà è åãî ìîìåíò èì-
ïóëüñà íàïðàâëåíû âäîëü îñè ñèì-
ìåòðèè ãèðîñêîïà. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óãëîâàÿ
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ãèðîñêîïà âîê-
ðóã ñâîåé îñè çíà÷èòåëüíî áîëüøå
óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè:

ω >> Ω ,                                                             (4.5)
òàê ÷òî âêëàäîì â L, îáóñëîâëåííûì ïðåöåññèîííûì äâèæåíèåì ãèðîñêîïà,
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ìîìåíò èìïóëüñà ãèðîñêîïà, î÷å-
âèäíî, ðàâåí

L = Jzw,                                                            (4.6)

ãäå J z  � ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè.
Èòàê, ðàññìîòðèì òÿæåëûé ñèììåòðè÷íûé ãèðîñêîï, ó êîòîðîãî íå-

ïîäâèæíàÿ òî÷êà S (òî÷êà îïîðû î ïîäñòàâêó) íå ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ
Î (ðèñ. 4.6).

Ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè S

M = mgl sin θ ,                                                      (4.7)

mg

L

O

mg

Ðèñ. 4.4

Ðèñ. 4.5
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ãäå θ  � óãîë ìåæäó âåðòèêàëüþ è
îñüþ ñèììåòðèè ãèðîñêîïà. Âåêòîð
M íàïðàâëåí ïî íîðìàëè ê ïëîñêî-
ñòè, â êîòîðîé ëåæàò îñü ñèììåòðèè
ãèðîñêîïà è âåðòèêàëü, ïðîâåäåííàÿ
÷åðåç òî÷êó S (ðèñ. 4.6). Ñèëà ðåàê-
öèè îïîðû ïðîõîäèò ÷åðåç S, è åå
ìîìåíò îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè
ðàâåí íóëþ.

Èçìåíåíèå ìîìåíòà èìïóëü-
ñà L îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

d dtL M= ⋅ .            (4.8)
Ïðè ýòîì è L, è îñü âîë÷êà ïðåöåñ-
ñèðóþò âîêðóã âåðòèêàëüíîãî íà-
ïðàâëåíèÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ W.
Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì: äåëàåòñÿ äî-
ïóùåíèå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå
(4.5) è ÷òî L ïîñòîÿííî íàïðàâëåí
âäîëü îñè ñèììåòðèè ãèðîñêîïà. Èç
ðèñ. 4.6 ñëåäóåò, ÷òî

dL L dt= ⋅ ⋅ ⋅sin θ Ω .                                              (4.9)
Â âåêòîðíîì âèäå

dL = W ½ L · dt.                                                (4.10)
Ñðàâíèâàÿ (4.8) è (4.10), ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìåæäó ìîìåíòîì ñèëû
M, ìîìåíòîì èìïóëüñà L è óãëîâîé ñêîðîñòüþ ïðåöåññèè W:

M = W ½ L.                                                    (4.11)
Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå ïðåöåññèè ïðè

çàäàííîì íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ âîë÷êà âîêðóã ñâîåé îñè.
Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî M îïðåäåëÿåò óãëîâóþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè, à

íå óãëîâîå óñêîðåíèå, ïîýòîìó ìãíîâåííîå «âûêëþ÷åíèå» M ïðèâîäèò ê
ìãíîâåííîìó æå èñ÷åçíîâåíèþ ïðåöåññèè, òî åñòü ïðåöåññèîííîå äâèæåíèå
ÿâëÿåòñÿ áåçûíåðöèîííûì.

Ñèëà, âûçûâàþùàÿ ïðåöåññèîííîå äâèæåíèå, ìîæåò èìåòü ëþáóþ ïðè-
ðîäó. Äëÿ ïîääåðæàíèÿ ýòîãî äâèæåíèÿ âàæíî, ÷òîáû âåêòîð ìîìåíòà ñèëû M
ïîâîðà÷èâàëñÿ âìåñòå ñ îñüþ ãèðîñêîïà. Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, â ñëó÷àå ñèëû
òÿæåñòè ýòî äîñòèãàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ïðè ýòîì èç (4.11) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â
íàøåì ïðèáëèæåíèè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (4.6), ìîæíî ïîëó÷èòü:

mg Jzl ⋅ =sin sin .θ ω θΩ                                       (4.12)
Îòñþäà äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ïðåöåññèè ïîëó÷àåì

Ω =
mg
Jz

l

ω .                                                   (4.13)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî Ω íå çàâèñèò îò óãëà θ  íàêëîíà îñè ãèðîñêîïà è îá-
ðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ω , ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ îïûòíûìè äàííûìè.

Ïðåöåññèÿ ãèðîñêîïà ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë. Îòõîä îò ýëåìåíòàð-
íîé òåîðèè. Íóòàöèè. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåöåññèîííîå äâèæåíèå ãèðîñ-
êîïà ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë â îáùåì ñëó÷àå ñëîæíåå, ÷åì òî, êîòîðîå

Ðèñ. 4.6

S

l

O

q

mg

dL
Wdt

L

M

W
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áûëî îïèñàíî âûøå â ðàìêàõ ýëåìåíòàðíîé òåîðèè. Åñëè ñîîáùèòü ãèðîñêîïó
òîë÷îê, èçìåíÿþùèé óãîë θ  (ñì. ðèñ. 4.6), òî ïðåöåññèÿ ïåðåñòàíåò áûòü
ðàâíîìåðíîé (÷àñòî ãîâîðÿò: ðåãóëÿðíîé), à áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿ ìåëêèìè
êîëåáàíèÿìè âåðøèíû ãèðîñêîïà � íóòàöèÿìè. Äëÿ èõ îïèñàíèÿ íåîáõîäèìî
ó÷åñòü íåñîâïàäåíèå âåêòîðà ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà L, ìãíîâåííîé óã-
ëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ω  è îñè ñèììåòðèè ãèðîñêîïà.

Òî÷íàÿ òåîðèÿ ãèðîñêîïà âûõîäèò çà ðàìêè êóðñà îáùåé ôèçèêè. Èç
ñîîòíîøåíèÿ dL = Mdt ñëåäóåò, ÷òî êîíåö âåêòîðà L äâèæåòñÿ â íàïðàâëå-
íèè M, òî åñòü ïåðïåíäèêóëÿðíî ê âåðòèêàëè è ê îñè ãèðîñêîïà. Ýòî çíà÷èò,
÷òî ïðîåêöèè âåêòîðà L íà âåðòèêàëü LB è íà îñü ãèðîñêîïà L0 îñòàþòñÿ
ïîñòîÿííûìè. Åùå îäíîé ïîñòîÿííîé ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèÿ

E T mg= + ⋅l cos θ ,                                            (4.14)
ãäå Ò � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ãèðîñêîïà. Âûðàæàÿ LB, L0 è T ÷åðåç óãëû
Ýéëåðà è èõ ïðîèçâîäíûå, ìîæíî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ýéëåðà îïèñàòü
äâèæåíèå òåëà àíàëèòè÷åñêè.

Ðåçóëüòàò òàêîãî îïèñàíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì: âåêòîð ìîìåíòà
èìïóëüñà L îïèñûâàåò íåïîäâèæíûé â ïðîñòðàíñòâå êîíóñ ïðåöåññèè, è ïðè
ýòîì îñü ñèììåòðèè ãèðîñêîïà äâèæåòñÿ âîêðóã âåêòîðà L ïî ïîâåðõíîñòè
êîíóñà íóòàöèè�. Âåðøèíà êîíóñà íóòàöèè, êàê è âåðøèíà êîíóñà ïðåöåññèè,
íàõîäèòñÿ â òî÷êå çàêðåïëåíèÿ ãèðîñêîïà, à îñü êîíóñà íóòàöèè ñîâïàäàåò ïî
íàïðàâëåíèþ ñ L è äâèæåòñÿ âìåñòå ñ íèì. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü íóòàöèè îïðåäå-
ëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ω
ω

íóò
s

z

s

L

J

J

J
= ≈ ,                                             (4.15)

ãäå J z  è J s  � ìîìåíòû èíåðöèè ãèðîñêîïà îòíîñèòåëüíî åãî îñè ñèììåòðèè
è îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó îïîðû è ïåðïåíäèêóëÿðíîé
îñè ñèììåòðèè, ω  � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âîêðóã îñè ñèììåòðèè (ñðàâí.
ñ (3.64)).

Òàêèì îáðàçîì, îñü ãèðîñêîïà ó÷àñòâóåò â äâóõ äâèæåíèÿõ: íóòàöèîí-
íîì è ïðåöåññèîííîì. Òðàåêòîðèè àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ âåðøèíû ãèðîñêî-
ïà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàìûñëîâàòûå ëèíèè, ïðèìåðû êîòîðûõ ïðåäñòàâëå-
íû íà ðèñ. 4.7.

Õàðàêòåð òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ âåðøèíà ãèðîñêîïà, çàâè-
ñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â ñëó÷àå ðèñ. 4.7à ãèðîñêîï áûë ðàñêðó÷åí âîêðóã îñè
ñèììåòðèè, óñòàíîâëåí íà ïîäñòàâêå ïîä íåêîòîðûì óãëîì ê âåðòèêàëè è îñ-
òîðîæíî îòïóùåí. Â ñëó÷àå ðèñ. 4.7á åìó, êðîìå òîãî, áûë ñîîáùåí íåêîòîðûé
òîë÷îê âïåðåä, à â ñëó÷àå ðèñ. 4.7â � òîë÷îê íàçàä ïî õîäó ïðåöåññèè. Êðèâûå
íà ðèñ. 4.7 âïîëíå àíàëîãè÷íû öèêëîèäàì, îïèñûâàåìûì òî÷êîé íà îáîäå êî-
ëåñà, êàòÿùåãîñÿ ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ èëè ñ ïðîñêàëüçûâàíèåì
â òó èëè èíóþ ñòîðîíó. È ëèøü ñîîáùèâ ãèðîñêîïó íà÷àëüíûé òîë÷îê âïîëíå
îïðåäåëåííîé âåëè÷èíû è íàïðàâëåíèÿ, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî îñü ãèðîñ-
êîïà áóäåò ïðåöåññèðîâàòü áåç íóòàöèé. ×åì áûñòðåå âðàùàåòñÿ ãèðîñêîï, òåì
áîëüøå óãëîâàÿ ñêîðîñòü íóòàöèé è òåì ìåíüøå èõ àìïëèòóäà. Ïðè î÷åíü áûñ-
òðîì âðàùåíèè íóòàöèè äåëàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåçàìåòíûìè äëÿ ãëàçà.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì: ïî÷åìó ãèðîñêîï, áóäó÷è ðàñêðó÷åí,
óñòàíîâëåí ïîä óãëîì ê âåðòèêàëè è îòïóùåí, íå ïàäàåò ïîä äåéñòâèåì ñèëû
òÿæåñòè, à äâèæåòñÿ âáîê? Îòêóäà áåðåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðåöåññè-
îííîãî äâèæåíèÿ?
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Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî â ðàìêàõ òî÷íîé òåî-
ðèè ãèðîñêîïà. Íà ñàìîì äåëå ãèðîñêîï äåéñòâèòåëüíî íà÷èíàåò ïàäàòü, à
ïðåöåññèîííîå äâèæåíèå ïîÿâëÿåòñÿ êàê ñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìî-
ìåíòà èìïóëüñà. Â ñàìîì äåëå, îòêëîíåíèå îñè ãèðîñêîïà âíèç ïðèâîäèò ê
óìåíüøåíèþ ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà íà âåðòèêàëüíîå íàïðàâëåíèå. Ýòî
óìåíüøåíèå äîëæíî áûòü ñêîìïåíñèðîâàíî ìîìåíòîì èìïóëüñà, ñâÿçàííûì
ñ ïðåöåññèîííûì äâèæåíèåì îñè ãèðîñêîïà. Ñ ýíåðãåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðåöåññèè ïîÿâëÿåòñÿ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè ãèðîñêîïà.

Åñëè çà ñ÷åò òðåíèÿ â îïîðå íóòàöèè ãàñÿòñÿ áûñòðåå, ÷åì âðàùåíèå
ãèðîñêîïà âîêðóã îñè ñèììåòðèè (êàê
ïðàâèëî, òàê è áûâàåò), òî âñêîðå ïîñ-
ëå �çàïóñêà� ãèðîñêîïà íóòàöèè èñ÷å-
çàþò è îñòàåòñÿ ÷èñòàÿ ïðåöåññèÿ (ðèñ.
4.8). Ïðè ýòîì óãîë íàêëîíà îñè ãè-

ðîñêîïà ê âåðòèêàëè ( )θ2  îêàçûâàåò-

ñÿ áîëüøå, ÷åì îí áûë âíà÷àëå ( )θ1 ,

òî åñòü ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ãèðîñ-
êîïà óìåíüøàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, îñü
ãèðîñêîïà äîëæíà íåìíîãî îïóñòèòü-
ñÿ, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïðåöåñ-
ñèðîâàòü âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè.

Ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû. Îáðà-
òèìñÿ ê ïðîñòîìó îïûòó: âîçüìåì â
ðóêè âàë ÀÂ ñ íàñàæåííûì íà íåãî
êîëåñîì Ñ (ðèñ. 4.9). Ïîêà êîëåñî íå
ðàñêðó÷åíî, íå ïðåäñòàâëÿåò íèêàêî-
ãî òðóäà ïîâîðà÷èâàòü âàë â ïðîñòðàí-
ñòâå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Íî åñëè
êîëåñî ðàñêðó÷åíî, òî ïîïûòêè ïîâåðíóòü âàë, íàïðèìåð, â ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè ñ íåáîëüøîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω ïðèâîäÿò ê èíòåðåñíîìó ýô-
ôåêòó: âàë ñòðåìèòñÿ âûðâàòüñÿ èç ðóê è ïîâåðíóòüñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñ-
êîñòè; îí äåéñòâóåò íà êèñòè ðóê ñ îïðåäåëåííûìè ñèëàìè RA è RB (ðèñ. 4.9).
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Òðåáóåòñÿ ïðèëîæèòü
îùóòèìîå ôèçè÷åñêîå
óñèëèå, ÷òîáû óäåðæàòü
âàë ñ âðàùàþùèìñÿ êî-
ëåñîì â ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì ýô-
ôåêòû, âîçíèêàþùèå
ïðè âûíóæäåííîì âðà-
ùåíèè îñè ãèðîñêîïà,
áîëåå ïîäðîáíî. Ïóñòü
îñü ãèðîñêîïà óêðåïëå-
íà â U-îáðàçíîé ðàìå,
êîòîðàÿ ìîæåò ïîâîðà-
÷èâàòüñÿ âîêðóã âåðòè-

êàëüíîé îñè OO ′  (ðèñ.
4.10). Òàêîé ãèðîñêîï
îáû÷íî íàçûâàþò íåñâî-
áîäíûì � åãî îñü ëåæèò

â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè è âûéòè èç íåå íå ìîæåò.
Ðàñêðóòèì ãèðîñêîï âîêðóã åãî îñè ñèììåòðèè äî áîëüøîé óãëîâîé

ñêîðîñòè (ìîìåíò èìïóëüñà L) è ñòàíåì ïîâîðà÷èâàòü ðàìó ñ óêðåïëåííûì â

íåé ãèðîñêîïîì âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè OO ′  ñ íåêîòîðîé óãëîâîé ñêîðîñ-
òüþ W, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.10. Ìîìåíò èìïóëüñà L, ïîëó÷èò ïðè ýòîì
ïðèðàùåíèå dL, êîòîðîå äîëæíî áûòü îáåñïå÷åíî ìîìåíòîì ñèë M, ïðèëî-
æåííûì ê îñè ãèðîñêîïà. Ìîìåíò M, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîçäàí ïàðîé ñèë

F F÷ ′ , âîçíèêàþùèõ ïðè âûíóæäåííîì ïîâîðîòå îñè ãèðîñêîïà è äåéñòâó-
þùèõ íà îñü ñî ñòîðîíû ðàìû. Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà îñü äåéñòâóåò íà

ðàìó ñ ñèëàìè Ô Ô÷ ′
(ðèñ. 4.10). Ýòè ñèëû íà-
çûâàþòñÿ ãèðîñêîïè÷åñ-
êèìè; îíè ñîçäàþò ãè-
ðîñêîïè÷åñêèé ìîìåíò

′M . Ïîÿâëåíèå ãèðîñêî-
ïè÷åñêèõ ñèë íàçûâàþò
ãèðîñêîïè÷åñêèì ýôôåê-
òîì. Èìåííî ýòè ãèðîñ-
êîïè÷åñêèå ñèëû ìû è
÷óâñòâóåì, ïûòàÿñü ïî-
âåðíóòü îñü âðàùàþùåãî-
ñÿ êîëåñà (ðèñ. 4.9).

Ãèðîñêîïè÷åñêèé
ìîìåíò íåòðóäíî ðàññ÷è-
òàòü. Ïîëîæèì, ñîãëàñíî
ýëåìåíòàðíîé òåîðèè,
÷òî

L = Jw,     (4.16)
ãäå J � ìîìåíò èíåðöèè
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ãèðîñêîïà îòíîñèòåëüíî åãî îñè ñèììåòðèè, à w � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñîá-
ñòâåííîãî âðàùåíèÿ. Òîãäà ìîìåíò âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà îñü, áóäåò
ðàâåí

M = W ½ L = W ½ (Jw),                                           (4.17)
ãäå W � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âûíóæäåííîãî ïîâîðîòà (èíîãäà ãîâîðÿò: âûíóæ-
äåííîé ïðåöåññèè). Ñî ñòîðîíû îñè íà ïîäøèïíèêè äåéñòâóåò ïðîòèâîïî-
ëîæíûé ìîìåíò

M´ = � M = Jw ½ W.                                             (4.18)
Òàêèì îáðàçîì, âàë ãèðîñêîïà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 4.10, áóäåò ïðèæè-
ìàòüñÿ êâåðõó â ïîäøèïíèêå Â è îêàçûâàòü äàâëåíèå íà íèæíþþ ÷àñòü ïîä-
øèïíèêà À.

Íàïðàâëåíèå ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë ìîæíî ëåãêî íàéòè ñ ïîìîùüþ
ïðàâèëà, ñôîðìóëèðîâàííîãî Í.Å.Æóêîâñêèì: ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû ñòðå-
ìÿòñÿ ñîâìåñòèòü ìîìåíò èìïóëüñà L ãèðîñêîïà ñ íàïðàâëåíèåì óãëîâîé ñêî-
ðîñòè âûíóæäåííîãî ïîâîðîòà. Ýòî ïðàâèëî ìîæíî íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàòü ñ ïîìîùüþ óñòðîéñòâà, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 4.11.

Îñü ãèðîñêîïà çàêðåïëåíà â êîëüöå, êîòîðîå ìîæåò ñâîáîäíî ïîâîðà-
÷èâàòüñÿ â îáîéìå. Ïðèâåäåì îáîéìó âî âðàùåíèå âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè ñ
óãëîâîé ñêîðîñòüþ W (âûíóæäåííûé ïîâîðîò), è êîëüöî ñ ãèðîñêîïîì áóäåò
ïîâîðà÷èâàòüñÿ â îáîéìå äî òåõ ïîð, ïîêà íàïðàâëåíèÿ L è W íå ñîâïàäóò.
Òàêîé ýôôåêò ëåæèò â îñíîâå èçâåñòíîãî ìàãíèòîìåõàíè÷åñêîãî ÿâëåíèÿ �
íàìàãíè÷èâàíèÿ æåëåçíîãî ñòåðæíÿ ïðè åãî âðàùåíèè âîêðóã ñîáñòâåííîé
îñè � ïðè ýòîì ñïèíû ýëåêòðîíîâ âûñòðàèâàþòñÿ âäîëü îñè ñòåðæíÿ (îïûò
Áàðíåòòà).

Ãèðîñêîïè÷åñêèå óñèëèÿ èñïûòûâàþò ïîäøèïíèêè îñåé áûñòðî âðà-
ùàþùèõñÿ ÷àñòåé ìàøèíû ïðè ïîâîðîòå ñàìîé ìàøèíû (òóðáèíû íà êîðàá-
ëå, âèíòà íà ñàìîëåòå è ò.ä.). Ïðè çíà÷èòåëüíûõ âåëè÷èíàõ óãëîâîé ñêîðîñòè
âûíóæäåííîé ïðåöåññèè Ω è ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ω, à òàêæå áîëüøèõ
ðàçìåðàõ ìàõîâèêà ýòè ñèëû ìîãóò äàæå ðàçðóøèòü ïîäøèïíèêè. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðûå ïðèìåðû ïðîÿâëåíèÿ ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë.

L

L

WW
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Ïðèìåð 1. Ëåãêèé
îäíîìîòîðíûé ñàìîëåò ñ
ïðàâûì âèíòîì ñîâåðøàåò
ëåâûé âèðàæ (ðèñ. 4.12). Ãè-
ðîñêîïè÷åñêèé ìîìåíò ïå-
ðåäàåòñÿ ÷åðåç ïîäøèïíè-
êè À è Â íà êîðïóñ ñàìîëå-
òà è äåéñòâóåò íà íåãî,
ñòðåìÿñü ñîâìåñòèòü îñü
ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ

âèíòà (âåêòîð w) ñ îñüþ âûíóæäåííîé ïðåöåññèè (âåêòîð W). Ñàìîëåò íà÷è-
íàåò çàäèðàòü íîñ êâåðõó, è ëåò÷èê äîëæåí �äàòü ðó÷êó îò ñåáÿ�, òî åñòü
îïóñòèòü âíèç ðóëü âûñîòû. Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíò ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë
áóäåò êîìïåíñèðîâàí ìîìåíòîì àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë.

Ïðèìåð 2. Ïðè êè-
ëåâîé êà÷êå êîðàáëÿ (ñ íîñà
íà êîðìó è îáðàòíî) ðîòîð
áûñòðîõîäíîé òóðáèíû ó÷à-
ñòâóåò â äâóõ äâèæåíèÿõ: âî
âðàùåíèè âîêðóã ñâîåé îñè
ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω  è â
ïîâîðîòå âîêðóã ãîðèçîí-
òàëüíîé îñè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé âàëó òóðáèíû, ñ óã-
ëîâîé ñêîðîñòüþ W (ðèñ.
4.13). Ïðè ýòîì âàë òóðáè-
íû áóäåò äàâèòü íà ïîäøèï-

íèêè ñ ñèëàìè Ô Ô÷ ′ , ëå-
æàùèìè â ãîðèçîíòàëüíîé

ïëîñêîñòè. Ïðè êà÷êå ýòè ñèëû, êàê è ãèðîñêîïè÷åñêèé ìîìåíò, ïåðèîäè-
÷åñêè ìåíÿþò ñâîå íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå è ìîãóò âûçâàòü �ðûñ-
êàíèå� êîðàáëÿ, åñëè îí íå ñëèøêîì âåëèê (íàïðèìåð, áóêñèðà).

Äîïóñòèì, ÷òî ìàññà òóðáèíû m = 3000 êã, åå ðàäèóñ èíåðöèè Rèí = 0,5 ì,
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òóðáèíû n = 3000 îá/ìèí, ìàêñèìàëüíàÿ óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü êîðïóñà ñóäíà ïðè êèëåâîé êà÷êå  Ω = 5 ãðàä/ñ, ðàññòîÿíèå ìåæäó

ïîäøèïíèêàìè l = 2 ì. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ãèðîñêîïè÷åñêîé ñèëû, äåé-
ñòâóþùåé íà êàæäûé èç ïîäøèïíèêîâ, ñîñòàâèò

Ô
M J mR nèí= = =

⋅ ⋅
l l l

ωΩ π2
2 Ω

.                          (4.19)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ÷èñëîâûõ äàííûõ ïîëó÷èì Ô ≈10
4  H, òî åñòü îêîëî 1 òîííû.

Ïðèìåð 3. Ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû ìîãóò âûçâàòü òàê íàçûâàåìûå êîëå-
áàíèÿ �øèììè� êîëåñ àâòîìîáèëÿ (ðèñ. 4.14) [9]. Êîëåñó, âðàùàþùåìóñÿ

âîêðóã îñè AA ′  ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω , â ìîìåíò íàåçäà íà ïðåïÿòñòâèå
ñîîáùàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñêîðîñòü âûíóæäåííîãî ïîâîðîòà âîêðóã îñè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè ðèñóíêà. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ìîìåíò ãèðîñ-

êîïè÷åñêèõ ñèë, è êîëåñî íà÷íåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóã îñè BB′ . Ïðèîáðåòàÿ

óãëîâóþ ñêîðîñòü ïîâîðîòà âîêðóã îñè BB′ , êîëåñî ñíîâà íà÷íåò ïîâîðà÷è-
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âàòüñÿ âîêðóã îñè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé ïëîñêîñòè ðèñóíêà. Â ðå-
çóëüòàòå âîçíèêàþò êîëåáàòåëü-
íûå äâèæåíèÿ êîëåñà âîêðóã äâóõ
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõîñåé:
îñè ïîâîðîòà BB´ è îñè, ñîâìå-
ùåííîé ñ íàïðàâëåíèåì äâèæå-
íèÿ àâòîìîáèëÿ. Åñëè â êîíñò-
ðóêöèè àâòîìîáèëÿ íå ïðèíÿòü
ñïåöèàëüíûõ ìåð, ýòè êîëåáàíèÿ
ìîãóò ïðèâåñòè ê ñðûâó ïîêðûø-
êè ñ îáîäà êîëåñà è ê ïîëîìêå
äåòàëåé åãî êðåïëåíèÿ. Â ñîâðå-
ìåííûõ êîíñòðóêöèÿõ ïîäâåñêè
êîëåñî ïðè íàåçäå íà ïðåïÿò-
ñòâèå ïðàêòè÷åñêè îñòàåòñÿ â
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè.

Ïðèìåð 4. Ñ ãèðîñêîïè÷åñêèì ýôôåêòîì ìû ñòàëêèâàåìñÿ è ïðè
åçäå íà âåëîñèïåäå (ðèñ. 4.15). Ñîâåðøàÿ, íàïðèìåð, ïîâîðîò íàïðàâî, âå-
ëîñèïåäèñò èíñòèíêòèâíî ñìåùàåò öåíòð òÿæåñòè ñâîåãî òåëà âïðàâî, êàê
áû çàâàëèâàÿ âåëîñèïåä. Âîçíèêøåå ïðèíóäèòåëüíîå âðàùåíèå âåëîñèïåäà
ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë ñ ìî-
ìåíòîì M´. Íà çàäíåì êîëåñå ýòîò ìîìåíò áóäåò ïîãàøåí â ïîäøèïíèêàõ,
æåñòêî ñâÿçàííûõ ñ ðàìîé. Ïåðåäíåå æå êîëåñî, èìåþùåå ïî îòíîøåíèþ
ê ðàìå ñâîáîäó âðà-
ùåíèÿ â ðóëåâîé êî-
ëîíêå, ïîä äåéñòâèåì
ãèðîñêîïè÷åñêîãî
ìîìåíòà íà÷íåò ïîâî-
ðà÷èâàòüñÿ êàê ðàç â
òîì íàïðàâëåíèè, êî-
òîðîå áûëî íåîáõîäè-
ìî äëÿ ïðàâîãî ïîâî-
ðîòà âåëîñèïåäà.
Îïûòíûå âåëîñèïå-
äèñòû ñîâåðøàþò ïî-
äîáíûå ïîâîðîòû,
÷òî íàçûâàåòñÿ, �áåç
ðóê�.

Âîïðîñ î âîç-
íèêíîâåíèè ãèðîñêî-
ïè÷åñêèõ ñèë ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü è ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãèðîñêîï, èçîáðà-
æåííûé íà ðèñ. 4.10, ó÷àñòâóåò â äâóõ îäíîâðåìåííûõ äâèæåíèÿõ: îòíîñèòåëü-
íîì âðàùåíèè âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω è ïåðåíîñíîì,
âûíóæäåííîì ïîâîðîòå âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω. Òà-

êèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíûå ìàññû ∆m i , íà êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü äèñê ãè-

ðîñêîïà (ìàëåíüêèå êðóæêè íà ðèñ. 4.16), äîëæíû èñïûòûâàòü êîðèîëèñîâû
óñêîðåíèÿ

w

Ðèñ. 4.14

M'M'
w w

W

Ðèñ. 4.15
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ai êîð = 2 W ½ vi îòí.     (4.20)
Ýòè óñêîðåíèÿ áóäóò ìàêñèìàëü-
íû äëÿ ìàññ, íàõîäÿùèõñÿ â äàí-
íûé ìîìåíò âðåìåíè íà âåðòè-
êàëüíîì äèàìåòðå äèñêà, è ðàâ-
íû íóëþ äëÿ ìàññ, êîòîðûå íà-
õîäÿòñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîì äèà-
ìåòðå (ðèñ. 4.16).

Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùà-
þùåéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω
(â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îñü ãè-
ðîñêîïà íåïîäâèæíà), íà ìàññû

∆mi  áóäóò äåéñòâîâàòü êîðèîëè-
ñîâû ñèëû èíåðöèè

Fi êîð = 2∆mivi îòí ½ W.  (4.21)

Ýòè ñèëû ñîçäàþò ìîìåíò M´,
êîòîðûé ñòðåìèòñÿ ïîâåðíóòü îñü
ãèðîñêîïà òàêèì îáðàçîì, ÷òî-

áû âåêòîð w ñîâìåñòèëñÿ ñ W. Ìîìåíò M´ äîëæåí áûòü óðàâíîâåøåí ìîìåí-

òîì ñèë ðåàêöèè F F÷ ′ (ðèñ. 4.10), äåéñòâóþùèõ íà îñü ãèðîñêîïà ñî ñòîðîíû
ïîäøèïíèêîâ. Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà,
îñü áóäåò äåéñòâîâàòü íà ïîäøèïíèêè, à ÷åðåç
íèõ è íà ðàìó, â êîòîðîé ýòà îñü çàêðåïëåíà, ñ

ãèðîñêîïè÷åñêèìè ñèëàìè Ô Ô÷ ′ . Ïîýòîìó è
ãîâîðÿò, ÷òî ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû îáóñëîâ-
ëåíû ñèëàìè Êîðèîëèñà.

Âîçíèêíîâåíèå êîðèîëèñîâûõ ñèë ìîæ-
íî ëåãêî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, åñëè âìåñòî æå-
ñòêîãî äèñêà ãèðîñêîïà âçÿòü ãèáêèé ðåçèíî-
âûé äèñê (ðèñ. 4.17). Ïðè ïîâîðîòå âàëà ñ ðàñ-
êðó÷åííûì äèñêîì âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè
îí èçãèáàåòñÿ â íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ êîðèî-
ëèñîâûõ ñèë òàê, êàê èçîáðàæåíî íà ðèñ. 4.17.

Âîë÷êè.
Âîë÷êè êàðäèíàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ãèðîñêîïîâ òåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

îíè íå èìåþò íè îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå âîë÷-
êîâ èìååò âåñüìà ñëîæíûé õàðàêòåð: áóäó÷è ðàñêðó÷åíû âîêðóã îñè ñèììåò-
ðèè è ïîñòàâëåíû íà ïëîñêîñòü, îíè ïðåöåññèðóþò, �áåãàþò� ïî ïëîñêîñòè,
âûïèñûâàÿ çàìûñëîâàòûå ôèãóðû, à èíîãäà äàæå ïåðåâîðà÷èâàþòñÿ ñ îäíîãî
êîíöà íà äðóãîé. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè òàêîãî íåîáû÷íîãî ïîâåäåíèÿ âîë÷êîâ,
îòìåòèì ëèøü, ÷òî íåìàëîâàæíóþ ðîëü çäåñü èãðàåò ñèëà òðåíèÿ, âîçíèêàþ-
ùàÿ â òî÷êå ñîïðèêîñíîâåíèÿ âîë÷êà è ïëîñêîñòè.

Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå îá óñòîé÷èâîñòè âðàùåíèÿ ñèììåò-
ðè÷íîãî âîë÷êà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè ñèììåò-
ðè÷íûé âîë÷îê ïðèâåñòè âî âðàùåíèå âîêðóã îñè ñèììåòðèè è óñòàíîâèòü íà
ïëîñêîñòü â âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè, òî ýòî âðàùåíèå â çàâèñèìîñòè îò

Ðèñ. 4.16

W

F

v

a
i êîð

i îòí

i êîð

w

Ðèñ. 4.17
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ôîðìû âîë÷êà è óãëîâîé ñêîðîñòè âðà-
ùåíèÿ áóäåò ëèáî óñòîé÷èâûì, ëèáî íå-
óñòîé÷èâûì.

Ïóñòü èìååòñÿ ñèììåòðè÷íûé
âîë÷îê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 4.18. Ââå-
äåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Î � öåíòð
ìàññ âîë÷êà, h � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà
ìàññ äî òî÷êè îïîðû; K � öåíòð êðè-
âèçíû âîë÷êà â òî÷êå îïîðû, r � ðàäèóñ

êðèâèçíû; J z  � ìîìåíò èíåðöèè îòíî-

ñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè, J x  � ìîìåíò
èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé öåíò-
ðàëüíîé îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè
ñèììåòðèè.

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè âðàùåíèÿ
âîë÷êà ïðèâîäèò ê äèàãðàììå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 4.19 [8]. Çäåñü ïî îñè

àáñöèññ îòëîæåíî îòíîøåíèå 
J

J

z

x

, à ïî îñè îðäèíàò � îòíîøåíèå 
h

r
.

Ïðîâåäåì ãèïåðáîëó

h

r J Jz x

= 1

/
 è ïðÿìóþ 

h

r
= 1 . Ýòè

ëèíèè äåëÿò îáëàñòü ïîëîæèòåëü-

íûõ çíà÷åíèé 
h

r
, 

J

J

z

x

 íà 4 ÷àñòè.

Îáëàñòü I ñîîòâåòñòâóåò íå-
óñòîé÷èâîìó âðàùåíèþ âîë÷êà ïðè
âñåõ óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ, îáëàñòü II �
óñòîé÷èâîìó âðàùåíèþ ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ
ω > ωêð. Îáëàñòü III ñîîòâåòñòâóåò óñ-
òîé÷èâîìó âðàùåíèþ ïðè ìàëûõ óã-
ëîâûõ ñêîðîñòÿõ ω < ωêð, îáëàñòü IV �
óñòîé÷èâîìó âðàùåíèþ ïðè ïðîèç-
âîëüíûõ ω. Êðèòè÷åñêàÿ óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü ωêð çàâèñèò îò ìîìåíòîâ èíåð-
öèè Jz, Jx, ðàññòîÿíèé r, h è âåñà
òåëà P = mg [8]:

ω ê
x z x

h r P
J r h J J r hð

( )
( / ) ( / / )

2 = − ⋅
⋅ −                                  (4.22)

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êèòàéñêèé âîë÷îê, ðàñêðó÷åííûé äî ω > ωêð

è ïîñòàâëåííûé íà ïëîñêîñòü âåðòèêàëüíî, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.20à. Ïóñòü

J Jz x= . Ïîñêîëüêó h < r, òî ýòîé ñèòóàöèè ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà 1 â îáëàñòè III
íà ðèñ. 4.19, òî åñòü îáëàñòü óñòîé÷èâîãî âðàùåíèÿ ëèøü ïðè ìàëûõ ω . Òàêèì

O

Kh

r

z

x

J 

J 

Ðèñ. 4.18

I
Íåóñò.

Óñòîé÷. ïðè <ω ω

Óñòîé÷. ïðè ω > ω

Óñòîé÷.

II

III IV

êð

êð

0

2

2

1

1

O

O

K

K

h/r

z xJ /J1

1

Ðèñ. 4.19
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îáðàçîì, â íàøåì ñëó÷àå (ω > ωêð)
âðàùåíèå áóäåò íåóñòîé÷èâûì, è
âîë÷îê ïåðåâåðíåòñÿ íà íîæêó (òî÷-
êà 2 â îáëàñòè II íà ðèñ. 4.19).

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìà-
íèå, ÷òî â ïðîöåññå ïåðåâîðà÷è-
âàíèÿ âîë÷êà ðåçóëüòèðóþùèé
ìîìåíò èìïóëüñà ñîõðàíÿåò ñâîå
ïåðâîíà÷àëüíîå íàïðàâëåíèå, òî
åñòü âåêòîð L âñå âðåìÿ íàïðàâ-
ëåí âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî â ñèòóàöèè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 4.20á, êîãäà îñü âîë÷êà ãîðè-
çîíòàëüíà, âðàùåíèå âîêðóã îñè ñèììåòðèè âîë÷êà îòñóòñòâóåò! Äàëåå,
ïðè îïðîêèäûâàíèè íà íîæêó, âðàùåíèå âîêðóã îñè ñèììåòðèè áóäåò
ïðîòèâîïîëîæíî èñõîäíîìó (åñëè ñìîòðåòü âñå âðåìÿ ñî ñòîðîíû íîæ-
êè, ðèñ. 4.20â).

Â ñëó÷àå ÿéöåîáðàçíîãî âîë÷êà ïîâåðõíîñòü òåëà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè îïîðû íå ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé, íî ñóùåñòâóþò äâà âçàèìíî ïåðïåíäè-

êóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿ, äëÿ êîòî-
ðûõ ðàäèóñ êðèâèçíû â òî÷êå îïî-
ðû ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå (ìè-
íèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå) çíà-
÷åíèÿ. Îïûòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â
ñëó÷àå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ.
4.21à, âðàùåíèå áóäåò íåóñòîé÷è-
âûì, è âîë÷îê ïðèíèìàåò âåðòè-
êàëüíîå ïîëîæåíèå, ðàñêðó÷èâà-
ÿñü âîêðóã îñè ñèììåòðèè è ïðî-
äîëæàÿ óñòîé÷èâîå âðàùåíèå íà
áîëåå îñòðîì êîíöå. Ýòî âðàùåíèå

áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ñèëû òðåíèÿ íå ïîãàñÿò â äîñòàòî÷-
íîé ìåðå êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âîë÷êà, óãëîâàÿ ñêîðîñòü óìåíüøèòñÿ

(ñòàíåò ìåíüøå ω 0 ), è âîë÷îê óïàäåò.

L LL

L L

Ðèñ. 4.20

Ðèñ. 4.21

à                á                â
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