
 

 

Т.А. Бушина, Е.А. Никанорова, В.С. Русаков,  

А.И. Слепков, Н.И. Чистякова 

 

 

 

МЕХАНИКА. 

МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
 

 

 
Допущено УМО по классическому университетскому образованию РФ 

в качестве учебного пособия для студентов высших учебных заведений, 

обучающихся по направлению 010700.62 «Физика»  

и по специальности 010701.65 «Физика» 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Москва 

Физический факультет МГУ им. М.В. Ломоносова 

2017 



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 2 

 
УДК 53.02 

ББК 22.3 

 

Т.А. Б у ш и н а, Е.А. Н и к а н о р о в а, В.С. Р у с а к о в, А.И. С л е п -

к о в, Н.И. Ч и с т я к о в а. Механика. Методика решения задач / Учебное 

пособие. Изд. 2-е, переработанное, дополненное. М.: Физический факуль-

тет МГУ, 2017. 720 с.  

ISBN 978-5-8279-0145-7 

 

Предлагаемое учебное пособие «Механика. Методика решения задач» 

является составной частью серии учебно-методических разработок кафед-

ры общей физики физического факультета Московского Государственного 

Университета им. М.В. Ломоносова «Университетский курс общей физи-

ки». Пособие составлено в соответствии с новым учебным планом изуче-

ния курса общей физики на физическом факультете МГУ и соответствует 

тематическому плану семинарских занятий по курсу «Механика».  

Содержанием пособия является набор задач с решениями, причем по 

каждой теме рассматриваются наиболее характерные и типичные задачи и 

методы их решения. С этой целью наряду с оригинальными задачами ис-

пользованы формулировки условий задач из существующих учебников, 

задачников и учебных пособий, которые подверглись существенному ис-

правлению и доработке. 

Пособие разбито по главам, каждая из которых включает в себя теоре-

тический материал, основные типы задач и методы их решения, примеры 

решения задач, а также задачи для самостоятельного решения. 

Настоящее пособие предназначено для студентов высших учебных за-

ведений и имеет целью помочь им овладеть основными методами и приоб-

рести навыки решения задач по курсу «Механика». 

 

 

Рецензенты: д.ф.-м. н., профессор Г.С. Плотников, 

                      д.ф.-м. н., профессор А.С. Илюшин 

 

 

 

 

 

 

ISBN 978-5-8279-0145-7  © Физический факультет МГУ им. М.В. Ло- 

          моносова,  2010, 2017 г. 

    © Коллектив авторов, 2017 г. 



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 3 

 
УНИВЕРСИТЕТСКИЙ КУРС ОБЩЕЙ ФИЗИКИ 

(Предисловие редактора инновационного учебно-методического 

комплекса) 

 
В настоящее время физика все более глубоко проникает во все 

области современной науки и техники, появляются ее новые отрас-

ли. В связи с этим возникает проблема подготовки квалифицирован-

ных кадров ученых-физиков. Существенную роль в такой подготов-

ке играет преподавание общего курса физики. Для решения этой 

проблемы на физическом факультете МГУ им. М.В. Ломоносова 

создан инновационный учебно-методический комплекс (ИУМК) 

«Университетский курс общей физики», обеспечивающий организа-

ционную и содержательную целостность системы подготовки, мето-

дов и средств обучения общей физике. 

ИУМК «Университетский курс общей физики» создан на основе 

многолетнего опыта преподавания физики студентам физического 

факультета Московского университета. Курс охватывает все разде-

лы общей физики. Отличительной особенностью данного курса яв-

ляется то, что в нем в методическом отношении осуществлено един-

ство основных форм обучения физике: лекции, лабораторные рабо-

ты и семинары. В системе университетского образования теоретиче-

ский материал излагается в основном в лекционных курсах, а уме-

ние решать задачи отрабатывается на семинарских занятиях. Разви-

тие навыков эксперимента и анализа его результатов происходит в 

процессе занятий в общем физическом практикуме. В связи с этим, 

каждый раздел курса состоит из шести пособий: «Лекции», «Лекци-

онный эксперимент», «Лабораторный практикум», «Разработка се-

минарских занятий», «Методика решения задач» и «Сборник задач». 

Каждая глава пособия «Лекции» содержит материал базового 

уровня, соответствующего программе курса, и отражает современ-

ные тенденции и технологии физического образования. Цель авто-

ров данного курса – представить общую физику в виде, используе-

мом активно работающими в науке физиками. 

Лекции по каждой теме сопровождаются демонстрацией основ-

ных физических экспериментов, описание которых представлено в 

пособии «Лекционный эксперимент». Большая часть описанных 

экспериментов разработана на кафедре общей физики физического 
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факультета им. М.В. Ломоносова. В тексте пособия имеется также 

ряд ссылок на авторские свидетельства на изобретения в области 

лекционных экспериментов, полученные сотрудниками кафедры. 

Описание классических опытов и экспериментальных установок, 

представленное в пособии «Лекционный эксперимент», увеличивает 

ценность и привлекательность курса. 

Для установления единого уровня сложности задач и широты 

охвата материала на семинарах служит пособие «Разработка семи-

нарских занятий», предназначенное для преподавателя. В данном 

пособии описаны основные принципы проведения семинара. Рас-

сматривается порядок подачи учебного материала, включающий 

проверку теоретической подготовки студента, обсуждение метода 

решения задачи, анализ физического смысла результата, разбор ха-

рактерных ошибок. 

Все формы занятий предполагают значительную самостоятель-

ную внеаудиторную работу студентов. Пособием, позволяющим са-

мостоятельно развивать умение решать физические задачи, является 

«Методика решения задач». Весь материал пособия разбит на главы. 

Разбор задач всех глав проводится по единой схеме, причем каждую 

главу можно прорабатывать независимо от других. Пособие содер-

жит также задачи с решениями повышенной сложности для студен-

тов, желающих более глубоко освоить курс общей физики. Для са-

мостоятельной работы студентов предназначен «Сборник задач», в 

котором представлены наиболее характерные и типичные задачи. 

Неотъемлемой частью курса общей физики служит лаборатор-

ный практикум. Материалы пособия «Лабораторный практикум» 

достаточны для самостоятельной подготовки к выполнению работ. 

В связи с этим в пособии имеется как общее теоретическое введе-

ние, так и более подробное изложение теории к каждой лаборатор-

ной работе. Кроме того, для каждой работы сформулированы цель и 

идея эксперимента, дано описание установки и подробное изложе-

ние последовательности проведения эксперимента и обработки ре-

зультатов. Представленные в пособии лабораторные работы являют-

ся результатом работы нескольких поколений преподавателей ка-

федры общей физики физического факультета МГУ им. М.В. Ло-

моносова. Первые лабораторные работы составили содержание 

двухтомника «Физический практикум» под редакцией В.И. Иве-

роновой, вышедшего в свет в 1967 г. В последние годы разработаны 

и введены в действие новые современные лабораторные работы с 
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использованием современных экспериментальных методов исследо-

вания физических процессов. Более 50% лабораторных работ явля-

ются автоматизированными с управлением компьютером. В каждом 

семестре студент выполняет 12 лабораторных работ, причем 60-70% 

являются обязательными для всех студентов, а остальные распреде-

ляются с учетом их пожеланий. 

Для повышения эффективности усвоения сути изучаемых физи-

ческих явлений и законов в тематических лабораториях без расхода 

времени на ознакомление со стандартной технологией измерений в 

ИУМК введен раздел «Введение в технику эксперимента», состоя-

щий из двух частей: «Лекции» и «Практикум». Лекции посвящены 

краткому изложению общих принципов проведения физических из-

мерений, теории ошибок и статистической оценки достоверности 

полученных результатов, а также основных требований к оформле-

нию полученной информации в виде графиков, номограмм и таблиц. 

В практической части представлены описания лабораторных работ 

начального цикла, в которых на сравнительно простых физических 

явлениях студент знакомится с наиболее распространенными при-

борами, с методами измерений и с правильной обработкой их ре-

зультатов, основами анализа погрешностей измерений и правилами 

представления результатов с учетом его точности. 

Курс предназначен не только для физиков, но может быть поле-

зен для будущих инженеров, химиков и биологов.  

Все пожелания и замечания по пособиям курса будут с благо-

дарностью приняты и рассмотрены на кафедре общей физики физи-

ческого факультета МГУ им. М.В. Ломоносова.  

 

А.М. Салецкий 
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Предисловие 

Предлагаемое учебное пособие «Механика. Методика решения 
задач» предназначено для самостоятельной работы студентов с це-
лью выработки умений, навыков и методов решения задач по разде-
лу «Механика». Пособие разработано в соответствии с новым пла-
ном изучения данного курса на физическом факультете МГУ. 

В пособии использован материал предыдущего издания книги 
«Механика. Методика решения задач» (авторы В.С. Русаков, А.И. 
Слепков, Е.А. Никанорова, Н.И. Чистякова [1]), который был значи-
тельно расширен, дополнен и структурирован в соответствии с те-
матическим планом проведения занятий по данному разделу курса 
общей физики. 

Пособие состоит из 26 глав, соответствующих основным темам 
раздела. Содержание каждой главы разбито на четыре основные ча-
сти. 

1. Теоретический материал. Эта часть носит справочный харак-
тер и содержит определения основных физических понятий и вели-
чин, формулировки законов физики, ряд наиболее часто употребля-
емых формул, используемых по данной теме.  

2. Основные типы задач и методы их решения. В этой части пе-
речисляются основные типы задач, относящихся к теме данной гла-
вы, и предлагаются схемы решения, как правило, разбитые на три 
основных этапа.  

3. Примеры решения задач. Эта часть содержит не менее 8 задач 
с решениями, где на конкретных примерах рассмотрены методы ре-
шения (в том числе и альтернативные) различных типов задач. При 
подборе задач использовались как оригинальные задачи, так и зада-
чи, формулировки которых заимствовались из классических учебни-
ков и задачников, рекомендованных в программе курса.  

4. Задачи для самостоятельного решения. В данной части со-
держатся условия задач с ответами для самостоятельного решения.  

В конце пособия приводится список литературы, которая реко-
мендуется студентам для изучения теоретического материала, а так-
же перечислены задачники, из которых взяты некоторые задачи для 
самостоятельного решения. 

В книге векторы обозначены жирным наклонным шрифтом (F, 
p), а их модули – не жирным шрифтом (F, p). Во всей книге соотно-
шения между величинами и выражения для законов даны в системе 
СИ. Решения задач и ответы к задачам для самостоятельного реше-
ния также приведены в СИ.  
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ГЛАВА 1 

КИНЕМАТИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ, ПРИНЦИП  

СУПЕРПОЗИЦИИ 

 

1.1. Теоретический материал 

Физическая величина – это количественная характеристика 

свойства материальных объектов или явлений (процессов). Каждая 

физическая величина устанавливается однозначным способом ее 

измерения – экспериментального определения или расчета. Опре-

деление физической величины указывает принципиальный способ 

ее измерения. 

Физическое понятие – это абстракция (филос.), которая отра-

жает только основные, наиболее существенные, свойства матери-

альных объектов или явлений (процессов).  

Тело отсчета – тело, относительно которого рассматривается 

движение других тел. 

Часы – неподвижный относительно тела отсчета прибор для 

измерения времени, принцип действия которого основан на срав-

нении длительности исследуемого временного интервала с дли-

тельностью выбранного за эталон периодического процесса. 

Система отсчета – совокупность тела отсчета, системы коор-

динат1, жестко связанной с телом отсчета, и набора синхронизиро-

ванных часов, размещенных в разных точках системы координат. 

Условие синхронизации часов A и B, расположенных в раз-

ных точках системы отсчета (в предположении об изотропности 

пространства):  
A A

B 1 2

2

t t
t


 .                                                                             (1.1) 

Здесь 
A

1
t  – момент времени излучения из точки A светового сигна-

ла (кванта света) по часам в точке A, 
Bt  – момент времени реги-

страции этого сигнала в точке B по часам в точке B, 
A

2
t  – момент 

времени регистрации в точке A отраженного в точке B сигнала по 

часам в точке A. (Подробно об этом см. Главу 11.) 

                                                           
1 Далее в тексте, если это не оговаривается особо, используется декартова 

система координат. 
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Лабораторная система отсчета – инерциальная система от-

счета, относительно которой наблюдатель неподвижен. Чаще всего 

связывается с Землей (лабораторией), силами инерции при этом 

пренебрегается.  

Материальная точка – физическое понятие обозначающее 

тело, размерами (и формой) которого можно пренебречь в условиях 

данной задачи. Положение материальной точки относительно дан-

ной системы отсчета (в данной системе отсчета) S задается ее ко-

ординатами или радиус-вектором r .  

Механическая система – совокупность материальных тел. 

Система материальных точек – совокупность тел, каждое из 

которых можно считать материальной точкой. Будем считать, что 

любую механическую систему можно представить в виде системы 

материальных точек.  

Радиус-вектор материальной точки r  относительно данной 

системы отсчета – вектор, начало которого находится в начале ко-

ординат этой системы, а конец – в месте расположения материаль-

ной точки (см. рис. 1.1а): 

},,{ zyxzyx  kjir ,                                                        (1.2) 

где i , j  и k  – орты декартовой системы координат: 1i , 1j , 

1k ; x, y, z – координаты материальной точки.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Закон движения материальной точки относительно данной 

системы отсчета – зависимость радиус-вектора или координат ма-

териальной точки от времени: 

                          а                                                                        б 

Рис. 1.1. Радиус-вектор )(tr , перемещение r  (а) и скорость )(tυ  (б) 

материальной точки.  
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tzz
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txx

trr

.           (1.3) 

Траектория движения материальной точки – воображаемая 

линия в пространстве, по которой движется материальная точка 

(линия, описываемая в пространстве концом радиус-вектора мате-

риальной точки) 

Уравнение траектории задается совокупностью двух уравне-

ний  









,0),,(

,0),,(

2

1

zyxF

zyxF
           (1.4) 

которые можно получить, исключая время из закона движения в 

координатной форме (1.3). Заметим, что сам закон движения в ко-

ординатной форме представляет собой уравнение траектории, за-

данное в параметрическом виде.  

Перемещение материальной точки )(tr  – изменение ради-

ус-вектора материальной точки за время t с момента времени t 

(рис. 1а): 

 )()()( tttt rrr  

)}()(),()(),()({ tzttztyttytxttx  .         (1.5) 

Скорость материальной точки υ  относительно данной си-

стемы отсчета – физическая величина, равная производной радиус-

вектора материальной точки по времени (производная берется при 

постоянных ортах системы координат, жестко связанных с телом 

отсчета): 

  
 t

t
t

t

t
tυtυtυt

t
zyx

Δ

Δ

Δ

)(
lim)(

d

)(d
)(),(),()(

0

r
r

r
υ   

  kjikji )()()()()()()(),(),( ttttztytxtztytx zyx    ,      (1.6) 

где x , y , z  – проекции скорости υ  на соответствующие оси си-

стемы координат. 

При этом модуль скорости υ  равен  

222)( zyxt   .          (1.7) 
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В соответствии с определением скорость всегда направлена по 

касательной к траектории (см. рис. 1.1б). 

Зная закон изменения скорости материальной точки )(tυ , и ра-

диус-вектор )( 00 trr   в начальный момент времени t0, можно 

найти закон движения:  



t

t

dttt

0

)()( 0 υrr .            (1.8) 

Начальные условия для материальной точки – значения ра-

диус-вектора и скорости в начальный момент времени t0 относи-

тельно заданной системы отсчета: 









.)(

,)(

00

00

υυ

rr

t

t
 (1.9) 

Путь s(t), пройденный материальной точкой вдоль траектории 

(длина траектории) за время t, равен 

   
0

t

s t υ t dt  ,          (1.10) 

при этом модуль скорости )(t  в любой момент времени равен 

)(
d

)(d
)(υ)( ts

t

ts
tt  .                                           (1.11) 

Ускорение материальной точки a  относительно данной си-

стемы отсчета – физическая величина, равная производной скоро-

сти материальной точки по времени (при постоянных ортах систе-

мы координат):  

    )(),(),()()(),(),()( tttttatatat zyxzyx  υa  

       
kjikji )()()()()()( tatatatυtυtυ zyxzyx   ,          (1.12) 

где ax, ay, az – проекции ускорения a  на соответствующие оси си-

стемы координат.  

При этом модуль ускорения a  равен  

222)( zyx aaata  .        (1.13) 

Зная закон изменения ускорения материальной точки )(ta , а 

также скорость )(
00

tυυ   и радиус-вектор )(
00
trr   в начальный 
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момент времени t0, можно найти закон изменения скорости и закон 

движения:  



t

t

ttt

0

d)()( 0 aυυ ,                                                                 (1.14) 

  tttttt

t

t

t

t















  







dd)()(

0 0

000 aυrr .                       (1.15) 

Тангенциальное ускорение a  – составляющая ускорения a  

вдоль направления скорости τ  (см. рис. 1.2): 

)()()( ttat τa   ,                                                                      (1.16) 

где 
stυ

t
t

d

d

)(

)(
)(

rυ
τ  , 1)( tτ  – единичный вектор, касательный к 

траектории, 
 

)(
d

)(d
)( t

t

t
ta 




  –               (1.17) 

– проекция ускорения a  на направление скорости τ , 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Движение материальной точки при 0)( ta  – ускоренное, 

при 0)( ta  – замедленное, при 0)( ta  – равномерное, а при 

0const)( ta  – равнопеременное. 

Нормальное ускорение na  – составляющая ускорения a , 

перпендикулярная направлению скорости (рис. 1.2):  

)()()( ttat nn na  , )()( tt τn  , 1)( tn ,                            (1.18) 

где ( )na t  – проекция ускорения a  на направление n , перпендику-

лярное скорости и направленное к центру кривизны траектории.  

Рис. 1.2. Ускорение материальной точки a , ее тангенциальная a  и 

нормальная na  составляющие. 
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Нормальное ускорение всегда направлено к центру кривизны 

траектории – центру окружности максимального радиуса (радиуса 

кривизны траектории), касательной к траектории в данной точке, 

при этом 
2υ ( )

0
)

n

t
a ( t )

ρ( t
  ,                                          (1.19) 

где 
α

s
tρ

d

d
)(   – радиус кривизны траектории в данной точке, а 

αd  – угол между скоростями в моменты времени t и t + dt.  

Ускорение a  можно представить в виде суммы нормального 

na  и тангенциального a  ускорений: 

)()()( ttt τn aaa  .                                     (1.20) 

При этом модуль ускорения a  равен  

2 2( ) ( ) ( )na t a t a t  .                                   (1.21) 

В соответствии с (1.19) и (1.20) ускорение всегда отклонено от 

направления скорости в сторону центра кривизны траектории в 

данной точке, то есть внутрь траектории (см. рис. 1.2).  

В частном случае движения ма-

териальной точки по окружности, т.е. 

движения в плоскости по траектории 

с постоянным радиусом кривизны – 

Rt )(  (рис. 1.3), можно ввести уг-

ловую скорость )(t  и угловое 

ускорение )(t : 

.
)()(

)()(

,
)(

)(
d

)(d
)(

R

ta

R

t
tt

R

t
t

t

t
t


















  (1.22) 

При этом: 

.)()(

,)(
)(

)( 2

2

Rtta

Rt
R

tυ
ta

n









                                                             (1.23) 

Рис. 1.3. Кинематические харак-

теристики материальной точки 

при ее движении по окружности. 
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Принцип суперпозиции движений – в случае поступательно-

го движения системы отсчета S относительно системы S (рис. 1.4) 

радиус-вектор (скорость, ускорение) произвольной материальной 

точки относительно системы S равен сумме радиус-векторов (ско-

ростей, ускорений) начала отсчета O' системы S' и той же матери-

альной точки относительно системы S': 

).()()(

),()()(

),()()(

O

O

O

ttt

ttt

ttt

aaa

υυυ

rrr













                                   (1.24) 

Здесь Oυ  и Oa  – переносные скорость и ускорение соответ-

ственно.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.2. Основные типы задач и методы их решения 

В данной главе рассматриваются два типа задач: на кинемати-

ку материальной точки и на принцип суперпозиции движений. Для 

решения подобных задач необходимо придерживаться следующей 

схемы.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  
1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматривае-

мые тела. 

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систе-

му координат (из соображений удобства). 

3. Изобразить и обозначить кинематические характеристики 

тел.  

Рис. 1.4. Положение материальной точки M относительно двух 

поступательно движущихся систем отсчета S и S. 
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II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

1. Записать в проекциях на оси координат:  

а) законы движения,  

б) законы изменения скорости, 

в) законы изменения ускорения. 

2. Записать начальные условия. 

3. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи (например, заданные соотношения между 

характеристиками системы). 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть характерные случаи, установить об-

ласть применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

Примечания. 

В случае решения задач на кинематику материальной точки в 

пп. I.3 – II.2 речь идет о кинематических характеристиках матери-

альной точки.  

Пункты II.1 – II.3 (в том числе II.1.a – II.1.в) можно выполнять 

в той или иной последовательности в зависимости от типа задачи.  

 

1.3. Примеры решения задач 

Задача 1.1. (Кинематика материальной точки). Скорость ма-

териальной точки зависит от ее положения в декартовой системе 

координат следующим образом: jiυ bxc  , где c и b – положи-

тельные постоянные величины. В начальный момент времени ра-

диус-вектор материальной точки равен нулю: 0)0( r . Определить: 

а) законы движения )(tr , изменения скорости )(tυ  и ускорения 

)(ta , тангенциальную )(ta  и нормальную )(ta
n  проекции ускоре-

ния; 

б) уравнение траектории y(x) материальной точки; 

в) радиус кривизны траектории )(t ; 

г) угол )(t  между скоростью )(tυ  и ускорением )(ta . 
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Решение 

Следуем общей схеме решения задач кинематики материаль-

ной точки и простейших систем. 

I. По условию задачи движение происходит в плоскости XY, 

образованной координатными осями, направления которых заданы 

ортами i  и j .  

II. Запишем начальные условия и закон изменения скорости 

тела в проекциях на оси выбранной системы координат: 
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                                                     (1.25) 
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                                                                (1.26) 

III. Записанные дифференциальные уравнения относительно 

координат материальной точки (1.25) с учетом начальных условий 

(1.25) позволяют найти закон движения материальной точки в про-

екциях на оси координат и зависимость от времени радиус-вектора 

)(tr : 













,
2

)(

,)(

2cbt
ty

cttx

                                                                            (1.27) 

jir
2

)(
2cbt

ctt  .                                                                    (1.28) 

Используя найденную зависимость x(t) (1.27), определим закон 

изменения скорости jiυ )()( tbxct   и закон изменения ускорения 

)(ta : 

jiυ cbtct )( ,                                                                         (1.29) 

j
υ

a cb
t

t 
d

d
)( .                                                                        (1.30) 

Уравнение траектории находится из закона движения матери-

альной точки путем исключения из (1.27) времени t: 

2

2

2

22
)( x

c

b

c

xcb
xy  .                                                              (1.31) 
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Остальные искомые величины определяются в соответствии с 

формулами, приведенными в п. 1 данной Главы. 

Модуль скорости (1.7) равен: 

222222)( tbcct yx   .                                               (1.32) 

Проекции ускорения )(ta  и )(tan  (1.17, 1.19) получим в виде: 
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                 (1.33) 

Радиус кривизны траектории определим, используя (1.19): 

    2/322
2222222

1
1

)( tb
b

c

cb

tbtbcc

a
t

n







 .                (1.34) 

Угол )(t  между скоростью )(tυ  и ускорением )(ta  определя-

ется соотношением:  

bttcb

cb

tcb

tb

tb

cb
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a
t n 11

1
)(tg

22

22

22










 .                    (1.35) 

Заметим, что материальная 

точка движется по параболической 

траектории (1.31) с постоянным 

ускорением, направленным вдоль 

оси Y (1.30). На рис. 1.5 схематично 

изображена траектория движения 

материальной точки и изображены 

векторы ускорения и начальной 

скорости.  

Нетрудно видеть, что при 

0t  решения соответствуют 

начальным условиям задачи. При 

этом тангенциальное ускорение в 

указанный момент времени равно нулю, радиус кривизны траекто-

рии в данный момент времени 
b

c
 , а угол между скоростью и 

ускорением 2/  .  

Рис. 1.5 Траектория движения 

материальной точки, векторы 

ускорения и начальной скоро-

сти. 

a  

0
υ  O X 

Y 

)(xy  
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При t  значения координат точки и модуль скорости, как 

и следовало ожидать, неограниченно возрастают, нормальное 

ускорение и угол между скоростью и ускорением стремятся к ну-

лю, а радиус кривизны траектории – к бесконечности.  

Ответ: а) jir
2

)(
2cbt

ctt  ; ji cbtct )(υ ; ja cbt )( ; 

22

2

1
)(

tb
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 , 

221
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 ; 
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Задача 1.2 (Кинематика материальной точки). Находящееся 

на высоте H над Землей тело бросили горизонтально с начальной 

скоростью 0υ . Найти закон движения тела, уравнение траектории, 

законы изменения скорости и ускорения, а также нормальную и 

тангенциальную проекции ускорения и радиус кривизны траекто-

рии в произвольный момент времени.  
 

Решение 

I. Нарисуем чертеж и 

изобразим на нем заданную в 

условии задачи скорость тела 

0υ  в начальный момент време-

ни (t = 0) и предполагаемую 

траекторию движения тела 

(рис. 1.6).  

Выберем систему отсчета, 

связанную с Землей. Ось X де-

картовой системы координат 

направим горизонтально вдоль 

X 

0
υ  

Y 

H 

O 

g 

Рис. 1.6. Траектория движения 

материальной точки. 
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поверхности Земли по направлению начальной скорости 0
υ , а ось 

Y – вертикально вверх на положение тела в начальный момент 

времени. Будем считать, что тело является материальной точкой, а 

движение тела у поверхности Земли происходит с постоянным 

ускорением свободного падения g .  

II. В соответствии с выбранной системой отсчета и выбранны-

ми моделями тела и его движения запишем начальные условия и 

закон изменения ускорения тела в проекциях на оси координат: 
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                                                              (1.36) 
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                                                                       (1.37) 

III. Записанные дифференциальные уравнения относительно 

проекций скорости материальной точки с учетом начальных значе-

ний позволяют найти закон изменения скорости тела )(tυ  и закон 

его движения )(tr  в проекциях на оси координат: 
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                                                                                (1.38) 
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                                                                          (1.39) 

Уравнение траектории находится из закона движения тела в 

координатной форме (1.39) путем исключения времени t:  

2
0

2

2
)(



gx
Hxy  .                                                                       (1.40) 

Остальные искомые величины определяются в соответствии с 

формулами, приведенными в п. 1 данной Главы. 

Модуль скорости (1.7) равен: 
22

0
22 )(gtyx   .                                                    (1.41) 

Модуль ускорения (1.13) имеет вид: 
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gaaa yx  22 .                                                                     (1.42) 

Проекции ускорения на направление скорости и перпендику-

лярное ему направление (1.17, 1.21) равны: 

222
0

2

d

d

tg
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t
a
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g
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.           (1.43) 

Радиус кривизны определяется соотношением (1.23): 

 
g

tg

an 0

2/3222
0

2







 .                                                        (1.44) 

Заметим, что в данной задаче все формулы для нахождения 

искомых величин справедливы с начального момента времени 

t0 = 0 до момента падения тела на Землю t0  t tпад. Этот момент 

времени легко найти из закона движения (1.38), приняв координату 

y равной нулю: 

g

H
t

2
пад  .                                                                           (1.45) 

Ответ: закон движения тела: 













;
2

,

2

0

gt
Hy

tx 

 

уравнение траектории: 
2
0

2

2
)(



gx
Hxy  ;  

законы изменения скорости и ускорения: 22
0 )(gt  , ga  ; 

нормальная и тангенциальная проекции ускорения: 

222
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радиус кривизны траектории 
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Задача 1.3(Кинематика материальной точки и принцип су-

перпозиции движений). Лодка пересекает реку с постоянной отно-

сительно воды скоростью лυ , перпендикулярной направлению те-

чения реки. Модуль скорости течения реки, ширина которой d, 
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нарастает от берегов к середине реки по параболическому закону, 

изменяясь от 0 до um. Найти уравнение траектории лодки, время ее 

движения  , а также снос лодки l вниз по течению от места ее от-

плытия до места причаливания на противоположном берегу реки. 

 

Решение 

I. Выберем декартову систему координат, жестко связанную с 

берегом реки, и с началом в месте отплытия лодки. Оси системы 

координат и скорость течения реки )(yu  изображены на рис. 1.7.  

 

 

 

 

 

 

 

 

При решении задачи лодку будем считать материальной точ-

кой, а берега реки параллельными.  

II. Запишем начальные условия для лодки в соответствии с 

условиями задачи: 
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л yx

yx
                                                              (1.46) 

где x , y  – проекции скорости лодки на оси выбранной системы 

координат. 

В соответствии с принципом суперпозиции движений (1.26) в 

любой момент времени )())(()( л ttyt υuυ   или в проекциях на оси 

координат: 
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y

x yu
                                                                               (1.47) 

По условию задачи модуль скорости течения реки, ширина ко-

торой d, нарастает от берегов к середине реки по параболическому 

закону, поэтому можно записать: 

  bdyayu 
2

2/)( ,                                                             (1.48) 

где a  и b  – постоянные величины. Для определения величины b  

используем условие задачи:  

Рис. 1.7. Геометрия системы. 

X 

Y 
u(y) 
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  m2/ udyub  .                                                                 (1.49) 

Используя начальные условия 0
4

)0(
2

 b
d

ax  и соотноше-

ние (1.49), получим величину a: 

m22

44
u

d
b

d
a  .                                                                (1.50) 

III. Система уравнений (1.51) с учетом (1.52) – (1.54) преобра-

зуется к виду: 
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                                                 (1.51) 

Интегрируя уравнения (1.51) с учетом начальных условий для 

координат лодки (1.46), находим закон движения: 

2
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4
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u
tx   ,                                                  (1.52) 

tty л)(  .                                                                                 (1.53) 

Уравнение траектории получаем, исключая время t из закона 

движения в координатной форме (1.52) и (1.53): 
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Поскольку в момент причаливания dy )( , время движения 

  лодки равно: 

л

d


  .                                                                                      (1.55) 

Следовательно, для искомого сноса лодки l получим (см. 1.54): 

d
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  .                                                                      (1.56) 

Ответ: 
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Задача 1.4. (Принцип суперпозиции движений). Определить 

форму траектории капель дождя на боковом стекле трамвая, дви-

жущегося горизонтально со скоростью V1, во время его торможе-
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ния с ускорением a. Капли дождя падают на землю вертикально 

вниз, и скорость их относительно Земли постоянна и равна V2. 

 

Решение 

I. Нарисуем чертеж и изобразим на нем заданные в условии за-

дачи кинематические характеристики капли дождя и трамвая в мо-

мент начала торможения трамвая (рис.1.8).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Выберем систему координат XY, связанную с Землей, так, 

чтобы ось X была направлена горизонтально вдоль ускорения 

трамвая, а ось Y – вертикально вниз. Выберем также вторую си-

стему координат XY, связанную со стеклом трамвая, так, чтобы ее 

оси X и Yбыли сонаправлены с осями X и Y. Время в обеих систе-

мах отсчитываем от момента начала торможения трамвая. 

Будем считать, что капля дождя является материальной точ-

кой, положение которой в момент начала торможения трамвая сов-

падает с началом координат системы XY. 

II,III. Используя принцип суперпозиции движений, запишем 

скорость V и ускорение a капли дождя относительно трамвая (си-

стемы координат XY): 

V = V2 – V1,                                                                              (1.57) 

.aa                                                                                      (1.58) 

В соответствии с выбранной системой отсчета запишем 

начальные условия для капли дождя: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Рис. 1.4. Кинематические характеристики капли дождя и трамвая в момент 

начала его торможения 

X' 

Y' 

2V  

1V  

V   

1V

a  

Y 

X 

'a  

Рис. 1.8. Кинематические характеристики капли 

дождя и трамвая в момент начала торможения. 



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 28 









.)0(,)0(

,0)0(,0)0(

21 VVVV

yx

yx

                                                            (1.59) 

Записанные уравнения (1.57) и (1.58) с учетом начальных 

условий (1.58) позволяют найти закон движения капли в проекциях 

на оси координат: 
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Уравнение траектории находится из закона движения капли 

путем исключения из (1.60) времени t: 
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                                                                 (1.61) 

Из соотношения (1.61) видно, что траектория движения капли 

в системе координат XY, связанной со стеклом трамвая, является 

параболой с вершиной в точке с координатами: 

.,
2

21
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V
x                                                                 (1.62) 

Подставив соотношение (1.62) в (1.61), можно убедиться, что в 

тот момент, когда трамвай останавливается, капля достигает вер-

шины параболы. Далее капля продолжает двигаться по стеклу вер-

тикально вниз.  

Ответ: 
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2 ,  см. рис. 1.5. 
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x=x(y) 

 

O 

y 

x 

Рис. 1.9. Траектория движения 

капель дождя при торможении 

трамвая. 
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Рис. 1.10. Орты декартовой и 

полярной систем координат. 
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Задача 1.5.(Кинематика материальной точки). Закон движе-

ния движущейся в плоскости материальной точки, заданный в по-

лярной системе координат, имеет следующий вид: r = r(t), φ = φ(t). 

Определить законы изменения проекций скорости и ускорения ма-

териальной точки на направления, задаваемые ортами декартовой и 

полярной систем координат, жестко связанных с телом отсчета. 

Начало декартовой системы координат совпадает с полюсом по-

лярной системы, а ось X декартовой системы направлена вдоль по-

лярной оси (см. рис. 1.10).  
 

Решение 

I. Выберем ось Y декартовой системы координат так, чтобы 

плоскость XY совпадала с плоскостью, в которой движется мате-

риальная точка M (рис. 1.10). Для решения задачи используем две 

системы координат – декартову си-

стему координат XOY c ортами i  и 

j , и полярную, орты которой re  и 

e  изображены на рис. 1.10. Заме-

тим, что при движении материаль-

ной точки происходит изменение 

ориентации ортов полярной систе-

мы re  и e , в то время как орты де-

картовой системы координат i  и j  

не изменяют своего направления. 

II, III. Закон движения материальной точки, заданный в поляр-

ной системе, запишем в декартовой системе координат XOY: 

).(sin)()(

),(cos)()(

ttrty

ttrtx








                                                                 (1.63) 

Дифференцируя закон движения (1.90) по времени, получаем ис-

комые законы изменения проекций скорости материальной точки и 

ее ускорения в декартовой системе координат: 

;cossin

,sincos









rry

rrx

y

x




                                                       (1.64) 

.cos)2(sin)(

,sin)2(cos)(

2

2









rrrra

rrrra

yy

xx




                            (1.65) 
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В формулах (1.64), (1.65) и далее для краткости опустим за-

пись зависимости кинематических величин от времени.  

Проекции скорости и ускорения материальной точки в поляр-

ной системе координат находим двумя способами. 

1 способ. Скорость и ускорение материальной точки в поляр-

ной системе координат записываются в виде: 

 eeυ  rr ,                                                                         (1.66) 

eea aa rr  .                                                                         (1.67) 

Следовательно, проекции скорости и ускорения материальной 

точки на направления, задаваемые ортами рассматриваемых систем 

координат, связаны соотношениями: 

;cossin

,sincos













rrry

rrrx

jejejυ

ieieiυ
                   (1.68) 

.cossin

,sincos









aaaaa

aaaaa

rrry

rrrx





jejeja

ieieia
                     (1.69) 

Сравнивая соотношения (1.63) и (1.68), а также (1.64) и (1.69), 

получим искомые проекции скорости и ускорения материальной 

точки в полярной системе координат: 

;

,










r

r
r




                                                                                    (1.70) 

.2

,2










rra

rra
r




                                                                          (1.71) 

2 способ. Запишем радиус-вектор материальной точки в по-

лярной системе координат: 

rrer  .                                                                                      (1.72) 

Поскольку при движении материальной точки происходит из-

менение ориентации ортов полярной системы r
e  и e , найдем ско-

рость их изменения (см. рис. 1.11):  

.

,

r

r

ee

ee
















                                                                               (1.73) 

Теперь для нахождения скорости и ускорения точки в той же 

системе координат необходимо продифференцировать радиус-

вектор (1.99) по времени с учетом (1.100):  
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eeeerυ  rrrr
rrr
 ,                                              (1.74) 

   eeeeeυa  rrrrr
rr  

 ee )2()( 2  rrrr
r

 .                                           (1.75) 

 

 

 

 

 

 

 
 

В соответствии с (1.101) и (1.102) искомые проекции скорости 

и ускорения материальной точки в полярной системе координат 

равны: 

;

,










r

r
r




                                                                                    (1.76) 

.2

,2










rra

rra
r




                                                                          (1.77) 

Как видим, оба способа решения дают одинаковый результат.  

Ответ: ;,    rrr  .2,2    rrarrar   

 

Задача 1.6. (Кинематика материальной точки). Движение ма-

териальной точки в полярной системе координат задается взаимо-

связью полярных координат )cos1(2)(   ar , при этом поляр-

ный угол возрастает линейно во времени btt )( . Определить за-

висимость модуля скорости и модуля ускорения материальной точ-

ки от времени. 

 

Решение 

Решаем задачу в заданной полярной системе координат. Заме-

тим, что материальная точка M движется по замкнутой траектории, 

периодически, с периодом 2 b , возвращаясь в ту же точку про-

странства (см. рис. 1.12). 

Рис. 1.11. Изменение ориента-

ции ортов полярной системы 

координат за время dt. 

X 

er 

O 

e 

 

r
ed  ed  

d 

d 
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В задаче 1.5 было показано: 

;

,










r

rr




                           (1.78) 

.2

,2










rra

rrar




                  (1.79) 

Тогда, согласно условию зада-

чи, проекции скорости и ускорения 

материальной точки М в полярной 

системе координат составляют: 

;)cos1(2

,sin2sin2

bar

abarr





 






                                   (1.80) 

.sin42

),1cos2(2

2

22





 abrra

abrrar








                                       (1.81) 

Искомые модули скорости и ускорения материальной точки 

равны: 

)cos(22222 btabr   ,                                        (1.82) 

.)cos(452 222 btabaaa r                                          (1.83) 

 

Заметим, что материальная точка в моменты времени 

b
ktk


)12(   (где k = 0, 1, 2, ...) находится в начале (полюсе) по-

лярной системы координат, имеет нулевую скорость, а ускорение, 

по модулю равное 22)( abta k  , направлено противоположно er. 

Ответ: ,)cos(222 btab   .)cos(452 2 btaba   

 

Задача 1.7.(Кинематика материальной точки). Планета дви-

жется вокруг Солнца в соответствии с законами Кеплера по эллип-

тической траектории per  )cos1(  . Параметр эллипса p , экс-

центриситет e  и секторную скорость   считать заданными. Опре-

делить проекции ускорения планеты в зависимости от координат r  

и   полярной системы.  

 

Рис. 1.12. Траектория движе-

ния материальной точки. 

 

(t) 

M 

r(t) 

)(tυ  

O X 

)(
k

ta  
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Решение 

I. При решении задачи будем считать планету и Солнце мате-

риальными точками. Согласно первому закону Кеплера все плане-

ты движутся по эллиптическим орбитам, причем Солнце находится 

в одном из фокусов эллипса O (см. рис. 1.12).  

 

 

 

 

 

 

 

 

В соответствии с условием задачи введем полярную систему 

координат в плоскости движения планеты, полюс которой совпада-

ет с Солнцем, а полярная ось совпадает с одной из осей эллипса.  

Согласно второму закону Кеплера секторная скорость   пла-

неты, равная скорости изменения площади, описываемой радиус-

вектором материальной точки, представляющим планету, постоян-

на при движении планеты вокруг Солнца.  

II. Для нахождения проекций ускорения планеты в полярной 

системе координат воспользуемся формулами (1.76): 

.2

,2










rra

rra
r




                                                                          (1.84) 

Поскольку в уравнения (1.84) входят производные полярных 

координат по времени, дополним эту систему уравнением траекто-

рии планеты и выражением для ее секторной скорости  : 

per  )cos1(  ,                                                                 (1.85) 

 2

2

1
r .                                                                            (1.86) 

III. В соответствии с условием задачи секторная скорость   

постоянна при движении планеты по эллиптической траектории, 

поэтому ее производная по времени равна нулю: 

0
2

1 2    rr .                                                             (1.87) 

Сравнивая (1.87) с выражением (1.84) для проекции ускорения 

a , видим, что 0a . Следовательно, ускорение в любой момент 

Рис. 1.12. Траектория дви-

жения планеты в полярной 

системе координат. 

tr   

X 

r(t) 
r(t+Δt) 

O 

(t) 
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времени имеет только проекцию ra , которая в соответствии с 

(1.84) является функцией производных полярных координат по 

времени.  

Продифференцируем обе части уравнения траектории (1.85) по 

времени: 

0sin)cos1(    reer .                                                (1.88) 

Используя уравнение траектории (1.85) и выражение для сек-

торной скорости (1.86), преобразуем (1.88) к виду: 

0sin2  epr .                                                                (1.89) 

Продифференцируем теперь обе части уравнения (1.89) по 

времени  

0cos2    epr .                                                            (1.90) 

Опять воспользуемся уравнением траектории (1.85) и выраже-

нием для секторной скорости (1.86) для исключения cos  и   из 

(1.90): 

04
2

2
3

2

2








r

pr
pr

rer

pr
epr 


  .                              (1.91) 

В результате находим: 

pr

pr
r

3

24


  .                                                                    (1.92) 

Для нахождения искомой проекции ускорения планеты 
r

a , как 

функции только координат полярной системы, подставим r  (1.92) 

и 
2

2

r


   (см. (1.86)) в выражение (1.84): 

prr
r

pr

pr
rra

r 2

2

4

2

3

22 44
4


 


  .                         (1.93) 

Таким образом, ускорение планеты, движущейся по эллипти-

ческой траектории, направлено к Солнцу, не зависит от полярного 

угла   и обратно пропорционально квадрату расстояния до Солн-

ца: 

.0

,
4

2

2









a

pr
ar

                                                                        (1.94) 
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Ответ: .0,
4

2

2

 


a

pr
ar   

 

Задача 1.8. (Кинематика материальной точки). Небольшое 

тело движется по гладкой внутренней поверхности полого верти-

кального цилиндра радиуса R. В начальный момент времени ско-

рость тела направлена перпендикулярно оси цилиндра и равна 0υ  
(рис. 1.13). Определить законы изменения скорости и ускорения 

материальной точки в цилиндрической системе координат, а также 

угол )(t  между скоростью и ускорением. 

 

Решение 

I. Будем считать тело материальной точкой, которая движется 

по цилиндрической поверхности с постоянной вертикальной со-

ставляющей ускорения, равной ускорению свободного падения g . 

Для решения задачи выберем цилиндрическую систему координат, 

ось Z которой совпадает с осью цилиндра, как показано на 

рис. 1.13. На том же рисунке изображены орты er, e и ez цилиндри-

ческой системы координат. Ось, от которой отсчитывается угол   

системы координат, напра-

вим на положение тела в 

начальный момент времени. 

II,III. В соответствии с 

условиями задачи и выбран-

ной системой координат за-

пишем начальные значения 

проекций скорости для рас-

сматриваемого тела: 

0)0( r , 0)0(   , 

0)0( z .                                           

(1.95) 

Воспользуемся форму-

лами (1.78) и (1.79) задачи 1.5 для проекций скорости и ускорения 

тела на направления, задаваемые ортами цилиндрической систем, 

кроме того учтем, что направление оси Z не меняется в простран-

стве: 

Z 

er 

e 
0
υ

 

ez 

O 

g 
M 

X 

 

Рис. 1.13. Положение тела в цилин-

дрической системе координат. 
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rυr
 , 

rυ  , zυz
 ,                                                        (1.96) 

2 rrar  , 
 rra  2 , zaz

 .                                   (1.97) 

Кроме того, в соответствии с условиями задачи, запишем:  

Rtr )( , 0)( ta , gtaz )( .                                            (1.98) 

Используя (1.96) – (1.97), получим законы изменения проекций 

скорости и ускорения: 

0)( tr , 0)(  t , gttz )( ;                                       (1.99) 

R
tar

2
0)(


 , 0)( ta , gtaz )( .                                    (1.100) 

Таким образом, искомый закон изменения скорости и ускоре-

ния в цилиндрической системе координат имеет следующий вид: 

zgteeυ  0 ,                                                                       (1.101) 

zr g
R

eea 
2
0 .                                                                   (1.102) 

Определим также искомый угол  между скоростью и ускоре-

нием тела: 

  

2

2 2 2 2 2
0 0

cos .
( ) ( )

a g t

a v gt v R g



 

 

v

v
                      (1.103) 

Ответ: zgteeυ  0 ,
zr g

R
eea 

2
0 ,   

  

2

2 2 2 2 2
0 0

cos .
( ) ( )

g t

v gt v R g
 

 

 

 

1.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1.4.1. Из пушки, находящейся на самолете, летящем 

горизонтально со скоростью сам , выпущен снаряд в направлении 

движения самолета. Скорость снаряда относительно самолета рав-

на сн . Пренебрегая сопротивлением воздуха, найти:  

1) уравнение траектории снаряда относительно Земли )(xy ;  
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2) уравнение траектории снаряда относительно самолета 

)(xy  ;  

3) уравнение траектории самолета относительно снаряда 

)(xy  .  

Ответ: 1) 
 

2

2
2

x
g

y
снсам  

 ,       2) 2)(
2

x
g

y 
2
сн

, 

                      3) 2)(
2

x
g

y 
2
сн

, 0x .  

Оси X, X' и X'' декартовой системы координат направ-

лены горизонтально вдоль скорости самолета, а оси Y, 

Y' и Y'' – вертикально вверх, при этом начало коорди-

нат системы XY совпадает с положением самолета в 

момент выстрела пушки.  

 

Задача 1.4.2. Лодка пересекает реку шириной d с постоянной 

относительно воды скоростью  , перпендикулярной скорости те-

чения реки, модуль которой нарастает от берегов к середине реки 

по линейному закону, меняясь от 0 до u. Найти траекторию лодки, 

а также снос лодки l вниз по течению от места ее отплытия до ме-

ста причаливания на противоположном берегу реки. 

Ответ: x
u

d
y


  при y < d/2; 

 

x
u

dd
dy




2

2

 при y > d/2; 
 

2

ud
l  .  

Ось X декартовой системы координат XY направлена 

вдоль берега реки, а ось Y – поперек реки. Начало си-

стемы координат, жестко связанной с берегом реки, 

совпадает с местом отплытия лодки.  

 

Задача 1.4.3. По движущемуся вниз эскалатору спускается 

пассажир со скоростью   относительно эскалатора. Скорость эска-

латора равна u. Спускаясь по неподвижному эскалатору, пассажир 

проходит N ступеней. Сколько ступеней N' пройдет пассажир, 

спускаясь по движущемуся эскалатору? 
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Ответ: N
u

N






.  

 

Задача 1.4.4 ([3], 1.6). Корабль движется по экватору на восток 

со скоростью 0 = 30 км/ч. С юго-востока под углом  = 60 к эква-

тору дует ветер со скоростью  = 15 км/ч. Найти скорость  ветра 

относительно корабля и угол  между экватором и направлением 

ветра в системе отсчета, связанной с кораблем. 

Ответ:  40cos2 0
22

0   км/ч,  




 19
cos

sin

0 


 arctg .  

 

Задача 1.4.5 ([3], 1.7). Два пловца должны попасть из точки А 

на одном берегу реки в прямо противоположную точку В на другом 

берегу. Для этого один из них решил переплыть реку по прямой 

АВ, другой же – все время держать курс перпендикулярно к тече-

нию, а расстояние, на которое его снесет, пройти пешком по берегу 

со скоростью u. При каком значении u оба пловца достигнут точки 

В за одинаковое время, если скорость течения 0 = 2,0 км/ч и ско-

рость каждого пловца относительно воды  = 2,5 км/ч? 

Ответ: 0,3
1)/(1/1 2

0

0 






u км/ч.  

 

Задача 1.4.6 ([3], 1.8). От бакена, который находится на сере-

дине широкой реки, отошли две лодки, А и В. Обе лодки стали дви-

гаться по взаимно перпендикулярным прямым: лодка А – вдоль ре-

ки, а лодка В – поперек. Удалившись на одинаковое расстояние от 

бакена, лодки вернулись затем обратно. Найти отношение времен 

движения лодок А/В, если скорость каждой лодки относительно 

воды в  = 1,2 раза больше скорости течения. 

Ответ: 8,11// 2   BA .  

 

Задача 1.4.7 ([3], 1.9). Лодка движется относительно воды со 

скоростью, в n = 2 раза меньшей скорости течения реки. Под каким 
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углом к направлению течения лодка должна держать курс, чтобы ее 

снесло течением как можно меньше? 

Ответ: 1202/)/1arcsin(   n .  

 

Задача 1.4.8 ([3], 1.10). Два тела бросили одновременно из од-

ной точки: одно – вертикально вверх, другое  под углом 60  к 

горизонту. Начальная скорость каждого тела 0 = 25 м/с. Найти 

расстояние между телами через t = 1,70 с.  

Ответ: 22)sin1(20   tl  м.  

 

Задача 1.4.9 ([3], 1.11). Два шарика бросили одновременно из 

одной точки в горизонтальном направлении в противоположные 

стороны со скоростями 1 = 3,0 м/с и 2 = 4,0 м/с. Найти расстояние 

между шариками в момент, когда их скорости окажутся взаимно 

перпендикулярными. 

Ответ: 5,2/)( 2121  gl   м.  

 

Задача 1.4.10 ([3], 1.12). Три материальных точки находятся в 

вершинах равностороннего треугольника со стороной а. Они начи-

нают одновременно двигаться с постоянной по модулю скоростью 

, причем первая точка все время держит курс на вторую, вторая – 

на третью, третья – на первую. Через сколько времени точки встре-

тятся? 

Ответ: 3/2at  .  

 

Задача 1.4.11 Определить закон изменения модуля скорости 

материальной точки, движущейся в плоскости, если ее движение 

описывается в полярной системе координат следующим законом: 

)1()( btatr  , 
bt

bt
t




1
)( , где a  и b  – положительные постоян-

ные величины.  

Ответ: 
2)1(

1
1

bt
ab


 , при 

b
t

1
 .  
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ГЛАВА 2 

КИНЕМАТИКА ПРОСТЕЙШИХ СИСТЕМ, УРАВНЕНИЕ 

КИНЕМАТИЧЕСКОЙ СВЯЗИ  

 

2.1. Теоретический материал 

Основные определения физических величин, 

необходимые для решения задач этой главы, см. в главе 1.  
Уравнения кинематической связи – уравнения, 

связывающие кинематические характеристики различных тел 

системы:  

.0),...,,(

,0),...,,(

,0),...,,(

21

21

21







Na

Nυ

Nr

f

f

f

aaa

υυυ

rrr

                                                                  (2.1) 

Существуют два способа нахождения уравнений 

кинематической связи.  

Способ 1. Принцип независимых перемещений. 

Перемещение какого-либо тела в системе связанных тел 

складывается из так называемых «независимых» перемещений, 

каждое из которых обусловлено (вызвано) перемещением 

соответствующего другого тела системы при покоящихся 

остальных телах: 





ik

k
ii

)(
rr .                                                                            (2.2) 

Способ 2. Записать величины постоянных кинематических 

характеристик элементов связей (нитей, штанг, блоков, 

поверхностей и т.д.) через координаты тел системы, используя 

свойства этих элементов (нерастяжимость, неподвижность, 

недеформированность), и продифференцировать эти величины по 

времени.  
 

2.2. Основные типы задач и методы их решения 

Основной задачей кинематики является определение 

кинематических характеристик тел, движущихся относительно 

данной системы отсчета.  

Задачи данной главы условно можно отнести к следующим 

типам задач или их комбинациям: 
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1) уравнения кинематической связи, 

2) кинематика простейших механических систем. 

Как правило, один из типов задач имеет основное, другой – 

подчиненное по отношению к условию задачи значение.  

При решении задачи необходимо последовательно реализовать 

следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и 

явлений.  

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить 

рассматриваемые тела. 

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее 

систему координат (из соображений удобства). 

3. Изобразить и обозначить кинематические характеристики 

тел.  

4. Выбрать модели тел и их движения (если это не сделано в 

условии задачи). 

II. Записать полную систему уравнений для искомых 

величин. 

1. Записать в проекциях на оси координат:  

а) законы движения,  

б) законы изменения скорости, 

в) законы изменения ускорения. 

2. Записать начальные условия. 

3. Записать уравнения кинематических связей. 

4. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи (например, заданные соотношения между 

характеристиками системы). 

III. Получить искомый результат в аналитическом и 

численном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть характерные случаи, установить 

область применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

Примечания. 

Пункты II.1 – II.3 (в том числе II.2.a – II.2.в) можно выполнять 

в той или иной последовательности в зависимости от типа задачи.  
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2.3. Примеры решения задач 

Задача 2.3.1. (Уравнения кинематической связи). Концы 

твердого стержня MN могут свободно скользить по сторонам 

прямого угла MON (см. рис. 2.1). Найти уравнение траектории 

точки P стержня, которая делит его на части длиной а и b.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 
I. Выберем и изобразим декартову систему координат, оси 

которой совпадают со сторонами угла MON (см. рис. 2.1).  

В соответствии с условием задачи будем считать стержень 

абсолютно твердым. Следовательно, его положение в любой 

момент времени t однозначно задается углом (t) между осью OX и 

стержнем MN.  

II. Запишем закон движения точки P стержня в координатной 

форме (см. рис. 2.1): 









).(sin)(

,)(cos)(

tbty

tatx




                                                                        (2.3) 

Искомое уравнение траектории точки P можно получить, исключив 

время из закона движения (2.3). 

III. Преобразуя уравнения (2.3), получаем: 

2

2

2

2
22 )(sin)(cos

b

y

a

x
tt   .                                                  (2.4) 

Следовательно, искомое уравнение траектории принимает вид:  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
.                                                                               (2.5) 

Рис. 2.1. Геометрия системы   
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Уравнение (2.5) является уравнением эллипса с полуосями, 

совпадающими по направлению с осями выбранной системы 

координат и равными a и b. В случае, когда a = b, эллипс 

вырождается в окружность. 

Ответ: 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

 

Задача 2.3.2 (Уравнения кинематической связи). На клине с 

углом при основании , расположенном на горизонтальной 

поверхности, находится система двух тел 1 и 2 (см. рис. 2.2), 

связанных нерастяжимой нитью, перевешенной через маленький 

блок, ось которого закреплена в верхней точке клина. Записать 

уравнение кинематической связи для ускорений клина и двух тел, 

если тело 2 не отрывается от вертикальной поверхности клина в 

процессе движения.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 
I. Выберем систему отсчета, связанную с горизонтальной 

поверхностью. Ось X декартовой системы координат направим 

горизонтально, а ось Y вертикально вверх (см. рис. 2.2). 

Будем считать тела 1 и 2 материальными точками, связанными 

нерастяжимой нитью, а клин – абсолютно твердым телом, которое 

может двигаться поступательно вдоль оси X. Обозначим 

координаты первого и второго тел в системе координат XY – (x1, 

y1) и (x2, y2), соответственно. Линейные размеры блока по условию 

задачи малы по сравнению с длиной нити, поэтому не будем 

учитывать их при записи уравнений кинематической связи для 

координат тел системы. 

Рис. 2.2. Система двух тел, помещенная на 

клин. 
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II. Выразим длину нити l через вертикальные координаты 

различных точек рассматриваемой системы тел: 

2бл
1бл

sin
yy

yy
l 





,                                                                (2.4) 

где блy  – координата блока, не изменяющаяся в процессе 

движения. 

Если длину наклонного участка нити выразить через 

горизонтальные координаты тел системы, то выражение для длины 

нити принимает вид: 

2бл
12

cos
yy

xx
l 





.                                                                  (2.5) 

III. Дифференцируя (2.4) и (2.5) дважды по времени и 

учитывая, что constl  и constбл y , получаем искомые уравнения 

кинематической связи для ускорений тел рассматриваемой 

системы: 











.0cos

,0sin

212

21





yxx

yy

aaa

aa
                                                          (2.6) 

Ответ 










.0cos

,0sin

212

21





yxx

yy

aaa

aa

 
 

Задача 2.3.3. (Уравнения кинематической связи). Система тел 

состоит из трех блоков и трех 

подвешенных к ним грузов 

(см. рис. 2.3). Найти уравнение 

кинематической связи для ускорений 

грузов. 

 

Решение 

Выберем систему отсчета, жестко 

связанную с потолком. Направление 

оси X декартовой системы координат, 

связанной с телом отсчета, показано на 

рис. 2.3. Считаем грузы 1, 2 и 3 

материальными точками, нити – 

нерастяжимыми. Проскальзывания 

нитей относительно блоков нет. 

Рис. 2.3. Координаты грузов 

и подвижного блока. 
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x2 
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Рассмотрим два способа нахождения уравнений 

кинематической связи. 

Способ 1. Принцип независимых перемещений. Перемещение 

какого-либо тела в системе связанных тел складывается из так 

называемых «независимых» перемещений, каждое из которых 

обусловлено перемещением одного из тел системы при 

покоящихся других телах: 





ik

k
ii

)(
rr .                                                                           (2.7) 

Перемещение груза 1, согласно (2.7), можно представить как 

сумму перемещений груза 1 при перемещении груза 2, x1
(2), 

считая, что груз 3 покоится, и при перемещении груза 3, x1
(3), 

считая, что груз 2 покоится: 
)3(

1
)2(

11 xxx  .                                                                      (2.8) 

Предположим для определенности, что груз 2 поднимается. 

Координата груза 1 при перемещении груза 2 изменяется на x1
(2): 

2
)2(

1 2 xx  .                                                                            (2.9) 

Аналогично найдем перемещение груза 1 при перемещении 

груза 3, x1
(3), при условии, что груз 2 покоится: 

3
)3(

1 xx  .                                                                             (2.10) 

Сложив соотношения (2.9) и (2.10), получим уравнение 

кинематической связи для изменений координат тел системы: 

02 31  xxx 2 .                                                                (2.11) 

Дважды продифференцировав (2.11) по времени, получаем 

искомое уравнение кинематической связи для ускорений: 

02 31  aaa 2 .                                                                     (2.12) 

Способ 2. В соответствии с п. 2.1. следует выразить величины 

постоянных кинематических характеристик элементов связей (в 

данном случае нити и блоков) через координаты тел системы, 

используя свойства этих элементов, и продифференцировать эти 

величины по времени. 

Выразим величины длин нитей, которые являются 

постоянными кинематическими характеристиками данной 

системы, через координаты тел системы – грузов (x1, x2 и x3) и 

подвижного блока (xб), используя свойство длин нитей: 

constб  rxxx 32 31 ,                                                      (2.13) 
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где r – радиус блоков (блоки считаем одинаковыми). 

constб  xx2 .                                                                        (2.14) 

Дважды дифференцируя (2.13) и (2.14) по времени, получим 

уравнение кинематической связи для ускорений грузов: 

02 31  aaa 2 .                                                                     (2.15) 

Таким образом, оба способа приводят к одному и тому же 

уравнению кинематической связи для ускорений. 

Ответ: 02 31  aaa 2 . 

 

Задача 2.3.4. (Уравнения 

кинематической связи). Система тел 

состоит из двух блоков и двух 

подвешенных к ним тел (см. рис. 2.4). 

Один из блоков составлен из двух 

коаксиальных цилиндров с неподвижной 

относительно потолка осью, имеющих 

различные радиусы r и R. Первое тело 

подвешено на нити, намотанной на 

цилиндр радиуса r, второй – на нити, 

прикрепленной к оси другого блока. 

Найти ускорение второго тела, если 

известно, что ускорение первого тела 

равно a1. Нити считать нерастяжимыми. 

 

Решение 

I. Выберем систему отсчета, жестко связанную с потолком. 

Направление осей декартовой системы координат, связанной с 

телом отсчета, показано на рис. 2.4. 

Считаем тела 1 и 2 материальными точками, нити – 

нерастяжимыми. Проскальзывания нитей относительно блоков нет. 

II. Пусть за малый интервал времени t изменение координаты 

первого тела равно x1 (для определенности будем считать, что оно 

опускается). Поскольку нить нерастяжима, то угол поворота  

цилиндра радиусом r связан с величиной x1 следующим 

соотношением:  

ΔΔ 1 rx  .                                                                                (2.16) 

Рис. 2.4. Система блоков и 

подвешенных к ним тел. 
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При этом второй цилиндр радиусом R повернется на тот же 

угол , а длина нити, на которой лежит блок с подвешенным к 

нему телом 2, изменится на величину: 

ΔΔ Rl  .                                                                               (2.17) 

Изменение координаты центра второго блока, а значит и 

второго тела, равно: 

2

Δ
Δ 2

l
x  .                                                                                 (2.18) 

III. Решая систему уравнений (2.16) – (2.18), получим 

уравнение, связывающее изменения координат двух тел: 

2

Δ
Δ 1

2

x

r

R
x  .                                                                       (2.19) 

Поделив левую и правую части (2.19) на малый интервал 

времени, получим уравнение кинематической связи для скоростей 

тел: 

r

R

2
12   .                                                                              (2.20) 

Дифференцируя полученное соотношение по времени, 

получаем искомую связь между ускорениями тел: 

r

R
aa

2
12  .                                                                              (2.21) 

Ответ: 
r

R
aa

2
12   

 

Задача 2.3.5. (Кинематика 

простейших механических систем). 

На вал радиуса R, закрепленный на 

оси, намотана веревка, на конце 

которой висит груз, опускающийся 

вниз (см. рис. 2.5). Закон движения 

груза: x = x0 + bt2, где x0 и b – 

постоянные положительные 

величины. Определить угловые 

скорость  и ускорение  

произвольной точки обода вала, 

модуль ускорения a этой точки, его 

нормальную an и тангенциальную a 

Рис. 2.5. Геометрия системы 

и выбор осей X и Y. 
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МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 48 

составляющие. Записать закон движения этой точки. 

 

Решение 

I. Нарисуем чертеж и изобразим на нем направление скорости 

υ  движения груза. В соответствии с условием задачи направим ось 

X декартовой системы координат вертикально вниз (рис. 2.5). Для 

определения ускорения и закона движения произвольной точки A 

на ободе вала выберем полярную систему координат с полярной 

осью, совпадающей с осью Y. В этой системе координат угол  

однозначно определяет положение рассматриваемой точки A. 

Поскольку в условии задачи не оговаривается иное, считаем 

веревку нерастяжимой и что проскальзывания веревки 

относительно вала нет. 

II. Запишем заданный в задаче закон движения груза в 

декартовой системе координат: 
2

0 btxx  .                                                                              (2.22) 

Поскольку веревка нерастяжима, уравнение кинематической 

связи имеет вид: 

t
Rx

d

d
  .                                                                                (2.23) 

III. Найдем законы изменения скорости груза и его ускорения 

в проекции на ось X декартовой системы координат: 

bt
t

x
x 2

d

d
 ,                                                                          (2.24) 

b
t

ax 2
d

d



,                                                                           (2.25) 

Точки обода вала совершают неравномерное движение по 

окружности, причем модуль их скорости (поскольку нить 

нерастяжима и не проскальзывает по поверхности обода) в каждый 

момент времени равен модулю скорости груза, поэтому, используя 

(2.22) для угловой скорости  и углового ускорения , получаем: 

R

bt

R

x 2



 ,                                                                           (2.26) 

R

b

t

2

d

d



 .                                                                          (2.27) 

Поскольку проекция ускорения груза на ось X равна 

тангенциальной проекции ускорения точек обода, то: 
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ba 2 .                                                                                    (2.28) 

Нормальную проекцию ускорения определим через скорость 

точки и радиус окружности:  

R

tb

R
an

222 4



.                                                                   (2.29) 

Модуль полного ускорения произвольной точки A на ободе 

колеса равен: 

1
4

2
2

42
22 

R

tb
baaa n  .                                                  (2.30) 

Закон движения произвольной точки A на ободе вала запишем 

в полярной системе координат: 

R

btt
t

2

0

2

0
2

)(  


 ,                                                       (2.31) 

где 0 – начальное значение угловой координаты точки A в 

выбранной полярной системе координат. 

Ответ: 
R

bt2
 , 

R

b2
 , 1

4
2

2

42


R

tb
ba ,  

R

tb
an

224
 , ba 2 , 

R

btt
t

2

0

2

0
2

)(  


 .  

 

Задача 2.3.6. (Кинематика простейших систем). 

Вращающаяся с постоянной угловой скоростью   видеокамера, 

находящаяся в начале координат, фиксирует положение гоночного 

автомобиля, который движется по участку траектории, уравнение 

которой задается в полярных координатах функцией: r = 2a+4acosφ 

(см. рис. 2.6). Автомобиль все время находится в поле зрения 

видеокамеры. Определить скорость автомобиля в момент времени, 

когда φ=π/3.  

 

Решение 

I. Будем считать автомобиль материальной точкой. В 

соответствии с заданным законом движения изобразим траекторию 

движения. Изобразим на этом же рисунке орты декартовой и 

полярной систем координат. 
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II,III. Закон движения автомобиля, заданный в полярной 

системе координат, запишем в декартовой системе координат XOY 

(см. рис.2.6.): 

)(cos)()( ttrtx  ,  (2.32) 

)(sin)()( ttrty  . (2.33) 

Дифференцируя закон движения по времени, получаем законы 

изменения проекций скорости автомобиля в декартовой системе 

координат:  

 sincos  rrxx  ,                                                    (2.34) 

 cossin  rryy  .                                                   (2.35) 

Скорость автомобиля: 

22
yx   .                                                                           (2.36) 

Преобразуем выражение, стоящее под квадратным корнем: 

 2222 )cossin()sincos(   rrrryx  

22222222222 sin)(cos)(   rrrrrr  .    (2.37) 

По условию задачи: 

cos42 aar  ,                                                                      (2.38) 

tω .                                                                                      (2.39) 

Рис.2.6.Траектория движения автомобиля и орты 

декартовой и полярной систем координат. 

X 

 

 j 
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Следовательно: 

 sin4ar  ,                                                                        (2.40) 

ω .                                                                                      (2.41) 

Подставляя последние два выражения в формулу для скорости 

(2.36), получаем: 

)cos(ω45ω2 ta  .                                                          (2.42) 

В тот момент, когда угол φ = π/3, cos(ωt) = 1/2, тогда искомая 

скорость равна: 

.72  a  

Ответ:  .72  a  

  

Задача 2.3.7. (Кинематика простейших систем). Груз 

поднимают с помощью дифференци-

ального ворота (рис.2.7). Радиусы валов 

ворота A и B равны R и r соответственно. 

Определить угловую скорость вращения 

подвижного блока C, если груз 

поднимается со скоростью   

 

Решение 

I. Выберем лабораторную систему 

отсчета, в которой ось Z направлена вдоль 

оси дифференциального ворота. 

Изобразим положение ворота, подвижного 

блока C и груза в плоскости XY 

(см. рис.2.8). Считаем веревку 

нерастяжимой. Проскальзывания веревки 

относительно подвижного блока нет. 

II,III. Пусть за малый интервал времени t ворот повернулся 

на угол . Длина не намотанной на ворот части веревки 

уменьшится на 

rRl   ΔΔΔ .                                                                  (2.43) 

Следовательно координата  подвижного блока изменится на  

2
Δ

l
х


 .                                                                                  (2.44) 

A 

B 

C 

Рис.2.7.Дифференциальны

й ворот с подвешенным к 

нему подвижным блоком 

и грузом.  
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Знак минус в последнем выражении определяется выбором оси X 

(см. рис. 2.8). Учитывая (2.43) и (2.44) получаем связь между 

скоростью подъема груза   и угловой скоростью вращения ворота 

ω:  

)(
2

1
rR

dt

d

dt

dx



 , 

   
)(

2
rR 


                             (2.45) 

То есть угловая скорость вращения 

ворота равна 

rR 





2
.                                  (2.46) 

Для определения угловой скорости 

вращения блока C определим изменение 

длины одной из веревок, на которых 

подвешен блок C, например, правой. 

При повороте блока A на угол  на 

блок наворачивается кусок веревки, 

равный RΔ . В силу нерастяжимости 

нити, он равен: 

xRR  11ΔΔ  .                (2.47) 

Учитывая (2.43) и (2.44) из (2.47) 

получаем: 





2

ΔΔ 11

l
RR 

 

           2
Δ)

2

1

2

1
(Δ

rR
rRR


  .                                  (2.48) 

Подставляя в (2.48) значение радиуса подвижного блока 

2
1

rR
R


 ,                                                                                 (2.49) 

получаем  связь между углом поворота ворота и подвижного блока 

за один и тот же интервал времени  

1ΔΔ   .                                                                                  (2.50) 

То есть угловая скорость вращения блока C равна 

X 

r 

O Y 

Δφ 

R 
A 

B 

R 1 

C 

Δφ 
1 

O 1 

Рис. 2.8. Оси координат и 

кинематические характе-

ристики системы. 
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rR
C







2
.                                                                        (2.51) 

Ответ:   
rR

С






2

.  

 

Задача 2.3.8 (Кинематика простейших механических систем). 

Бобина магнитофонной ленты, имеющей толщину d проигрывается 

в течение времени t. Начальный радиус бобины c пленкой R, а 

конечный (без пленки) – r. Определить скорость протяжки ленты, 

считая ее постоянной. 

 

Решение 

I. Будем считать ленту нерастяжимой, скорость протяжки 

ленты, в соответствии с условием задачи, постоянной, а толщину 

ленты d<<r.  

II,III. Для определения скорости протяжки ленты необходимо 

найти ее длину. Для этого найдем число слоев, длину каждого слоя 

определим через его радиус и суммируя найдем длину всей пленки. 

Число слоев N равно 

d

rR
N


 .                                                                                (2.52) 

Длина n-го слоя равна 

)(2 ndrln   .                                                                        (2.53) 

Общая длина: 

 


N

n

N

n

ndrNndrl
11

22)(2   

2

)1(
22




NN
drN  .                                                       (2.54) 

Записанное в (2.54) выражение для последней суммы 

несложно доказать с помощью математической индукции.  

Подставляя  (2.52) в (2.54) получаем 

d

rR
rR

d

rR
l

2222

)(2





  .                                     (2.55) 

Здесь учтено, что d<<r. Поскольку скорость движения ленты 

считается постоянной, то она равна 
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td

rR

t

l






)( 22

 .                                                                 (2.56) 

Ответ:
 td

rR






)( 22

  

 

2.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 2.4.1 Стержень опирается своими концами на стороны 

прямого угла. Верхний конец движется вверх с постоянной 

скоростью  . Найти, как зависит от времени скорость его центра 

C . За начало отсчета времени принять момент, когда верхний 

конец находится в вершине угла. Длина стержня L. 

Ответ:
 

2

12 











L

t
С




  

Задача 2.4.2. Два трактора, движущиеся со скоростями 1
  и 

2
 , буксируют с помощью тросов автомобиль (см. рис.).  

Определить модуль и направление 

скорости υ  автомобиля в тот 

момент, когда тросы параллельны 

векторам 1
υ  и 2

υ , а угол между 

ними равен . 

Ответ: 





sin

cos2 21
2
2

2
1 

 ,  























cos2

sin
arccos

21
2
2

2
1

1
1 ,  

где 1  – угол между векторами υ  и 1υ . 

 

Задача 2.4.3. Тело А подвешено на нитях, перекинутых через 

блоки В и С малого диаметра так, что АВ = ВС (см. рис.). Концы 

нитей тянут с одинаковыми скоростями  . Расстояние между 

блоками В и С равно L. Найти модуль скорости A  тела А в тот 

момент, когда оно находится на расстоянии H от прямой ВС.  

 

2υ  

1υ  
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Ответ: 

2

A
2

1 









H

L
 .  

 

Задача 2.4.4. Лодку подтягивают к пристани высотой Н с 

помощью веревки, наматываемой на вал лебедки. Радиус вала 

равен R << H. Вал вращается с постоянной угловой скоростью . 

Определить зависимость модулей скорости и ускорения лодки от 

длины веревки L > Н. Движение лодки считается поступательным. 

Ответ: 
22 HL

RL





 , 

  2322

2)(

HL

rH
a





. 

 

Задача 2.4.5. Четыре тела подвешены на 

нерастяжимых нитях (см. рис.). Найти ускорение 

тела 4, если известны ускорения остальных трех 

тел.  

 

 

 

 

 

 

 

Ответ:   42 3214 aaaa  , где 1a , 2a , 3a  и 4a  – 

проекции ускорений тел на вертикальную ось декартовой системы 

координат. 

 

 

 

 

    A 

B C L 

H 

 

4

3

1 2
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Задача 2.4.6. Найти уравнение 

кинематической связи для ускорений тел, 

подвешенных на нерастяжимых нитях так, 

как показано на рисунке.  

 

 

 

Ответ: 0
2

1

2

1
2 54321 











 aaa

R

r
a

R

rR
a , 

где 1a , 2a , 3a , 4a  и 5a  – проекции ускорений тел на 

вертикальную ось декартовой системы координат. 

 

Задача 2.4.7. Два тела подвешены 

на нерастяжимых нитях, как показано 

на рисунке. Определить ускорение тела 

2, если известно ускорение тела 1. 

Ответ: 12 16aa  , где 1a  и 2a  – 

проекции ускорений тел на 

вертикальную ось декартовой системы 

координат.  

 

 

 

 

 

 

2 

1 

 

1 2 
3 

r 

R 

4 
5 
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ГЛАВА 3 

ДИНАМИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ И  

ПРОСТЕЙШИХ СИСТЕМ 
 

3.1. Теоретический материал 

Первый закон Ньютона. Существуют такие системы отсчета, 

относительно которых изолированная материальная точка (на ко-

торую не действуют другие тела) движется равномерно и прямоли-

нейно или покоится. Такие системы отсчета называются инерци-

альными. 
Второй закон Ньютона. Произведение массы материальной 

точки на ее ускорение относительно инерциальной системы отсче-

та равно сумме всех сил, действующих на эту материальную точку: 


i

im Fa .                                                                                 (3.1) 

Третий закон Ньютона. Силы взаимодействия двух матери-

альных точек: 

1) парные и приложены к разным материальным точкам, 

2) одной природы, 

3) равны по модулю, 

4) противоположны по направлению, 

5) направлены вдоль прямой, соединяющей материальные точ-

ки. 

Уравнение движения – второй закон Ньютона, записанный в 

векторной форме или в проекциях на оси инерциальной системы 

отсчета: 


i

im Fa  или 



























i

izz

i

iyy

i

ixx

Fma

Fma

Fma

.

,

,

                                                 (3.2) 

Заметим, что уравнение движения можно записать в проек-

циях на любую, в том числе и произвольно движущуюся относи-

тельно инерциальной системы отсчета, ось. Для этого достаточно 

умножить скалярно левую и правую части векторного уравнения 

движения (3.2) на единичный вектор (орт), задающий направление 
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этой оси. Например, на направление скорости τ  и на направление, 

перпендикулярное скорости n : 

,

,









i

i

i

inn

Fma

Fma



                                                                              (3.3) 

где )()()( ttat nn na   и )()()( ttat τa    – нормальная и тангенци-

альная составляющие ускорения материальной точки.  

Законы динамики – это законы Ньютона и законы, описыва-

ющие индивидуальные свойства сил. 

 

3.2. Основные типы задач и методы их решения 

В данной главе рассматриваются два типа задач: прямая задача 

динамики и обратная задача динамики.  

Прямая задача динамики – найти закон движения тела или 

системы тел, если известны силы, действующие на эти тела. 

Обратная задача динамики – найти действующие на тело 

или систему тел силы или другие характеристики этой системы, 

если известны законы движения тел, входящих в систему. 

Большинство задач содержат в себе элементы как прямой, так 

и обратной задач динамики. Как правило, одна из этих задач имеет 

основное, другая – подчиненное по отношению к условию задачи 

значение.  

Для решения подобных задач необходимо придерживаться 

следующей схемы. 

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  
1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматриваемые 

тела. 

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систему 

координат (из соображений удобства). 

3. Изобразить и обозначить все силы и необходимые кинема-

тические характеристики системы. 

4. Выбрать модели тел и их движения (если это не сделано в 

условии задачи). 

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 
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1. Записать уравнения движения в проекциях на оси координат 

для всех тел системы. 

2. Использовать третий закон Ньютона, если это не было сде-

лано ранее в п. I.3. 

3. Использовать законы, описывающие индивидуальные свой-

ства сил (см. п. 4.1 Теоретический материал в Главе 4): 

а) закон всемирного тяготения, 

б) закон Гука, 

в) закон Амонтона – Кулона и т.д. 

4. Записать уравнения кинематических связей. 

5. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть предельные и частные случаи, установить 

область применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

Примечания. 

В случае решения задач на динамику материальной точки в 

пп. I.3 – II.1 речь идет о характеристиках материальной точки, а 

п. II.2 надо опустить.  

В случае решения задач на динамику простейших механиче-

ских систем в пп. I.3 – II.2 речь идет о характеристиках и уравнени-

ях движения тел и силах, действующих между телами рассматри-

ваемой системы.  

Пункты II.1 – II.4 (в том числе II.3.а – II.3.в) можно выполнять 

в той или иной последовательности в зависимости от решаемой 

задачи.  

 

3.3. Примеры решения задач 

Задача 3.3.1. (Машина Атвуда, прямая задача механики). Че-

рез блок, подвешенный к потолку перекинута нить. К концам нити 

прикреплены два груза массами m1 и m2. Определить ускорения 

тел. 
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Решение 
Решение данной задачи (и всех последующих) будем прово-

дить в соответствии с предложенной схемой решения задач дина-

мики. 

I. Выберем систему координат так, как показано на рис. 3.1, и 

изобразим на нем действующие на тела системы силы: силы тяже-

сти и силы, действующие со стороны нитей.  

Выберем модели тел и их движений. Грузы считаем матери-

альными точками, подвешенными на невесомой и нерастяжимой 

нити, перекинутой через невесомый абсолютно твердый цилиндри-

ческий блок. Будем считать, что грузы движутся вертикально, нить 

не проскальзывает относительно блока, сопротивления воздуха и 

трения в оси блока нет.  

II. Запишем уравнения движения 

двух грузов в проекции на ось X (см. 

рис. 3.1) и уравнение кинематической 

связи, являющееся следствием нерас-

тяжимости нити: 

.0

,

,

21

2222

1111







aa

Tgmam

Tgmam

                        (3.4) 

Здесь 1a  и 2a  – проекции ускорений 

грузов на ось X, 1T  и 2T  – модули сил, 

действующих на грузы со стороны ни-

ти.  

Докажем постоянство модуля силы 

натяжения нити вдоль всей ее длины в 

условиях данной задачи. Для этого вы-

делим мысленно прямолинейный участок нити произвольной дли-

ны (см. рис. 3.1) и запишем уравнение его движения в проекции на 

ось X: 

сопрнвннн FgmTTam  ,                                                      (3.5) 

где нm  – масса выделенного участка нити, нa  – проекция его уско-

рения на ось X, Tн и Tв – модули сил натяжения, действующих на 

выделенный участок нити со стороны нижнего и верхнего примы-

Рис. 3.1. Машина Атвуда.  
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кающих к нему участков нити, сопрF  – проекция силы сопротивле-

ния воздуха.  

Поскольку нить по условию задачи невесома и нет силы со-

противления воздуха, то из (3.2) следует, что модуль силы натяже-

ния нити постоянен вдоль прямолинейного участка нити, а, следо-

вательно, сила, приложенная к грузу со стороны нити и сила натя-

жения нити в верхней части прямолинейного участка равны по мо-

дулю.  

Для доказательства равенства модулей сил натяжения нити 

слева и справа от блока запишем уравнение вращательного движе-

ния (см. Глава 6) блока вместе с примыкающим к нему участком 

нити (см. рис. 3.1):  

сопртр21
d

d
MMRTRT

t
J 


,                                            (3.6) 

где J  – момент инерции блока вместе с примыкающим к нему 

участком нити относительно оси, проходящей через центр блока и 

направленной за плоскость чертежа,   – угловая скорость враще-

ния блока, трM  – момент сил трения, действующих в оси блока, 

сопрM  – момент сил сопротивления воздуха, действующих на блок.  

Поскольку блок и нить невесомы, нет трения в оси блока и си-

лы сопротивления воздуха, то в соответствии с (3.6) модули сил 

натяжения нити слева и справа от блока равны. Следовательно, 

равны и силы натяжения нити, приложенные к грузам: 

21 TT  .                                                                                        (3.7) 

III. Решим полученную систему уравнений (3.4) и (3.7) относи-

тельно искомых физических величин: 

21

21
1

mm

mm
ga




 , 

21

21
2

mm

mm
ga




 .                                             (3.8) 

Для оценки правильности полученного результата проанали-

зируем частные и предельные случаи. Если к нити подвешены гру-

зы одинаковой массы, то полученные формулы для проекций уско-

рений дают значение, равное нулю, что очевидно и из общих сооб-

ражений. Если m1 >> m2, то a1 = g, a2 = −g. При выполнении обрат-

ного неравенства m1 << m2, ускорения грузов равны a1 = −g и a2 = g. 

Эти предельные значения легко получить из физических соображе-

ний. Если один из грузов имеет существенно бóльшую массу, чем 
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второй, то он падает с ускорением свободного падения. Ускорение 

второго груза в силу нерастяжимости нити равно по величине 

ускорению первого груза и противоположно по направлению. 

Ответ: 
21

21
1

mm

mm
ga




 , 

21

21
2

mm

mm
ga




 . 

 

Задача 3.3.2 (Прямая задача динамики). Найти ускорения тел 

и силы натяжения нитей для системы тел, изображенной на рисун-

ке. 

Решение 
I. Выберем систему координат 

так, как показано на рис. 3.2, и изобра-

зим силы, действующие на тела си-

стемы. 

Выберем модель, аналогичную 

той, которая была использована в 

предыдущей задаче: грузы считаем 

материальными точками, подвешен-

ными на невесомых и нерастяжимых 

нитях, перекинутых через невесомые 

абсолютно твердые цилиндрические 

блоки. Будем считать, что грузы дви-

жутся вертикально, нить не проскаль-

зывает относительно блоков, сопро-

тивления воздуха и трения в оси бло-

ков нет. 

II. Запишем уравнения движения грузов в проекции на ось X 

выбранной системы координат: 

1111 Tgmam  ,                                                                          (3.9) 

2222 Tgmam  .                                                                       (3.10) 

Здесь 1a  и 2a  – проекции ускорений грузов на ось X, 1T  и 2T  – мо-

дули сил, действующих на грузы со стороны нитей.  

Обозначим координаты тел и подвижного блока x1, x2 и xбл со-

ответственно. Запишем условия нерастяжимости нитей (см. 

рис. 3.2) в виде:  

const2 бл1  xx ,                                                                      (3.11) 

constбл2  xx .                                                                       (3.12) 

Рис. 3.2. Система тел. 
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Дважды дифференцируя (3.11) и (3.12) по времени, получим 

уравнение кинематической связи для ускорен ий грузов: 

02 21  aa .                                                                             (3.13) 

В рамках принятой модели силы натяжения нити с обеих сто-

рон любого из блоков равны (см. решение задачи 3.3.1). Связь 

между силами натяжения разных нитей найдем из уравнения дви-

жения подвижного блока: 

12блбл 2TTam  ,                                                                     (3.14) 

где масса подвижного блока 0бл m .  

III. Решая полученную систему уравнений (3.9), (3.10), (3.13) и 

(3.14), получаем выражения для искомых величин: 

21

21
1

4

2
2

mm

mm
ga




 ,                                                                     (3.15) 

21

12
2

4

2

mm

mm
ga




 ,                                                                       (3.16) 
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4

3

mm

gmm
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 ,                                                       (3.17) 

 
21

21
112

4

6
2

mm

gmm
agmT


 .                                                    (3.18) 

Рассмотрим частные и предельные случаи решения задачи 

(3.15) – (3.18). 

1. Если 212 mm  , то грузы покоятся или двигаются равномер-

но и прямолинейно: 

021  aa . 

При этом силы натяжения нитей равны: 

gmTT 112 22  . 

2. Если 12 mm  , то тело массой 2m  будет падать с ускорени-

ем свободного падения:  

ga 2 , 

а тело массой 1
m  подниматься вверх с удвоенным по модулю уско-

рением: 

ga 21  . 

При этом: 

gmTT 112 62  . 
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3. Если 21 mm  , то тело массой 1
m  будет падать с ускорени-

ем свободного падения: 

ga 1 , 

а тело массой 2
m  подниматься вверх с ускорением 

ga 5,02  . 

При этом: 

gmTT
112

2

3
2  . 

Ответ: 
21

21
1

4

2
2

mm

mm
ga




 , 

21

12
2

4

2

mm

mm
ga




 , 

21
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4

3
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gmm
T


 , 

21

21
2

4

6

mm

gmm
T


 . 

 

Задача 3.3.3. (Прямая задача динамики). В системе тел, изоб-

раженных на рис. 3.3, известны массы бруска m и клина M, а также 

угол  при основании клина. Массы блока и нити пренебрежимо 

малы, нить нерастяжима, трения нет. Найти ускорение клина A . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 

I. Выберем систему координат так, как показано на рис. 3.3. 

Изобразим силы, действующие на тела системы: mg и Mg – силы 

тяжести, действующие на брусок и клин, соответственно; R – сила 

Рис. 3.3. Система координат и силы, действующие на клин и 

брусок. 
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реакции опоры, действующая на клин; N – сила взаимодействия 

бруска и клина. При этом учтем, что сила натяжения нити T посто-

янна вдоль всей ее длины в рамках принятых в условии задачи мо-

делей тел системы, а силы взаимодействия бруска и клина равны 

по величине в соответствии с третьим законом Ньютона и направ-

лены перпендикулярно поверхности их соприкосновения из-за от-

сутствия сил трения.  

II. Запишем уравнения движения бруска и клина в проекциях 

на оси выбранной системы координат и учтем при этом, что клин 

может двигаться только вдоль оси X ( 0yA ):  

 cossin TNmax  ,                                                           (3.19) 

 sincos TmgNmay   ,                                                 (3.20) 

TTNMAx   cossin ,                                                  (3.21) 

 sincos0 TMgNR  .                                                (3.22) 

Дополним систему уравнений (3.19) – (3.22) уравнением кине-

матической связи, которое следует из условия нерастяжимости ни-

ти: 

const
xx

x 



cos

к
к ,                                                                  (3.23) 

const
yy

x 



sin

0
к .                                                                 (3.24) 

Дифференцируя (3.23) – (3.24) дважды по времени, получим: 

0
cos







xx
x

Aa
A ,                                                                      (3.25) 

0
sin




y

x

a
A .                                                                          (3.26) 

III. Преобразуем систему уравнений (3.19) – (3.21), (3.25), 

(3.26), исключив из них проекции ускорения бруска xa  и ya . 

Уравнение (3.22) не требуется для решения поставленной задачи 

(не требуется нахождения силы реакции опоры, действующей на 

клин R). В результате получим следующую систему уравнений: 

   cossincos1 TNmAx  ,                                          (3.27) 

 sincossin TmgNmAx  ,                                        (3.28) 

TTNMAx   cossin .                                                 (3.29) 
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Решив эту систему уравнений, определим проекцию ускорения 

клина на ось X: 

 


cos12/

sin




mM
gAx .                                                   (3.30) 

Проанализируем полученное выражение для проекции ускоре-

ния клина x
A . Если масса клина значительно больше массы бруска 

(M >> m), то ускорение клина обращается в ноль. Неподвижным 

при этом остается и брусок. Если угол при основании клина равен 

нулю, то нет сил, которые могли бы вызвать движение клина – 

ускорение клина также равно нулю.  

Ответ: 
 


cos12/

sin




mM
gAx . 

 

Задача 3.3.4. (Прямая задача динамики). На доске массой М 

лежит брусок массой m. Коэффициент трения между доской и 

бруском равен . Доска может двигаться по гладкой горизонталь-

ной поверхности. К бруску прикладывается горизонтальная сила F, 

модуль которой зависит от времени по закону F = t, где  = const. 

Определить скорости бруска (t) и доски V(t) спустя время t после 

начала действия силы.  

 

Решение 

I. Проанализируем характер движения бруска и доски. При ма-

лой величине приложенной к бруску горизонтальной силы F доска 

и брусок будут двигаться с одинаковым ускорением, поскольку си-

ла трения покоя не достигнет еще максимального значения. В не-

который момент времени 0
t  сила трения покоя достигнет макси-

мального значения, равного силе трения скольжения, и в дальней-

шем будет происходить скольжение бруска по доске, а, следова-

тельно, ускорения тел системы будут изменяться по различным 

законам. Таким образом, решение задачи разбивается на два этапа: 

нахождение искомых скоростей бруска и доски при 00 tt   и при 

0tt  . Необходимо также определить момент времени 0t , в кото-

рый начнется скольжение бруска по доске. 

Выберем систему координат так, как показано на рис. 3.4, и 

изобразим силы, действующие на тела системы. 
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II. Запишем уравнения движения бруска и доски в проекциях 

на оси системы координат, одинаковые на первом и втором этапах 

движения, уравнение кинематической связи (при 0tt  ) и закон 

Амонтона – Кулона (при 0tt  ). Введем обозначения: a и A – про-

екции ускорений бруска и доски на ось X.  

Брусок не скользит по доске Брусок скользит по доске 

трFFma  ,                                                                       (3.31) 

mgN 0 ,                                                                          (3.32) 

трFMA ,                                                                             (3.33) 

MgNR 0 .                                                                   (3.34) 

Используем заданный в условии задачи закон изменения 

модуля силы F со временем: 

tF  .                                                                                 (3.35) 

До тех пор, пока сила 

трения покоя не достигла свое-

го максимального значения, 

равного силе трения скольже-

ния, брусок и доска двигаются 

с одинаковым ускорением: 

Aa  .                        (3.36) 

В этом случае нет кинема-

тической связи между ускоре-

ниями бруска и доски.  

Поскольку брусок скользит 

по доске для силы трения 

скольжения можно записать: 

NF тр .                    (3.37) 

III. Решим полученные системы уравнений для каждого из 

рассматриваемых этапов движения тел рассматриваемой системы. 

Уравнение (2.45) не используется при решении поставленной зада-

Рис. 3.4. Система координат и силы, действующие на доску и 

клин. 
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чи, поскольку не требуется нахождения силы реакции опоры R, 

действующей на доску.  
 

mM

t
Aa





,        (3.38) 

mM

tM
F





тр .           (3.39) 

m

mgt
a

 
 ,             (3.40) 

M

mg
A


 ,                    (3.41) 

mgF тр .                  (3.42) 

 

В соответствии с законом Амонтона – Кулона (см. гл. 4) мак-

симальное значение силы трения покоя равно силе трения сколь-

жения: 

mg
mM

tM







0 .                                                                        (3.43) 

Выражение (3.43) позволяет определить момент времени 0t , в 

который брусок начинает скользить по доске: 

 




M

mMmg
t


0 .                                                                  (3.44) 

Итак: 


















.и:при

,:при

0

0

M
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A

m

mgt
att

mM

t
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                               (3.45) 

Используя полученные выражения для ускорений тел системы, 

определим теперь законы изменения скоростей этих тел.  

При 0tt   скорости бруска и доски меняются одинаковым об-

разом и к моменту времени t будут равны: 

 mM

t
t

mM

t
taV

tt





  2

dd
2

00


 .                               (3.46) 

При 0tt   скорость бруска будет равна  
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,                                      (3.47) 

а скорость доски –  

   
 0

2
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2
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2
d

2
0
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.           (3.48) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

На рис. 3.5 изображены полученные зависимости скоростей 

бруска и доски от времени. 

Ответ: 
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Задача 3.3.5. (Прямая задача динамики). Найти закон движе-

ния и уравнение траектории материальной точки, движущейся в 

однородном и постоянном силовом 

поле с начальной скоростью 0, 

направленной под произвольным уг-

лом  к силе F. 

 

Решение 

I. Выберем систему координат 

так, как показано на рис. 3.6, при 

этом начало системы координат сов-

падает с положением материальной 

точки в начальный момент времени. 

Рис. 3.5. Зависимости скоростей бруска и доски от времени. 

 

tt0

V

0

,V 

,V 

 

Рис. 3.6. Взаимное располо-

жение вектора силы и 

начальной скорости матери-

альной точки. 
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II. Запишем уравнения движения материальной точки в проек-

циях на оси выбранной системы координат:  

0
d

d


t
m x ,                                                                               (3.49) 

F
t

m
y


d

d
.                                                                              (3.50) 

III. Проинтегрируем уравнения (3.49) и (3.50), используя 

начальные значения скорости  sin)(0 0x  и  cos(0) 0y : 

 sin)( 0tx ,                                                                       (3.51) 

t
m

F
ty   cos)( 0 .                                                             (3.52) 

Интегрируя уравнения (3.51) и (3.52) с учетом начальных зна-

чений координат x0 = 0 и y0 = 0, получаем закон движения матери-

альной точки в координатной форме: 

ttx   sin)( 0 ,                                                                     (3.53) 

m

Ft
tty

2
cos)(

2

0   .                                                          (3.54) 

Исключив время из уравнений (3.53) и (3.54), получим уравне-

ние траектории материальной точки – уравнение параболы: 

xx
m

F
y  


ctg

)sin(2

2

2
0

                                              (3.55) 

Таким образом, в однородном силовом поле материальная 

точка движется по параболе.  

Ответ: ttx   sin)( 0 , 
m

Ft
tty

2
cos)(

2

0   , 

xx
m

F
y  


ctg

)sin(2

2

2
0

. 

 

Задача 3.3.6. (Обратная задача динамики). На столе лежит 

доска массой М = 1 кг, а на доске – груз массой m = 2 кг. Какую 

силу F  нужно приложить к доске, чтобы она выскользнула из-под 

груза? Коэффициент трения между грузом и доской равен 1 = 0,25, 

а между доской и столом – 2 = 0,5. 
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Решение 
I. Выберем систему координат так, как показано на рис. 3.7 и 

изобразим силы, действующие на тела системы.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

На груз в процессе движения действуют сила тяжести mg, сила 

трения 1трF  и сила нормальной реакции доски N. К доске приложе-

ны горизонтальная сила F, сила тяжести Mg, сила нормальной ре-

акции стола R, сила нормального давления груза N и силы трения 

со стороны груза и стола 1трF  и 2трF . Силами сопротивления воз-

духа пренебрегаем. 

Проанализируем характер движения тел системы. Если при-

ложенная к доске сила F мала, то груз и доска движутся с одинако-

вым ускорением (или покоятся), а сила трения 1трF  между грузом и 

доской является силой трения покоя. С увеличением внешней силы 

F сила трения 1трF  возрастает и при некотором значении внешней 

силы 0F  достигает своего максимального значения, равного силе 

трения скольжения. Это значение силы 0F  и требуется определить 

для решения задачи. 

II. Запишем уравнения движения груза и доски в проекциях на 

оси выбранной системы координат:  

1трFma  ,                                                                                (3.56) 

mgN 0 ,                                                                             (3.57) 

Рис. 3.7. Система координат и силы, действующие 

на доску с грузом. 

 

X 

N 

mg 

Fтр1 

Y 

Fтр1 F Fтр2 

R 

Mg 
N 
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2тр1тр FFFMA  ,                                                               (3.58) 

MgNR 0 .                                                                      (3.59) 

Здесь a и A – проекции ускорений груза и доски на ось X. 

Используем закон Амонтона – Кулона, описывающий свойство 

силы трения скольжения: 

RF 22тр  .                                                                              (3.60) 

Значение силы 0
F , действующей на груз, при котором начнет-

ся его скольжение по доске, можно определить из условий: 

Aa  ,                                                                                       (3.61) 

NF 11тр  .                                                                               (3.62) 

III. Решим полученную систему уравнений (3.56) – (3.62) отно-

сительно 0F : 

     21тр20   gmMFamMF .                             (3.63) 

Таким образом, для того, чтобы доска выскользнула из-под 

груза, необходимо приложить к доске силу F, удовлетворяющую 

условию: 

   210   gmMFF .                                                    (3.64) 

Подставляя численные значения, заданные в условии задачи, 

получаем: 

Н5,0220  FF .                                                                    (3.65) 

Ответ:     05.22210  gmMFF Н 

 

Задача 3.3.7.(Обратная задача динамики). Найти модуль и 

направление силы F, действующей на частицу массой m при ее 

движении в плоскости XY по эллиптической траектории. Закон 

движения частицы в координатной форме имеет вид 

 tAtx sin)(  ,  tBty cos)(  , где A, B,  – постоянные величи-

ны. 

 

Решение 

I. Используем декартову систему координат, как предложено в 

условии задачи. 

II. Запишем уравнение движения частицы в проекциях на оси 

заданной системы координат:  
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xx F
t

x
mma 

2

2

d

d
,                                                                   (3.66) 

yy F
t

y
mma 

2

2

d

d
.                                                                  (3.67) 

Используем заданный в условии задачи закон движения: 

 tAtx sin)(  ,                                                                       (3.68) 

 tBty cos)(  .                                                                      (3.69) 

III. Дифференцируя (3.68) и (3.69) дважды по времени, полу-

чим: 

 tA
t

x
 sin

d

d 2

2

2

 ,                                                              (3.70) 

 tB
t

y
 cos

d

d 2

2

2

 .                                                             (3.71) 

Подставляя (3.70) и (3.71) в (3.66) и (3.67), получаем закон из-

менения проекций силы F, действующей на частицу при ее движе-

нии в плоскости XY по эллиптической траектории: 

 tmAtFx  sin)( 2 ,                                                           (3.72) 

 tmBtFy  cos)( 2 .                                                          (3.73) 

Используя (3.72) и (3.73), получаем выражение для модуля си-

лы F: 

   tBtAmFFF yx  2222222 cossin  .                (3.74) 

Запишем закон изменения силы в векторном виде: 

     jijiF tmBtmAtFtFt yx  cossin)()()( 22
  

)(2 tm r ,                                                                    (3.75) 

где r – радиус-вектор частицы относительно начала координат. 

Следовательно, сила F , действующая на частицу, направлена про-

тивоположно радиус-вектору частицы в любой момент времени.  

Ответ:    tBtAmFFF yx  2222222 cossin  , сила 

F , действующая на частицу, направлена противоположно радиус-

вектору частицы в любой момент времени.  
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Задача 3.3.8. (Обратная задача динамики). Один из концов 

тонкого гибкого каната массой m приподнят над горизонтальной 

шероховатой поверхностью на высоту Н. Длина соприкасающейся 

с горизонтальной поверхностью части каната, равна l (см. рис. 3.8). 

Коэффициент трения сколь-

жения каната о горизонталь-

ную поверхность равен µ. 

Канат тянут с постоянной 

горизонтальной скоростью 

(верхний конец каната все 

время остается на высоте H). 

Найдите длину той части ка-

ната l, которая не касается 

поверхности. 

 

Решение 
I. Определиться с моделями материальных объектов и явле-

ний. На рис. 3.9 выделим характерные части каната: горизонталь-

ную, соприкасающуюся с землей и не касающуюся земли. Расста-

вим силы, действующие на эти части. Поскольку движение проис-

ходит с постоянной скоростью, сумма сил, действующих на каж-

дую часть равна нулю. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II,III. Введем линейную плотность каната 
L

m
 . Воспользу-

емся условием равенства нулю суммы сил, действующих и на ка-

нат, и на его составные части. В частности, для части BC, не каса-

ющейся земли можно записать: 



 

l Н 

Рис.3.8. Гибкий канат, движущийся со 

скоростью υ 

Рис. 3.9. Составные части каната и 

силы, действующие на них.  

B 

C 

A 

 

Н 

T1 

T2 

gl 

N 

gl 

Fтр   

T+dT 

dl 

gdl T 

 d  

  

Рис. 3.10. Элемент каната и 

действующие на него силы. 
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Сила Т1, удерживающая верхний конец каната (точка C) на вы-

соте H, равна  

  2
2

2

1 TlgT   ,                                                                 (3.76) 

где Т2 – сила, действующая на «висящую» часть каната BC со сто-

роны части каната AB, лежащей на поверхности. 

Выделим малый элемент длиной dl висящей части каната 

(рис. 3.10). Запишем для него условие равновесия. На выделенный 

элемент действуют сила T, направленная «вниз» под углом  к го-

ризонтали, сила T + dT, направленная «вверх» под углом  + d к 

горизонтали, и сила тяжести lgd . Записывая условие равенства 

нулю суммы этих сил в проекции на направление элемента dl, по-

лучаем: 

 sin)cos()d( gdlTdTT  .                                          (3.77) 

Так как угол d бесконечно мал, то 1)cos( d , и 

 sindd lgTTT  .                                                          (3.78) 

Отсюда 

hglgT dsindd   ,                                                           (3.79) 

где dh – проекция элемента dl на вертикаль. Тогда 

gHTT  12 .                                                                          (3.80) 

Условие равновесия горизонтальной части каната: 

glN  ,                                                                                   (3.81) 

glNFT   тр2 .                                                               (3.82) 

Решая систему уравнений (3.76), (3.80) и (3.82), получим: 

 lHHl  2 .                                                                  (3.83) 

Ответ:  lHHl  2 . 

 

3.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 3.4.1. На неподвижном клине с углом при основании 

 = 30 находится тело массой 1
m , к которому прикреплена легкая 

нерастяжимая нить, перекинутая через 

невесомый блок, жестко связанный с 

клином. К другому концу нити при-

креплено тело массой 2
m , не касаю-

щееся клина (см. рис.). Отношение 

 

  

m1 
m2 
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масс тел 3/212  mm . Коэффициент трения между первым те-

лом и плоскостью равен   = 0.1. Найти величину и направление 

ускорения второго тела.  

Ответ: ускорение второго тела направлено вниз и равно:  

    gga 05.01cossin2   . 

 

Задача 3.4.2. На наклонную поверхность, составляющую угол 

 с горизонтом, положили два бруска 1 и 2 (см. рис.). Массы брус-

ков равны m1 и m2, коэффициенты трения 

между поверхностью и этими брусками – 

1 и 2, причем 1 > 2. Найти силу давле-

ния одного бруска на другой, возникаю-

щую в процессе их скольжения, и углы , 

при которых будет скольжение брусков.  

Ответ: 
 

21

2121 cos

mm

gmm
F







; 

21

2211arctg
mm

mm







 . 

 

Задача 3.4.3. Материальная точка массой m движется по глад-

кой внутренней поверхности вертикального цилиндра радиусом R. 

Найти модуль силы давления материальной точки на стенку ци-

линдра в тот момент, когда ее скорость составляет угол  с гори-

зонтом и по модулю равна 0 . 

Ответ:    22
0 cosRmF  . 

 

Задача 3.4.4.Частица движется вдоль оси X по закону 
32 ttx   , где  и  – положительные постоянные. В момент 

времени 0t  сила, действующая на частицу, равна 0F . Найти мо-

дули силы в точке поворота и в момент, когда частица опять ока-

жется в точке 0x . 

Ответ: 0F , 02F . 

 

Задача 3.4.5. На гладкой горизонтальной поверхности лежит 

клин массой M с углом при основании . Тело массой m скользит 

по наклонной поверхности клина. Коэффициент трения между 

клином и телом равен  . Найти горизонтальные проекции ускоре-

 

  

1 

2 
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ний тела и клина, а также силы N и R, с которыми тело давит на 

клин и клин на горизонтальную поверхность. 

Ответ: 
 

 









tgsin
cos

1

cossin

M

m

g
am ,  

 

 









tgsin
cos

1

cossin

m

M

g
aM , 

 






tgsin
cos

1

M

m

mg
N ,  

 

 
gM

M
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m
R































tgsin
cos

1

sincos
. 

 
Задача 3.4.6. Нить перекинута через легкий вращающийся без 

трения блок. На одном конце нити прикреплен груз массой M, а по 

другой свисающей части нити скользит муфточка массой m с по-

стоянным ускорением a  относительно нити. Найти силу трения, с 

которой нить действует на муфточку. 

Ответ:    MmmMagF  2тр . 

 

Задача 3.4.7. Пуля, пробивая доску толщиной h, изменяет 

свою скорость от 0
  до  . Найти время движения пули в доске, 

считая силу сопротивления пропорциональной квадрату скорости. 

Ответ:
 





















0
0

0

ln

h
t . 

 

Задача 3.4.8. Через блок, ось которого горизонтальна, переки-

нута нерастяжимая веревка длиной l. За концы веревки держатся 

две обезьяны одинаковой массой, находящиеся на одинаковом рас-

стоянии l от блока. Обезьяны начинают одновременно подниматься 

вверх, причем одна из них поднимается относительно веревки со 

скоростью  , а другая со скоростью 2. Через какие интервалы 
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времени каждая из обезьян достигнет блока? Массами блока и ве-

ревки пренебречь. 

Ответ: 
3

2
21

l
tt  . 

 

Задача 3.4.9. Система трех тел, связанных между собой с по-

мощью двух нитей и трех блоков, изображена на рисунке. Два тела 

подвешены на нитях, а третье находится на горизонтальной по-

верхности. Оси крайних блоков, в отличие от оси среднего блока, 

закреплены (см. рис.). Считая 

заданными массы m1 и m2, 

определить массу m3, при ко-

торой ось среднего блока будет 

оставаться неподвижной. Тре-

нием и массами блоков и нитей 

пренебречь. 

Ответ: 
21

21
3

2

mm

mm
m


 . 

 

Задача 3.4.10. Каков должен быть минимальный коэффициент 

трения скольжения   между шинами автомобиля и асфальтом, 

чтобы автомобиль мог пройти закругление с радиусом R = 200 м на 

скорости  = 100 км/ч? 

Ответ: 4.0
2


Rg


 . 

 

 m1 

m2 
m3 
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ГЛАВА 4 

ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА СИЛ 

 

4.1. Теоретический материал 

А. Гравитационные силы 

Закон всемирного тяготения. Материальные точки притяги-

ваются друг к другу с силами 21F  и 12F  (см. рис. 4.1), модули ко-

торых пропорциональны произведению их масс и обратно пропор-

циональны квадрату расстояния между ними:  

123
12

21
1221 rFF

r

mm
G .                                                             (4.1) 

Здесь G = 6,6731011 Нм2/кг2 – гравитационная постоянная, 

1212 rrr  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Силы гравитационного взаимодействия сферически симмет-

ричных тел, как нетрудно показать, определяются выражением 

(4.1), в котором 12r  – радиус-вектор центра второго тела относи-

тельно центра первого тела.  

Сила тяжести, действующая на материальную точку, – 

сумма силы гравитационного притяжения Земли (или любого дру-

гого космического объекта) и центробежной силы инерции (см. 

Главу 9), действующей на материальную точку в системе отсчета, 

связанной с Землей.  

Сила тяжести, действующая на тело, – сумма сил тяжести, 

действующих на материальные точки этого тела.  

В однородном поле силы тяжести вблизи поверхности Земли 

сила тяжести тF  равна произведению массы тела m на ускорение 

Рис. 4.1. Ориентация сил гравитационного взаимодействия 

двух материальных точек. 

 
m1 

1
r  S 

m2 

2r  

12r  21F  12F  
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центра масс тела при свободном падении (ускорение свободного 

падения) g  относительно Земли: gF mт .  

Вес тела – сила, с которой тело, находящееся в поле сил тяже-

сти, действует на неподвижную относительно него опору или под-

вес, препятствующие свободному падению тела.  

 

Б. Упругие силы 

Если после прекращения внешнего воздействия деформиро-

ванное тело восстанавливает свою форму и размеры, то деформа-

ция называется упругой.  

Закон Гука. При малых упругих деформациях величина де-

формации пропорциональна величине вызывающей ее силы.  

В частности, при деформации растяжения (сжатия) упругого 

стержня (пружины, резинового шнура) деформация стержня про-

порциональна величине вызывающей ее силы, действующей вдоль 

стержня:  

F
k

l
1

Δ  .                                                                                    (4.2) 

Здесь k – коэффициент жесткости (упругости) стержня, 0Δ lll   

– удлинение стержня, l и l0 – длина стержня в деформированном и 

недеформированном состояниях (см. рис. 4.2).  

Если сила, действующая на стержень, направлена противопо-

ложно указанному на рис. 4.2 направлению, то упругий стержень 

испытывает сжатие. При этом 0Δ l  и F в формуле (4.2) следует 

считать проекцией силы F  на ось X системы координат, изобра-

женной на рис. 4.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

При деформации растяжения (сжатия) однородного упругого 

стержня с постоянным вдоль стержня сечением относительное 

Рис. 4.2. Удлинение стержня под действием 

продольной силы. 

 

l0 
F  

l 

d0 d 

X 

Y 



Глава 4.Индивидуальные свойства сил 81 

удлинение стержня  пропорционально нормальному напряжению 

:  


E

1
 .                                                                                     (4.3) 

Здесь E – модуль Юнга материала, из которого сделан стержень, 

0

Δ

l

l
  – относительное удлинение стержня, 

S

F
  – нормальное 

напряжение, S – площадь поперечного сечения стержня.  

Заметим, что для однородного упругого стержня с постоянным 

вдоль стержня сечением коэффициент жесткости (упругости) этого 

стержня связан с модулем Юнга соотношением: 

E
L

S
k  .                                                                                      (4.4) 

В случае растяжения (сжатия) стержня уменьшаются (увели-

чиваются) его поперечные размеры. При этом отношение относи-

тельного поперечного сжатия стержня к его относительному удли-

нению зависит только от материала стержня и называется коэффи-

циентом Пуассона:  




  .                                                                                    (4.5) 

Здесь  – коэффициент Пуассона, 
00

0 Δ

d

d

d

dd



  – относитель-

ное изменение поперечных размеров стержня, d и d0 – поперечный 

линейный размер стержня в деформированном и недеформирован-

ном состояниях (см. рис. 4.2). 

При деформации стержня возникают внутренние упругие силы 

у прF , действующие между его частями, которые стремятся вернуть 

стержень в недеформированное состояние. Напряжение упругих 

сил равно 

S

Fупр

упр  .                                                                                (4.6) 

Рассмотрим слой стержня с координатами границ x  и xx d  

вдоль стержня (см. рис. 4.3).  
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В результате действия внутренних упругих сил возникает 

смещение левой (x) и правой (x+dx) границ выделенного слоя. 

Тогда относительная продольная деформация  этого слоя равна  

'

d

)()d(
x

xx

xxx



 







 .                                                  (4.7) 

Закон Гука в этом случае принимает вид 
'

упр )( xEEx   .                                                                    (4.8) 

В случае деформации слоя изменяются его поперечные разме-

ры. При этом отношение поперечной деформации к продольной 

определяется коэффициентом Пуассона в соответствии с (4.5). 

При ускоренном движении стержня под действием внешней 

силы, вызывающей его деформацию, возникают неоднородные 

вдоль стержня напряжения упругих сил. В этом случае возникаю-

щие неоднородные деформации по-прежнему определяются выра-

жениями (4.8) и (4.5).  

 

В. Силы трения 

Сила трения – составляющая силы непосредственного взаи-

модействия тел при соприкосновении вдоль плоскости соприкос-

новения.  

Сила нормального давления (реакции опоры) – составляю-

щая силы взаимодействия тел при непосредственном соприкосно-

вении вдоль направления нормали к плоскости соприкосновения.  

Силы вязкого трения вF  – силы трения, возникающие при 

движении тела в вязкой (жидкой или газообразной) среде.  

При малой величине скорости υ  движения тела относительно 

среды  

Рис. 4.3. Смещение границ выделенного 

слоя стержня. 

 

x x+dx 

(x+dx) (x) 

(x) (x+dx) 

X 
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υF вв k ,                                                                                   (4.9) 

где kв – коэффициент вязкого трения.  

Сила вязкого трения покоя равна нулю: 0вп F . 

Силы сухого трения cF  – силы трения, возникающие при 

непосредственном соприкосновении твердых тел. 

Силы трения покоя пF  – силы сухого трения, возникающие в 

отсутствие относительного движения взаимодействующих тел.  

Сила трения скольжения cкF  – сила сухого трения, возни-

кающая при относительном движении взаимодействующих тел.  

Закон Амонтона-Кулона – эмпирический закон, описываю-

щий свойства сил сухого трения:  

1) модуль силы сухого трения покоя может принимать значе-

ния от нуля до некоторого своего максимального значения: 

maxп0 FF  ;  

2) модуль силы сухого трения скольжения равен максималь-

ному значению модуля силы сухого трения покоя: maxcк FF  ;  

3) модуль силы сухого трения скольжения пропорционален 

модулю силы нормального давления: 

NF cк ,                                                                                  (4.10) 

где  – коэффициент (силы сухого) трения, не зависящий от силы 

нормального давления, а только от вещества и состояния поверхно-

стей трущихся тел;  

4) сила сухого трения скольжения направлена противоположно 

направлению скорости относительного движения тел отнυ : 

отнcк υF  .                                                                               (4.11) 

Силовое поле – область пространства, где действуют силы 

данной природы, в общем случае зависящие как от времени, так и 

от координаты и скорости движения материальной точки – 

),,( υrF t .  

 

4.2. Основные типы задач и методы их решения 

В данной главе рассматриваются два типа задач: прямая и об-

ратная задачи динамики. 

Прямая задача динамики – найти закон движения тела или 

системы тел, если известны силы, действующие на эти тела. 



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 84 

Обратная задача динамики – найти действующие на тело 

или систему тел силы, если известны законы движения этих тел. 

Большинство задач содержат в себе элементы как прямой, так 

и обратной задач динамики. Как правило, одна из этих задач имеет 

основное, другая – подчиненное по отношению к условию задачи 

значение.  

Для решения рассматриваемых типов задач необходимо при-

держиваться схемы решения задач динамики с помощью законов 

Ньютона.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  
1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматриваемые 

тела. 

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систе-

му координат (из соображений удобства). 

3. Изобразить и обозначить все силы и необходимые кинема-

тические характеристики системы. 

4. Выбрать модели тел и их движения (если это не сделано в 

условии задачи). 

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

1. Записать уравнения движения в проекциях на оси координат 

для всех тел системы. 

2. Использовать третий закон Ньютона, если это не было сде-

лано ранее в п. 3. 

3. Использовать законы, описывающие индивидуальные свой-

ства сил: 

а) закон всемирного тяготения, 

б) закон Гука, 

в) закон Амонтона-Кулона и т.д. 

4. Записать уравнения кинематических связей. 

5. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть предельные и частные случаи, устано-

вить область применимости). 
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3. Получить численный результат. 

 

Примечания. 

В случае решения задач на динамику материальной точки в 

пп. I.3 – II.1 речь идет о характеристиках материальной точки, а 

п. II.2 надо опустить.  

В случае решения задач на динамику простейших механиче-

ских систем в пп. I.3 – II.2 речь идет о характеристиках и уравнени-

ях движения тел и силах, действующих между телами рассматри-

ваемой системы.  

Пункты II.1 – II.4 (в том числе II.3.а – II.3.в) можно выполнять 

в той или иной последовательности в зависимости от решаемой 

задачи.  

 

4.3. Примеры решения задач 

Задача 4.3.1. (Силы трения). Тело небольших размеров дви-

жется по поверхности неподвижного клина с углом при основании 

 . В начальный момент времени скорость тела равнялась 
0
υ  и со-

ставляла угол 0 с ребром клина (см. рис. 4.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Коэффициент трения тела о поверхность клина  tg . 

Найти установившуюся скорость скольжения тела. 

 

Решение 

I. Выберем систему координат так, как показано на рис. 4.5а 

(вид сбоку) и рис. 4.5б (вид сверху на поверхность клина). Ось X 

направим вдоль наклонной плоскости параллельно ребру клина 

(рис. 4.5б). При этом ось Y направим по наклонной плоскости пер-

пендикулярно ребру клина, а ось Z перпендикулярно наклонной 

поверхности клина (рис. 4.5а). 

 

 

 
0 

0 

Рис. 4.4. Тело, движущееся по 

наклонной плоскости. 
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На рис. 4.5а и 4.5б изображены также силы, действующие на 

тело (в соответствии с условием задачи его можно считать матери-

альной точкой)  в процессе движения: сила тяжести mg, сила нор-

мальной реакции опоры N и сила трения скольжения Fтр.  

Скорость тела (t) составляет с осью X угол φ(t) (см. рис. 4.5б), 

который является функцией времени.  

II. Запишем уравнение движения тела в проекциях на выбран-

ные оси системы координат: 




cos
d

d
трF

t
m x  ,                                                                  (4.12) 




sinsin
d

d
трFmg

t
m

y
 ,                                                   (4.13) 

cos0 mgN  .                                                                   (4.14) 

Используем закон Амонтона-Кулона (см. п. 4.1.В) для силы 

трения скольжения и учтем заданную в условии задачи связь коэф-

фициента трения   с углом   при основании наклонной плоско-

сти: 

NNF   tgтр .                                                                  (4.15) 

Запишем тригонометрические функции угла φ, выразив их че-

рез проекции скорости тела: 




 xcos , 






y
sin .                                                            (4.16) 

 а) вид сбоку  б) вид сверху 

 

Z Y 
mg 

N 

Fтр 

 

mgsin 

(t) 

Fтр 

(t) 

Y 

X 

Рис. 4.5. Выбранная система отсчета и силы, действующие на материаль-

ную точку. 



Глава 4.Индивидуальные свойства сил 87 

III. Получена полная система уравнений (4.12) – (4.16) для 

определения проекций скорости тела на оси выбранной системы 

координат, решить которую в общем виде достаточно сложно из-за 

наличия в ней двух связанных нелинейных дифференциальных 

уравнений. Однако нет необходимости находить закон изменения 

скорости тела. По условию задачи требуется определить устано-

вившуюся скорость тела, т.е. значение скорости в то время, когда 

сумма сил, действующих на тело, станет равной нулю.  

Рассмотрим изменение характера движения тела со временем. 

В плоскости движения на тело действуют две силы: сила трения 

скольжения и проекция силы тяжести. Из (4.14) и (4.15) получим 

выражение для силы трения: 

sinтр mgF  .                                                                         (4.17) 

Как видим, модуль силы трения равен величине проекции силы 

тяжести на наклонную плоскость. Действующие на тело силы бу-

дут поворачивать вектор скорости тела до тех пор, пока он не сов-

падет по направлению с осью Y. Следовательно, ускорение обра-

тится в ноль, когда сила трения будет направлена противоположно 

составляющей силы тяжести в плоскости движения тела. Дальней-

шее движение будет происходить с постоянной скоростью уст, 

направленной вдоль оси Y.  

Таким образом, достаточно найти уравнение, связывающее 

проекцию скорости тела на ось Y с модулем его скорости. Для это-

го преобразуем полученную систему уравнений (4.12) – (4.16) к 

виду:  





sin

d

d
g

t

xx  ,                                                                  (4.18) 





sin1

d

d
g

t

yy









 .                                                             (4.19) 

Производную от модуля скорости по времени представим в виде: 

 
tttt

yyxx
yx

d

d

d

d

d

d

d

d 22












 .                             (4.20) 

Подстановка (4.18) и (4.19) в (4.20) приводит к уравнению: 

dt

d

d

d y

t


 .                                                                             (4.21) 
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Интегрируя (4.21) с учетом начальных условий ( 0)0(   , 

0)0(   ), получаем: 

)sin1(
00

 
y .                                                            (4.22) 

Подставляя  = y = уст в (4.22), находим искомый модуль скоро-

сти установившегося движения: 

)sin1(
2

0
0

уст 


  .                                                                (4.23) 

Проанализируем полученное выражение для установившейся 

скорости в двух частных случаях.  

Если φ0 = π/2 (начальная скорость тела направлена вниз по 

наклонной плоскости), то уст = 0. Следовательно, движение тела 

сразу происходит с постоянной скоростью, поскольку действую-

щие на него силы скомпенсированы.  

При φ0 = –π/2 скорость установившегося движения равна 

уст = 0. Начальная скорость, направленная вверх по наклонной 

плоскости, приводит к равнозамедленному движению. При этом и 

проекция силы тяжести, и сила трения скольжения направлены 

противоположно скорости. Через некоторое время скорость тела 

обращается в ноль. Сила трения становится силой трения покоя и 

меняет направление на противоположное. Движения вниз по 

наклонной плоскости не происходит, т.к. максимальное значение 

силы трения покоя в условиях данной задачи совпадает по модулю 

со значением проекции силы тяжести на наклонную плоскость.  

Ответ: )sin1(
2

0
0

уст 


  . 

 

Задача 4.3.2. (Силы трения). Стальной шарик радиуса r начи-

нает двигаться в сосуде, заполненном глицерином, под действием 

силы тяжести. Найти зависимость скорости шарика от времени (t), 

а также определить скорость установившегося движения шарика 

уст. Коэффициент вязкого трения в глицерине равен , плотность 

глицерина – 1, плотность стали – 2. Считать, что сила вязкого 

трения определяется формулой Стокса: в
F  = r6 . 
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Решение 

I. Выберем систему координат, связанную с сосудом, так, как 

показано на рис. 4.6. Начало координат сов-

местим с положением шарика в момент 

начала его движения. В соответствии с усло-

вием задачи начальная скорость шарика рав-

на нулю:   00  . 

II. Запишем уравнение движения шарика 

в проекциях на ось X системы координат:  

Aв FFmgma  ,                          (4.24) 

где вF  – сила вязкого трения, а AF  – сила 

Архимеда.  

Используем закон Архимеда и формулу 

Стокса, описывающие свойства этих сил: 

 

gVF 1A  ,                                                                               (4.25) 

rF 6в  .                                                                              (4.26) 

Здесь 3

3

4
rV   – объем шарика.  

Выразим также массу шарика через его плотность: 

Vm 2 .                                                                                   (4.27) 

III. Подставляя (4.25) – (4.27) в уравнение движения (4.24), по-

лучаем: 

  


 rVg
t

V 6
d

d
122  .                                               (4.28) 

Для решения уравнения (4.28) приведем его к виду  

 









BA

V

r
g

t





22

12 6

d

d
                                       (4.29) 

и сделаем замену переменных: 

zBA   .                                                                               (4.30) 

Дифференцируя (4.30) по времени, получаем: 

t

z

t
B

d

d

d

d



.                                                                           (4.31) 

С учетом (4.31) выражение (4.29) принимает следующий вид: 

Рис. 4.6. Направления 

осей выбранной си-

стемы координат. 

 

X 

Y 
Fв 

FА 

mg 
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Bz
t

z


d

d
.                                                                              (4.32) 

Решим полученное уравнение методом разделения перемен-

ных с учетом начального значения скорости   00  : 

BtAez  .                                                                                (4.33) 

Используя формулу (4.30), вернемся к старой переменной : 

 Bte
B

A  1 .                                                                       (4.34) 

Подставив значения констант A и B из (4.29), а также значе-

ние V, получим выражение для скорости шарика: 
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 .                               (4.35) 

При 




9

2 2
2r

t   скорость движения шарика практически не 

изменяется и равна 
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12у ст

r
g .                                                             (4.36) 

Ответ:  
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r
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Задача 4.3.3. (Силы трения). Брусок скользит по гладкой гори-

зонтальной поверхности со скоростью 0
υ  и по касательной попада-

ет в область, ограниченную забором в форме полуокружности 

(рис. 4.7). Определить время, через которое брусок покинет эту об-

ласть. Радиус кривизны забора R, 

коэффициент трения скольжения 

бруска о поверхность забора . 

Размеры бруска много меньше R.  

 

Решение 

I. Выберем произвольную 

инерциальную систему отсчета, 

жестко связанную с забором. 

Изобразим на рисунке тангенци-

Fтр 

Рис. 4.7. Траектория движения 

бруска. 

 

n  

0 

τ  

N 

Fтр 
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альную ось, заданную ортом τ , направленную вдоль скорости 

движения бруска, и нормальную ось, заданную ортом n , направ-

ленную к центру кривизны траектории перпендикулярно скорости 

(см. теоретический материал в Главе 3).  

II. Запишем уравнения движения бруска относительно инерци-

альной системы отсчета, жестко связанной с забором, в проекциях 

на тангенциальную и нормальную оси:  

тр
d

d
F

t
mma 


 ,                                                                 (4.37) 

N
R

mman 
2

.                                                                      (4.38) 

Воспользуемся законом Амонтона-Кулона для силы трения 

скольжения:  

NF тр .                                                                                  (4.39) 

III Из (4.37) – (4.39) получим уравнение для определения мо-

дуля скорости бруска:  

Rt

2

d

d 



 .                                                                             (4.40) 

Решая уравнение (4.40) методом разделения переменных, по-

лучим: 

t
R

d
d

2






 ,                                                                             (4.41) 

Ct
R






1
.                                                                              (4.42) 

Константу С в (4.42) определим из начальных условий 

( 0)0(   ): 
0

1


C .  

Таким образом, модуль скорости бруска в момент времени t, 

когда брусок еще движется вдоль забора, определяется следующим 

образом: 

t
R

0
0

1

1






 .                                                                       (4.43) 

Заметим, что для любого момента времени t и при любой, не 

равной нулю, начальной скорости 0, скорость бруска  > 0. Это 
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означает, что брусок не остановится, а обязательно пройдет всю 

область, ограниченную забором, поскольку с уменьшением скоро-

сти движения бруска уменьшается и сила трения скольжения меж-

ду бруском и забором.  

Путь, пройденный телом за время td  с момента времени t, при 

движении вдоль забора, равен: 

t

t
R

ts d

1

1
dd

0
0 





 .                                                       (4.44) 

Путь, пройденный телом за время t движения вдоль забора, 

получим интегрированием (4.45) по времени:  









 t

R

R
s 01ln




.                                                                  (4.45) 

Для определения времени, через которое брусок покинет об-

ласть, ограниченную забором преобразуем (4.45) к виду: 
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s
Re

R
t




.                                                                     (4.46) 

Поскольку длина забора Rs   искомое время движения 

бруска вдоль забора 
0
t  равно: 

 1
0

0  


e

R
t .                                                                      (4.47) 

При малых значениях коэффициента трения ( 1 ) время 

движения бруска 0t  будет равно  

   
000

0 1...)1(1







 RR
e

R
t  .                      (4.48) 

Ответ: 
0

0


R
t   

 

Задача 4.3.4. (Силы, возникающие при деформациях). Кольцо 

радиуса 25R см, сделанное из тонкой свинцовой проволоки, ле-

жит на горизонтальном гладком столе. Кольцо привели во враще-

ние вокруг вертикальной оси, проходящей через его центр.  Оце-

нить частоту вращения, при которой кольцо разорвется. 
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Решение 

I. Выберем лабораторную систему отсчета, начало которой 

совпадает с центром кольца, см. рис. 4.8.а. При вращении в кольце 

будут возникать напряжения, а каждый его элемент будет двигать-

ся с центростремительным ускорением. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Кольцо разорвется, если напряжение в произвольном сечении 

будет превышать предел прочности. Для свинца он лежит в диапа-

зоне 1312 пр МПа. Для определенности будем считать 

пр =12.0 МПа. 

II,III. Выделим малый элемент кольца массой m  (дуга, опи-

рающаяся на малый угол  ) так как показано на рис. 4.8а. На вы-

деленный элемент действуют две силы натяжения F (см. рис. 4.8б), 

результирующая которых является причиной движения элемента 

кольца по окружности с ускорением Raцс
2 , где  - угловая 

скорость вращения кольца.  

Уравнение движения выделенного элемента кольца имеет вид 

(см. рис. 4.8.б): 

2
sin22 

 FRm  .                                                                 (4.49) 

Пусть площадь сечения проволоки, из которой сделано кольцо, 

равна S,тогда напряжение  , возникающее в проволоке, определя-

ется силой натяжения F  и  равно  

S

F
 .                                                                                      (4.50) 

Масса m выделенного элемента равна  

Рис. 4.8 Силы упругости, действующие на элемент кольца. 

Y 

X 

F F α 

R 

а)                                            б) 

Y 
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F 
α/2 

F α/2 
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 SRm  ,                                                                              (4.51) 

где  - плотность свинца. 

Решая систему уравнений (4.49) - (4.51) получаем 






пр

R

1
                                                                              (4.52) 

Искомая частота вращения равна 

с
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n           (4.53) 

Ответ: 
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об
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R
n . 

 

Задача 4.5. (Закон Гука). Стальная проволока диаметром 

d = 1.0 мм натянута в горизонтальном положении между двумя за-

жимами A и B, находящимися на расстоянии l = 2.0 м. Натяжение 

проволоки равно 10F Н. К середине проволоки подвесили груз. 

Определить массу груза m, если точка C (см. рис.4.9) опустилась на 

h =1 см.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 

I. В соответствии с условием задачи lh ,  а значит относи-

тельное удлинение проволоки также будет малым, поэтому для 

дальнейшего анализа можно воспользоваться законом Гука. 

II. В положении равновесия сумма сил, действующих на груз, 

равна нулю. В частности, вдоль вертикальной оси (см. рис.4.9) 

sin2 1Fmg  ,                                                                         (4.54) 

где F1- сила натяжения струны после того, как к ней подвесили 

груз. 

Рис. 4.9 Геометрия системы. 

h 
F1 

mg 

 

α 

 F1 
l/2 

A B 

C 
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Используя закон Гука, запишем связь между силой натяжения 

F1 и относительным удлинением 

     
F

l

l
ES

l

ll
ES

l

l
ESF 


 110

1


,                         (4.55) 

здесь  0l -начальное растяжение проволоки под действием силы 

F,  1l - дополнительное растяжение проволоки после подвешива-

ния груза. 

Для определения  1l воспользуемся теоремой Пифагора и 

условием малости деформаций 
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                (4.56) 

III. Система уравнений (4.54)-(4.56) является полной. По-

скольку по условию задачи 1
l

h
, то  sin . Используя 

(4.54) запишем выражение для силы натяжения проволоки 

после того, как к ней подвесили груз 

h

mgl

h

lmgmg
F

422sin

1

2
1 


.                                           (4.57) 

Для определения неизвестной массы груза подставим 

(4.56) и (4.57) в (4.55) 

F
l

h
ES

h

mgl


2

22

4
.                                                            (4.58) 

Отсюда получаем окончательное выражение для массы 

груза: 
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  (4.59) 

Оценим, насколько справедливым было использование закона 

Гука в условиях данной задачи. Для этого из (4.57) и (4.59) опреде-

лим силу натяжения проволоки:  
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Н 18
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0.2101036
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Напряжение, возникающее в проволоке равно 

Па1023

4

6

2
1

1 
d

F



                                                        (4.61) 

Закон Гука для любого материала выполняется при усло-

вии, что напряжения в образце не превышают предел про-

порциональности. Для стали предел пропорциональности 

может быть принят равным 6
пр 10200  Па. Поскольку 

пр1   , то использование закона Гука было обоснованным. 

Ответ: г 36
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h
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Задача 4.6. (Закон Гука). Однородный упругий стержень дви-

жется по гладкой горизонтальной поверхности под действием по-

стоянной горизонтальной силы 0F , равномерно распределенной по 

его торцу. Длина стержня и площадь его торца в недеформирован-

ном состоянии равны 0l  и 0S , модуль Юнга материала стержня – 

E, коэффициент Пуассона – μ. Определить зависимости напряже-

ния упругих сил )(x  и относительной деформации )(x  от коор-

динаты x вдоль стержня, а также относительное удлинение стерж-

ня.  

 

Решение 

I. Выберем декартову систему координат с осью X (см. 

рис. 4.10), направленной вдоль стержня. При ускоренном движении 

стержня под действием горизонтальной силы 0F  в нем возникают 

внутренние упругие силы и продольные деформации, различные в 

разных сечениях, а также изменения поперечных размеров. Дефор-

мации, возникающие в стержне, будем считать малыми, а напряже-

ния возникающих при этом упругих сил )(x  – подчиняющимися 

закону Гука (4.3). 
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II. Рассмотрим слой dx недеформированного стержня с коор-

динатой x вдоль него (см. рис. 4.10). Масса dm выделенного эле-

мента стержня не изменяется при деформации и остается равной 

x
l

m
m dd

0

 ,                                                                               (4.62) 

где m – масса всего стержня. 

Уравнение движения рассматриваемого элемента стержня в 

проекции на ось X под действием напряжений упругих сил запи-

шем в виде: 

 ))d(d())d(d(d xxxxxxxxSma 

 

          

x
x

xSxxxxS d)())(())((






 .                           (4.63) 

Здесь a  – проекция ускорения стержня на ось X, ξ(x) и ξ(x+dx) – 

смещения левой и правой границ выделенного фрагмента при де-

формации (см. рис.4.10); ))(( xxS   и ))d(d( xxxxS    – пло-

щади поперечных сечений стержня на границах выделенной обла-

сти. Поскольку деформации можно считать малыми, то в выраже-

нии (4.63) отброшены члены второго порядка малости не только по 

dx, но и по относительной продольной деформации 
x

x






 )( . 

Дифференциальное уравнение (4.63) дополним граничным 

условием для напряжения упругих сил: 

0)0( x .                                                                          (4.64) 

Ускорение a, одинаковое в установившемся режиме для всех 

точек стержня, в соответствии со вторым законом Ньютона опре-

деляется выражением: 

Рис. 4.10 Деформации и напряжения 

произвольного элемента стержня. 

 

x x+dx 

(x+dx) (x) 

(x) (x+dx) 

X 



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 98 

m

F
a 0 .                                                                                   (4.65) 

При движении стержня с ускорением возникающие неодно-

родные продольные деформации приводят к различным в разных 

сечениях поперечным деформациям и, следовательно, изменению 

площади поперечных сечений стержня S(x): 

))(21())(1()( 0
2

0 xSxSxS   .                                (4.66) 

Напряжения упругих сил связаны с продольными деформа-

циями законом Гука: 

)()( xEx   .                                                                         (4.67) 

III. Преобразуя записанную систему уравнений (4.62), (4.63) 

и (4.65) – (4.67), получаем дифференциальное уравнение для 

напряжений упругих сил: 

x
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x
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 .                                                (4.68) 

Интегрируя (4.68) методом разделения переменных с учетом 

граничных условий (4.64), получаем: 

20
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0 )()( x
E

S
xS

l

xF



  .                                                   (4.69) 

Решение уравнения (4.69) относительно )(x  имеет вид: 
















ElS

xFE
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00
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 .                                                 (4.70) 

Запишем искомое выражение для распределения напряжений 

упругих сил вдоль стержня с учетом малости второго слагаемого в 

подкоренном выражении (4.70): 

00

0)(
lS

xF
x  .                                                                           (4.71) 

Следовательно, распределение деформаций вдоль стержня в 

соответствии с законом Гука имеет вид: 

ElS

xF
x

00

0)(  .                                                                         (4.72) 

Относительное удлинение всего стержня находим, интегри-

руя (4.72): 
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Ответ: 
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Задача 4.7. (Закон всемирного тяготения). Вокруг Земли по 

круговой орбите вращается спутник. После кратковременного тор-

можения скорость спутника уменьшилась, после чего он начинает 

двигаться по эллиптической орбите, касающейся поверхности Зем-

ли (см. рис. 4.11) и приземляется через время t. Определите радиус 

R круговой орбиты, по которой первоначально вращался спутник. 

Радиус Земли R0. Трением в атмосфере пренебречь.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 

I. После кратковременного торможения спутник будет дви-

гаться по замкнутой траектории, а значит его движение будет про-

исходить в соответствии с законами Кеплера.  

II, III. Большая полуось эллиптической орбиты, по которой по-

сле торможения двигается спутник, равна  

2

0RR
a


 .                                                                                (4.74) 

По третьему закону Кеплера 

R 

2a 

R0 

Рис.4.11. Параметры круговой и 

эллиптической орбит спутника. 
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где Т1 — период обращения спутника на эллиптической орбите, а 

Т2 —на круговой. Период обращения спутника на круговой орбите 

равен 
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Тогда период обращения его на эллиптической орбите 
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 .                                                      (4.77) 

Поскольку с момента торможения до посадки спутник пройдет 

половину орбиты (см. рис. 4.11), то  
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 .                  (4.78) 

Отсюда  
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Ответ: 0
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Задача 4.8. (Закон всемирного тяготения). Спутник, запущен-

ный на круговую околоземную орбиту, тормозится в верхних слоях 

атмосферы. Угловое ускорение спутника β = 310-13 рад/с2. Найдите 

изменение радиуса орбиты спутника через t = 30 дней. Радиус 

Земли можно считать равным R = 6400 км, ускорение свободного 

падения вблизи поверхности Земли g = 10 м/с2. 

 

Решение 

I. Величина углового ускорения ничтожна, поэтому можно 

считать каждый виток спутника окружностью. Тогда на каждой 

конкретной круговой орбите мы можем пренебречь трением и опи-
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сывать движение спутника массой m как движение по окружности. 

Обозначим радиус и угловую скорость обращения для первона-

чальной орбиты через R1 и 1, а для орбиты, на которой спутник 

окажется через 30 дней, R2 и 2.  

II, III. Используя закон Всемирного тяготения запишем второй 

закон Ньютона  для спутника, движущегося по орбите радиуса R1: 

2
1

1
2
1

R

GmM
Rm  .                                                                       (4.80) 

Через 30 дней движение также будет происходить по круговой ор-

бите в соответствии с уравнением движения 

2
2

2
2
2

R

GmM
Rm  .                                                                       (4.81) 

Из (4.80) и (4.81) следует  

const323
2

2
2

3
1

2
1  GMRRR  ,                                        (4.82) 

где M – масса Земли. Тогда с использованием (4.82) можно запи-

сать: 

032)( 22332  RRRR  ,                                        (4.83) 

откуда  

ω

ω

3

2 


R

R
.                                                                         (4.84) 

Поскольку t β , то 

g

R
tR

GM

R
tRR 




3

2

3

2

ω

ω

3

2 2/5

 .                     (4.85) 

Подставляя численные значения, получаем: 

5,2|| R  км. 

Ответ: 5.2
3

2


g

R
tRR  км. 

 

4.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 4.4.1. ([1], 11, c.79). Однородный упругий стержень 

массой m  подвесили за один конец к потолку. Длина и площадь 

поперечного сечения стержня в недеформированном состоянии – 

0
l  и 0

S , модуль Юнга материала стержня равен E, а коэффициент 

Пуассона – μ. Определить относительное удлинение стержня под 
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действием силы тяжести, а также относительное изменение его 

объема. 

Ответ: 
00 2

Δ

ES

mg

l

l
 ; 

00 2

)21(Δ

ES

mg

V

V 
 .  

 

Задача 4.4.2. ([1], 6, c.77). Нить перекинута через легкий 

вращающийся без трения блок. На одном конце нити прикреплен 

груз массой M, а по другой свисающей части нити скользит 

муфточка массой m с постоянным ускорением a  относительно ни-

ти. Найти силу трения, с которой нить действует на муфточку. 

Ответ:    MmmMagF  2тр .  

 

Задача 4.4.3. ([1], 10, c.78). Каков должен быть минимальный 

коэффициент трения скольжения   между шинами автомобиля и 

асфальтом, чтобы автомобиль мог пройти закругление с радиусом 

R = 200 м на скорости  = 100 км/ч? 

Ответ: 4,0
2


Rg


 .  

 

Задача 4.4.4. ([2], 88). На горизонтальной доске лежит груз. 

Коэффициент трения между доской и грузом  = 0,1. Какое уско-

рение в горизонтальном направлении следует сообщить доске, что-

бы груз мог с нее соскользнуть?  

Ответ: а0,98 м/c. 

 

Задача 4.4.5. ([2], 110). Два шарика одинаковой массы падают 

в воздухе. Диаметр одного из шариков вдвое больше чем у второго. 

В каком соотношении будут находиться скорости шариков при 

установившемся (равномерном) движении? Считать, что сила со-

противления воздуха пропорциональна площади поперечного се-

чения движущегося тела и квадрату его скорости. 

Ответ: скорость большего шарика в 2  раз меньше скорости 

меньшего. 

 

Задача 4.4.6. ([2], 120). По наклонной плоскости, составляю-

щей угол  с горизонтом, ускоренно скользит доска массой М. Ко-
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эффициент трения доски о наклонную плоскость равен . На доску 

кладут тело массой m, которое скользит по доске без трения. Како-

ва должна быть минимальная масса тела, чтобы движение доски по 

наклонной плоскости стало равномерным? 

Ответ: 







 1min

k
Mm

tg
. 

 

Задача 4.4.7. ([2], 121). Через легкий вращающийся без трения 

блок перекинута нить. К одному ее концу привязан груз массой m1. 

По другому концу нити с постоянным относительно нее ускорени-

ем а2 скользит кольцо массой m2. Найти ускорение а1 груза массой 

m1 и силу трения кольца о нить. Нить считать невесомой. 

Ответ: 
21

221
1

)(

mm

agmgm
a




 ;

21

221 )2(

mm

agmm
F




тр . 

 

Задача 4.4.8. ([3], 1.105). Небольшую шайбу А положили на 

наклонную плоскость, составляющую угол  с горизонтом (см. ри-

сунок), и сообщили ей начальную скорость 
0
υ . Найти зависимость 

скорости шайбы от угла  

между вектором скорости и 

осью X, если коэффициент 

трения  tg , и в началь-

ный момент времени  угол 

равен 0 = /2.  

Ответ: .
cos1

0







  

 

Задача 4.4.10 ([3], 1.106). Цепочку длиной l поместили на гладкую 

сферическую поверхность радиуса R так, что один ее конец закреп-

лен на вершине сферы. С каким ускорением а начнет двигаться 

каждый элемент цепочки, если ее верхний конец освободить? Дли-

на цепочки l  R/2. 

Ответ: 
l

Rg
R

l

a













cos1

. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

   

X 

A 
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ГЛАВА 5 

ЗАКОН ИЗМЕНЕНИЯ ИМПУЛЬСА МЕХАНИЧЕСКОЙ 

СИСТЕМЫ 

 

5.1. Теоретический материал 

Центр масс механической системы (системы материаль-

ных точек) – точка пространства, радиус-вектор которой цмr  ра-

вен: 

m

m
i

ii


r

rцм ,                                                                             (5.1) 

где 
i

imm  – масса механической системы, ir  и mi – радиус-

вектор и масса i-ой материальной точки системы.  

Скорость центра масс цмυ  – физическая величина, равная  

m

m
i

ii


υ

υцм .                                                                            (5.2) 

где iυ  – скорость i-ой материальной точки системы. 

Ускорение центра масс цмa – физическая величина, равная  

m

m
i

ii


a

aцм ,                                                                           (5.3) 

где ia  – ускорение i-ой материальной точки системы. 

Импульс (количество движения) материальной точки) p  – 

физическая величина, равная произведению массы материальной 

точки на ее скорость: 

υp m .                                                                                       (5.4) 

Импульс механической системы P  – физическая величина, 

равная сумме импульсов материальных точек, из которых состоит 

система:  

цмцм pυυpP   mm
i

ii

i

i
.                                            (5.5) 

Внешние силы механической системы – силы, действующие 

на тела системы со стороны тел, не входящих в систему. 
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Внутренние силы механической системы – силы, действу-

ющие между телами системы.  

Теорема о движении центра масс механической системы 
(уравнение движения центра масс): произведение массы m системы 

тел на ускорение ее центра масс aцм относительно инерциальной 

системы отсчета равно сумме всех внешних сил ex
F , действующих 

на механическую систему со стороны тел, не входящих в систему: 
ex

цм Fa m .                                                                                (5.6) 

Импульс силы F  за физически бесконечно малый интервал 

времени dt, в течение которого она действует, – физическая вели-

чина, равная произведению силы на этот интервал времени: tdF . 

Закон изменения импульса механической системы. Изме-

нение импульса механической системы относительно инерциаль-

ной системы отсчета за физически бесконечно малый интервал 

времени dt равно импульсу суммы внешних сил ex
F , действующих 

на систему в этот интервал времени: 

tdexFP d .                                                                               (5.7) 

Для конечного интервала времени  



2

1

d)()(Δ ex
12

t

t

ttt FPPP ,                                                     (5.8) 

где t1 и t2 – начальный и конечный моменты рассматриваемого ин-

тервала времени.  

Закон изменения проекции импульса механической систе-

мы. Изменение проекции импульса механической системы относи-

тельно инерциальной системы отсчета на неподвижное относи-

тельно этой системы направление (задаваемое единичным векто-

ром n ) равно проекции на то же направление импульса суммы 

внешних сил, действующих на систему: 

tFP nn dexd ,                                                                              (5.9) 


2

1

ex
12 d)()(Δ

t

t
nnnn tFtPtPP .                                                 (5.10) 

Изолированная механическая система – это механическая 

система, на которую не действуют внешние силы: 0ex
jF .  

Замкнутая механическая система – это механическая систе-

ма, для которой сумма всех внешних сил равна нулю:  
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.0 exex
FF

j

j                                                                     (5.11) 

Закон сохранения импульса механической системы. Если 

механическая система замкнута, то ее импульс относительно инер-

циальной системы отсчета сохраняется: 

0)()(Δ 12  tt PPP .                                                             (5.12) 

Замкнутая в данном направлении механическая система – 

это механическая система, для которой проекция суммы всех 

внешних сил на неподвижное относительно инерциальной системы 

отсчета направление n  равна нулю: 0ex
nF . 

Закон сохранения проекции импульса механической си-

стемы. Если система замкнута в данном направлении, то проекция 

ее импульса относительно инерциальной системы отсчета на это 

направление сохраняется: 0)()(Δ 12  tPtPP nnn . 

 

5.2. Основные типы задач и методы их решения 

Большинство задач на законы изменения (или сохранения) для 

механической системы можно условно отнести к следующим ти-

пам задач или их комбинациям: 

1) закон изменения (или сохранения) импульса, 

2) определение центра масс для различных систем тел, 

3) теорема о движении центра масс 

Для решения подобных задач необходимо придерживаться 

следующей схемы. 

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматривае-

мые тела. 

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систе-

му координат (из соображений удобства). 

3. Изобразить и обозначить все силы и необходимые кинема-

тические характеристики системы. 

4 Выбрать модели тел и их движения (если это не сделано в 

условии задачи).  

5. Выбрать механическую систему и рассматриваемый интер-

вал (начальный и конечный моменты) времени. 
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II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

1. Записать закон сохранения (или изменения) импульса в вы-

бранной системе отсчета для выбранной механической си-

стемы и выбранного интервала времени в рамках выбранной 

модели. 

2. Записать определение центра масс 

3. Записать теорему о движении центра масс. 

4. Записать уравнения кинематических связей. 

5. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть характерные случаи, установить область 

применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

Примечание. 

Пункты I.5 – II.3 в случае необходимости выполняются неод-

нократно.  

 

3.3. Примеры решения задач 

Задача 5.3.1. (Закон сохранения импульса). Ствол игрушечной 

пушки направлен под углом  = 45 к горизонту. Найти скорость 

пушки сразу после выстрела, если она не закреплена и может 

скользить по абсолютно гладкой поверхности. Модуль скорости 

снаряда относительно пушки сразу после выстрела равен 

0 = 2,2 м/с, а его масса в k = 10 раз меньше массы пушки.  

 

Решение 

Для решения задачи воспользуемся общей схемой решения за-

дач механики с помощью законов сохранения. 

I. Выберем систему отсчета, связанную с горизонтальной по-

верхностью. Ось X декартовой системы координат направим гори-

зонтально, а ось Y – вертикально вверх. Определимся с моделями 

материальных объектов и явлений. Система тел «пушка + снаряд» 
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является замкнутой вдоль оси X в течение интервала времени от 

момента, предшествующего выстрелу пушки, до момента времени 

сразу после выстрела, поскольку в соответствии с условиями зада-

чи сил трения, действующих на тела системы, нет.  

II. Запишем закон сохранения проекции импульса (5.12) на ось 

X для выбранной системы тел и рассматриваемого интервала вре-

мени: 

0сспп  xmm  .                                                                     (5.13) 

Здесь п и xс  – проекции скоростей пушки и снаряда после 

выстрела на ось X.  

Проекция на ось X неизвестной скорости снаряда относитель-

но лабораторной системы отсчета xс  связана с проекциями скоро-

сти пушки п  и относительной скорости снаряда 0υ  следующим 

образом: 

αx cos0пс   .                                                                  (5.14) 

Используем также заданное в условии задачи соотношение 

между массами снаряда и пушки: 

k
m

m


с

п .                                                                                    (5.15) 

III. Решая систему уравнений (5.13) – (5.15), находим искомое 

выражение для проекции скорости пушки на ось X после выстрела: 

k
α

mm

m
α







1

1
coscos 0

пс

с
0п  .                                 (5.16) 

Подставляя в (5.16) значения физических величин, заданных в 

условии задачи, получаем  

м/сек14,0п  .                                                                     (5.17) 

Ответ: 14,0
1

1
cos0п 




k
α м/сек. 

 

Задача 5.3.2(Закон сохранения импульса). Две одинаковые те-

лежки, на каждой из которых находится по человеку, движутся без 

трения по инерции навстречу друг другу по параллельным рельсам. 

Когда тележки поравнялись, с каждой из них на другую перепрыг-

нул человек в направлении, перпендикулярном к движению теле-

жек. В результате первая тележка остановилась, а скорость второй 

стала равна V. Найти модули первоначальных скоростей тележек 
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1
V  и 

2
V , если масса каждой тележки равна М, а масса каждого че-

ловека – m .  

 

Решение 

I. В соответствии с общей схемой решения задач на законы со-

хранения определимся с моделями материальных объектов и явле-

ний. Пренебрегая сопротивлением воздуха, будем считать, что ско-

рость каждого человека сразу после прыжка равна его скорости 

непосредственно перед приземлением на другую тележку.  

На рис. 5.1 показано состояние системы тел для трех моментов 

времени: 
1
t  – непосредственно перед прыжком, 

2
t  – момент, когда 

оба человека находятся в полете, 
3

t  – сразу после приземления.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

На рис. 5.1 также изображена выбранная система координат 

XY, жестко связанная с рельсами, и обозначены скорости всех тел 

в указанные моменты времени.  

На временном интервале (t1, t2) будем рассматривать две си-

стемы тел: «первый человек + первая тележка» и «второй чело-

век + вторая тележка». Поскольку человек прыгнул в направлении, 

перпендикулярном движению тележки, то после отрыва от тележки 

проекция его скорости на ось X (совпадающую с направлением 

движения первой тележки, см. рис. 5.1) равна скорости тележки 

после его прыжка.  

            Рис. 5.1. Положения тел в различные моменты времени. 

 

t = t3 t = t2 t = t1 

V 

V22y V22x 

V22x 

V12y 

V12x 

V12x 

V2 

V1 

X 

Y 
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На временном интервале (t2, t3) также рассмотрим две системы 

тел: «первый человек + вторая тележка», «второй человек + первая 

тележка».  

Поскольку все внешние по отношению к рассматриваемым си-

стемам тел силы (силы тяжести и силы реакции рельсов) направле-

ны перпендикулярно направлению оси X, то эти системы тел за-

мкнуты в направлении данной оси, и для них выполняется закон 

сохранения проекции импульса на соответствующих им временных 

интервалах.  

II. Запишем законы сохранения проекции импульса для вы-

бранных систем тел и выбранных временных интервалов. 

Система тел «первый человек + первая тележка», временной 

интервал ),(
21

tt :  

xx mVMVVmM 12121)(  .                                                     (5.18) 

Из уравнения (5.18) следует, что скорость тележки после 

прыжка человека не изменится: 

112 VV x  .                                                                                   (5.19) 

Аналогичный вывод можно сделать и для второй тележки, рас-

сматривая тот же временной интервал и систему тел «второй чело-

век + вторая тележка»:  

222 VV x  .                                                                                  (5.20) 

Система тел «второй человек + первая тележка», временной 

интервал ),(
32

tt : 

021 mVMV .                                                                         (5.21) 

В (5.21) учтено, что первая тележка остановилась после при-

земления второго человека. 

Для системы тел «первый человек + вторая тележка» и того же 

временного интервала имеем: 

VMmMVmV )(21  .                                                           (5.22) 

III. Решая систему уравнений (5.21) – (5.22), находим иско-

мые модули скоростей тележек в начальный момент времени: 

mM

m
VV


1 , 

mM

M
VV


2 .                                               (5.23) 

Проанализируем полученное решение. Если массы тележек 

разные, то (5.23) дает однозначный ответ на вопрос задачи. В слу-

чае, когда M = m обе тележки останавливаются (V = 0). При этом 
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начальные скорости тележек могут быть любыми по величине, но 

равными друг другу: 21 VV  .  

Ответ: 
mM

m
VV


1

mM

M
VV


2 . 

 

Задача 5.3.3 (Закон сохранения импульса). На краю покоя-

щейся тележки стоят два человека, масса каждого из которых равна 

m. Пренебрегая трением, найти скорость тележки после того, как 

оба человека спрыгнут с тележки с одной и той же горизонтальной 

скоростью u относительно тележки: а) одновременно; б) друг за 

другом. 

Решение 
I. Определимся с системой тел, о которой будет идти речь. 

Очевидно, что это система «тележка + два человека». Силы взаи-

модействия между ними – внутренние, а так как трением пренебре-

гаем, то внешние силы в горизонтальном направлении отсутству-

ют, следовательно, в горизонтальном направлении выполняется 

закон сохранения импульса.  

II,III Закон сохранения импульса можем записать в векторной 

форме. Для первого случая, когда спрыгивают два человека одно-

временно, он  имеет вид: 

)(20 11 VuV  mM ,                                                             (5.24) 

где V1 – скорость тележки после одновременного спрыгивания двух 

человек. Здесь учтено, что скорость человека относительно Земли 

сразу же, в момент прыжка, будет не u, а u + V1, потому что тележ-

ка в тот же момент приобретет скорость.  

Из (5.24) получаем ответ 

mM

m

2

2
1




u
V .                                                                        (5.25) 

Для получения ответа на второй вопрос задачи выделим харак-

терные моменты времени. Момент 1- непосредственно перед 

прыжком первого человека,2- сразу после прыжка первого чело-

века, 3- непосредственно перед прыжком второго человека, 4- 

сразу после прыжка второго человека. Запишем закон сохранения 

импульса для двух временных интервалов 

  )(0 VuV  mmM ,                                                        (5.26) 

  )( 22 VuVV  mMmM .                                                 (5.27) 
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ЗдесьV- скорость тележки со вторым человеком после того, 

как спрыгнул первый.  

Из (5.26) получаем скорость V: 

mmM

m




)(

u
V .                                                                  (5.28) 

В интервале (3,4) используем (5.27) - закон сохранения им-

пульса для системы тел «тележка + второй человек». С учетом 

(5.28) получаем: 

 

)2)((

)32(2

2

2
mMmM

mmM

mM

mu
mM

mu
mM





















u

V           (5.29) 

Здесь V   – искомая скорость тележки после прыжка второго 

человека.  

Найдем отношение скоростей V2 и V1 

1
2)(

1

2)(

)32(

2

)2(

)2)((

)32(

1

2



















mM

m

mM

mM

m

mM

mMmM

mmM

u

u

V

V

                 (5.30) 

Отсюда видно, что в случае, когда люди прыгают друг за дру-

гом, скорость тележки оказывается больше, чем в случае, если они 

прыгают одновременно. 

Ответ: а) если люди спрыгивают одновременно, 

mM

m

2

2
1




u
V ; б) если люди спрыгивают другом, 

)2)((

)32(
2

mMmM

mmM






u
V . 

 

Задача 5.3.4. (Закон изменения импульса). Снаряд, выпущен-

ный со скоростью V0 под углом 
45  к горизонту, через время  

g

V

2

sin3 0 
   взорвался и разлетелся на два одинаковых осколка. 

Один осколок полетел вперед и вверх под углом 
45 к горизон-

ту со скоростью 01 2VV  . С какой скоростью V2 и под каким углом 

γ к горизонту полетел второй осколок? 



Глава 5. Закон изменения импульса механической системы                                   113 

Решение 

I. Для определенности выберем декартову систему координат 

так, как показано на рис.5.2. В промежуток времени 0 < t < τ на си-

стему действовала внешняя сила тяжести. В этом промежутке нель-

зя пренебрегать импульсом внешних сил, следует воспользоваться 

законом изменения импульса.  Анализируя временной интервал, в 

котором происходит взрыв, воспользуемся законом сохранения 

импульса. Действительно, поскольку взрыв происходит достаточно 

быстро, в этот временной промежуток импульсом внешних сил 

(силы тяжести, действующие на снаряд и его осколки) можно пре-

небречь по сравнению с импульсом внутренних сил, возникающих 

при взрыве.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II. Запишем закон изменения импульса в проекциях на оси ко-

ординат  на интервале (0,τ)сохранения импульса в проекциях на 

оси X и Y 

0cos0  MVMVx ,                                                               (5.31) 

 MgMVMVy  sin0 .                                                       (5.32) 

Здесь обозначено Vx и Vy – проекции скорости снаряда на оси 

системы координат непосредственно перед взрывом.  

Дополним уравнения (5.31) и (5.32) законом сохранения им-

пульса в промежутке, когда происходит взрыв 

 coscos 21 mVmVMVx  ,                                                  (5.33) 

 sinsin 21 mVmVMVy  .                                                   (5.34) 

Уравнения (5.31)-(5.34) дополним выражением для массы 

осколка m следующим из условия задачи 

Рис. 5.2. Направления начальной скорости снаря-

да и скоростей разлетающихся осколков. 

X 

Y 

O 

V0 






V2 

V1 
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2

M
m                                                                                       (5.35) 

III. Система уравнений (5.31) – (5.35). Является полной. Неиз-

вестную скорость V2 и угол γ удобно определить, если в левой ча-

сти обоих уравнений оставить только величины, зависящие от угла 

γ:  

 sinsin 12 mVMVmV y  ,                                                 (5.36) 

 coscos 12 mVMVmV x  .                                                (5.37) 

Из(5.36) и (5.37) получаем для угла 










coscos

sinsin

cos

sin

10

10

1

1

mVMV

mVMgMV

mVMV

mVMV
tg

x

y









           (5.38) 

и для скорости 

   210

2

10

2

coscossinsin
1

 mVMVmVMgMV
m

V





. 

                                                                                                   (5.39) 

Подставляя в (5.38) и (5.39) данные и условия задачи получаем 

для угла 

0

sin
2

3

cos)2(
2

cos

sin)2(
2

sin

2

3
sin

coscos

sinsin

00

0
0

0

10

10




























V
M

MV

V
M

g

V
MgMV

mVMV

mVMgMV
tg

       (5.40) 

То есть 
90)(  arctg                                                                (5.41) 

Таким образом, для данных условий задачи второй осколок 

полетит вертикально вниз. 

Скорость V2 найдем из (5.39) 

   

00

2

10

2

10

2

2

3
sin

2

31

coscossinsin
1

VMV
m

mVMVmVMgMV
m

V
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                                                                                                  (5.42) 

Ответ 
90 , 02

2

3
VV   

 

Задача 5.3.5. (Закон изменения импульса.) Ящик с песком мас-

сой M лежит на горизонтальной поверхности. Под углом  к гори-

зонтали в ящик попадает пуля, имеющая массу m и скорость V, и 

застревает в песке (см. рис.5.3). Определить скорость пули, если 

ящик остановился через время после попадания в него пули. Ко-

эффициент трения между ящиком и поверхностью равен. Считать, 

что выполняется соотношение tMgmV  , где t  - время за ко-

торое скорость пули относительно ящика становится равной нулю. 

 

Решение 

I. Рассмотрим систему тел «ящик с песком + пуля». Оси си-

стемы координат выберем так, как показано на рис. 5.3. Выбранная 

система тел не является замкнутой. Поскольку пуля застревает в 

ящике, то проекция импульса выбранной системы тел на ось после 

взаимодействия становится равной нулю, вдоль оси X импульс си-

стемы тел также не сохраняется, поскольку нельзя пренебречь им-

пульсом силы трения за время взаимодействия. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II. Запишем закон изменения импульса выбранной системы тел 

в проекциях на оси выбранной системы координат 

tNmV   cos0 ,                                                                 (5.43) 

  tFmVVMm  тр1 sin  ,                                               (5.44) 

Рис. 5.3. Силы, действующие на ящик с 

песком, в момент попадания в него пули. 

X 

Y 

O 

N 

 V 

m 

Fтр mg 
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здесь V –начальная скорость пули, t - интервал времени, в тече-

ние которого скорость пули относительно ящика с песком стала 

равной нулю N-сила реакции опоры, действующая в течение корот-

кого интервала времени t ,V1- скорость ящика с пулей сразу после 

соударения. В (5.43) учтено, что tMgmV  . 

Уравнения (5.43) и (5.44) дополним связью между силой тре-

ния и силой реакции опоры 

NF тр ,                                                                                (5.45) 

а также уравнениями, описывающими движение ящика с пулей по-

сле соударения 

  тр1FaMm  ,                                                                   (5.46) 

aV  10 .                                                                               (5.47) 

После того, как пуля перестанет двигаться относительно ящи-

ка, сила трения тр1F  уменьшится и будет равна 

gmMF )(тр1   .                                                                 (5.48) 

III. Из (5.43)-(5.48) получаем выражение для скорости ящика с 

пулей после соударения 

 



g

Mm

mV
V 






)cos(sin
1 ,                                              (5.49) 

откуда окончательно: 

 
)cos(sin 








m

Mmg
V                                                              (5.50) 

Очевидно, что при выполнении условия  

 tg                                                                                      (5.51) 

ящик при попадании в него пуле вообще не сдвинется с места. 

Ответ: 
 

)cos(sin 








m

Mmg
V  (  tg ). 

 

Задача 5.3.6. (Теорема о движении центра масс). Система со-

стоит из двух шариков массами m1 и m2, связанных нерастяжимой 

нитью длины l и движущихся по гладкой горизонтальной плоско-

сти. В некоторый момент времени скорость одной шайбы равна 

нулю, а другой V, причем ее направление перпендикулярно нити 

(см. рис. 5.4). Найти силу натяжения нити T в этот момент времени. 
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Решение 

I. Рассматриваемая система двух связанных нитью шариков 

является замкнутой. Центр масс такой системы должен либо поко-

иться, либо двигаться с постоянной скоростью. В движущейся  си-

стеме координат, связанной с центром  масс системы, шарики бу-

дут двигаться, очевидно, по окружностям с постоянными скоро-

стями. Для определения силы натяжения следует найти скорость 

центра масс и скорости шари-

ков относительно этого цен-

тра. 

II. Выберем лаборатор-

ную систему координат, свя-

занную в начальный момент 

времени с центром масс си-

стемы (рис. 5.4). Пусть коор-

динаты шариков в этой си-

стеме координат равны соот-

ветственно x1и x2.По опреде-

лению центра масс имеем 

 21

2211
цм 0

mm

xmxm
x




 .                                                             (5.52) 

Поскольку длина нити задана, то 

12 xxl  .                                                                                (5.53) 

Для определения скорости центра масс воспользуемся соот-

ношением (5.2). В соответствии с условием задачи скорость центра 

масс будет направлена вдоль оси Y: 

 21

21
цм

0

mm

Vmm
V




 .                                                                   (5.54) 

В движущейся системе координат, связанной с центром масс 

системы, шарики будут двигаться по окружностям с радиусами 

11 0 xr  ,                                                                                (5.55) 

022  xr .                                                                               (5.56) 

Их скорости в движущейся системе координат найдем из усло-

вия равенства их угловых скоростей вращения относительно цен-

тра масс: 

цм2 VVV  ,                                                                            (5.57) 

Рис. 5.4. Геометрия системы тел и 

выбор системы координат. 

V 

m2 m1 X 

Y 

O 
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2

2

1
1 V

r

r
V  .                                                                                (5.58) 

Силу натяжения нити найдем из уравнения движения матери-

альной точки по окружности, например, для второго шарика: 

T
r

V
m 

2

2

2
2 .                                                                              (5.59) 

III. Система уравнений (5.52)-(5.59) является полной. 

Из (5.52), (5.53) и (5.55), (5.56) получаем выражение для r1 и r2: 

21

2
1

mm

lm
r


 ,                                                                            (5.60) 

21

1
2

mm

lm
r


 .                                                                            (5.61) 

Относительные скорости шаров равны соответственно 

21

2
1

mm

Vm
V


 ,                                                                          (5.62) 

21

1
2

mm

Vm
V


 .                                                                          (5.63) 

Выражение для силы натяжения получаем используя (5.59): 

 lmm

Vmm
T

21

2

21


 .                                                                       (5.64) 

Ответ: 
 lmm

Vmm
T

21

2

21


 . 

 

Задача 5.3.7. (Теорема о движении центра масс). На левом 

конце неподвижной платформы длиной L и массой M стоят два че-

ловека. Масса каждого человека равна m. В некоторый момент 

времени они начали двигаться по направлению к правому концу 

платформы. Один человек дошёл до середины платформы и оста-

новился, а второй дошёл до правого конца платформы. Трение 

между колесами платформы и поверхностью земли пренебрежимо 

мало. На какое расстояние S переместилась в итоге вся платформа? 
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Решение 

I. При решении задачи будем использовать теорему о движе-

нии центра масс. Поскольку система тел замкнута, центр масс не 

меняет своего положения при любых изменения положения тел. 

Направим координатную ось X в сторону правого конца платфор-

мы, так как показано на рис. 5.5. Начало лабораторной системы 

координат выберем в центре платформы. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II,III. Определим положение центра масс системы в начальный 

момент времени. 

 mM

l
mM

х
2

2
20

цм1



 .                                                                   (5.65) 

Определим координаты людей 
'
1x  и 

'
2x относительно платфор-

мы в конце их движения. Поскольку первый человек остановился в 

центре платформы, то 

0'
1 x .                                                                                       (5.66) 

Положение второго человека после окончания движения опре-

деляется координатой 

Рис. 5.5. Расположение тел в начальный 

и конечный моменты движения. 
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22
0'

1

ll
x  .                                                                       (5.67) 

Учитывая, что координата центра масс всей системы после 

окончания всех перемещений не меняется и остается равной цм1х , 

получаем: 

 mM

l
mxmxMx

mM

l
m

2
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()0(

2

2
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,                              (5.68) 

здесь обозначено  x – координата центра платформы после оконча-

ния всех движений. Из (5.68) получаем окончательно: 

)2(2

3

mM

mL
х


 .                                                                     (5.69) 

Знак «минус» показывает, что платформа сместилась в 

направлении, противоположном движению людей. Таким образом, 

платформа сместилась на расстояние 

)2(2

3

mM

mL
xS


 .                                                                (5.70) 

Ответ: 
)2(2

3

mM

mL
S


 . 

 

Задача 5.3.8. (Определение положения центра масс). На краю 

квадратного плота с квадратным отверстием, размещенным так, как 

показано на рис. 5.6, стоит человек. На какое расстояние S переме-

стился плот, если человек дошел до точки O и остановился. Масса 

плота M, масса человека m, сторона плота l, сторона квадратного 

отверстия l/4.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.6. Геометрия системы в 

начальный момент времени. 
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Решение 

I. Так же, как и в предыдущей задаче, будем опираться на тео-

рему о движении центра масс. Поскольку система тел «чело-

век + плот» замкнута, то центр масс этой системы не меняет своего 

положения при любых движениях тел. Особенностью задачи явля-

ется то, что плот имеет отверстие, поэтому положение его центра 

масс необходимо будет найти отдельно. Выберем систему коорди-

нат с началом в т. O (центр плота) так как показано на рис.5.6. 

II, III. Так же, как в задаче5.3.7. определим положение центра 

масс в начальный момент времени, непосредственно перед тем, как 

человек начал свое движение 

 mM

Mxm
l

х





п

цм1
2 ,                                                                 (5.71) 

где xп – центр масс плота.  

После того, как человек окажется в точке O, положение центра 

масс определится из соотношения 

   
 mM

xxMmx
х




 п

цм2

0
,                                                    (5.72) 

где x – координата центра плота после окончания движения чело-

века. 

Кроме того 

цм2цм1 хх  .                                                                               (5.73) 

Определим xп - положение центра масс плота с отверстием. 

Для этого воспользуемся определение центра масс, а также введем 

поверхностную плотность вещества, из которого сделан плот 

22

2
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16
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l

M

l
l

M












 .                                                          (5.74) 

Мысленно разобьем весь плот на отдельные элементы c пло-

щадями si и координатами xi. В выражении для центра масс плота в 

в числителе прибавим и вычтем одно и то же слагаемое b
l
















16

2

.  
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п .                                      (5.75) 

Для дальнейшего анализа удобно объединить два первых сла-

гаемых в числителе. Их сумма соответствует определению центра 

масс плота без отверстия. Он, очевидно, находится в точке O. Та-

ким образом, (5.75) перепишем в виде: 

M
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Используя (5.71)-(5.73) и (5.76) получаем 
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Отсюда находим координату центра плота после остановки челове-

ка: 
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                          (5.78) 

Знак «минус» означает, что центр плота сместился в направле-

нии, противоположном движению человека. Таким образом, плот 

сместился на расстояние 

mM
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l

m

xS
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Ответ: 
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5.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 5.4.1 ([1], 1, c. 112). Три лодки одинаковой массой m 

идут в кильватер (друг за другом) с одинаковой скоростью  . Из 

средней лодки одновременно в переднюю и заднюю лодки бросают 

со скоростью u относительно лодки грузы массой m1. Каковы будут 

скорости лодок после переброски грузов?  

Ответ: u
mm

m

1

1
1


 ,  2 , u

mm

m

1

1
3


 . 

 

Задача 5.4.2 ([1], 2, c. 113). На гладкой горизонтальной по-

верхности лежат два одинаковых шарика массами m0, соединенные 

невесомой пружинкой жесткостью k и длиной l0 в недеформиро-

ванном состоянии. В один из шариков попадает летящая горизон-

тально вдоль оси пружины со скоростью   пуля массой m и за-

стревает в нем. Найти максимальное и минимальное расстояние 

между шариками в процессе их движения. 

Ответ: lmax = l0 + l, lmin = l0 – l, 

где 
kmmmm

m
ml

)2)((
Δ

00

0


 .  

 

Задача 5.4.3 ([1], 3, c. 113). С концов платформы массой М и 

длиной l, которая может перемещаться без трения, навстречу друг 

другу бегут два зайца массами m и 2m с постоянными относительно 

платформы скоростями. Второй заяц (массой 2m) бежит в два раза 

быстрее первого. На сколько сместится платформа, когда второй 

заяц добежит до ее конца? 

Ответ: 
 

l
Mm

m
x




32

3
.  

 

Задача 5.4.4 ([1], 4, c. 113). На нити, прикрепленной к воздуш-

ному шару массой M, свободно висящему в воздухе, сидит жук 

массой m, который начинает двигаться с постоянной относительно 

нити скоростью U вверх. Определить скорости шара и жука отно-

сительно Земли.  
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Ответ: Uυ
Mm

m


ш , Uυ

Mm

M


ж . 

 

Задача 5.4.5 ([3], 1.121). Система состоит из двух шариков 

массами m1 и m2, соединенных между собой пружинкой. В момент 

t = 0 шарикам сообщили скорости 1 и 2, после чего система нача-

ла двигаться в однородном поле тяжести Земли. Найти зависимо-

сти от времени импульса этой системы в процессе движения и ра-

диус-вектора ее центра масс относительно его начального положе-

ния. 

Ответ: ,0 tmgpp   где ,22110 υυp mm   21 mmm  ;  

,2/2
0 tt gυr C  где )/()( 2122110 mmmm  υυυ .  

 

Задача 5.4.6 ([3], 1.122). Две небольшие шайбы массами m1 и 

m2 связаны нитью длины l и движутся по гладкой плоскости. В не-

который момент скорость одной шайбы равна нулю, а другой  , 

причем ее направление перпендикулярно нити. Найти модуль силы 

натяжения нити в этот момент. 

Ответ: ,/2 lF   где )/( 2121 mmmm  .  

 

Задача 5.4.7 ([3], 1.123). Плот массы M с человеком массы m 

покоится на поверхности пруда. Относительно плота человек со-

вершает перемещение l cо скоростью (t) и останавливается. Пре-

небрегая сопротивлением воды, найти: 

а) перемещение l плота относительно берега; 

б) горизонтальную составляющую силы, с которой человек 

действовал на плот в процессе движения. 

Ответ: а)
mM

m


 ll ;б) 

tmM

mM

d

dυ
F




 .  

 

Задача 5.4.8 ([3], 1.129). В момент, когда скорость падающего 

тела по модулю стала равной 0 = 4,0 м/с, оно разорвалось на три 

одинаковых осколка. Два осколка разлетелись в горизонтальной 

плоскости под прямым углом друг к другу со скоростью  = 5,0 м/с 

каждый. Найти модуль скорости третьего осколка сразу после раз-

рыва. 
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Ответ: 1429 22
0   м/с. 

 

Задача 5.4.9 ([3], 1.134). Две одинаковые тележки массой М 

движутся по прямой друг за другом по инерции (без трения) с од-

ной и той же скоростью 0. На задней тележке находится человек 

массы m. В некоторый момент человек прыгнул в переднюю те-

лежку со скоростью u относительно своей тележки. Найти скоро-

сти, с которыми будут двигаться обе тележки после этого. 

Ответ: u
Mm

m


 0задн ; .

)( 20 u
Mm

mM


пер
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ГЛАВА 6 

ДВИЖЕНИЕ ТЕЛ С ПЕРЕМЕННОЙ МАССОЙ. УРАВНЕНИЕ  

МЕЩЕРСКОГО. ФОРМУЛА ЦИОЛКОВСКОГО 

 

6.1. Теоретический материал 

Движение тела с переменной массой. Рассмотрим движе-

ние тела с переменной массой. Пусть M(t) – масса тела в момент 

времени t и Mm dd   – масса отделившихся частиц за время dt 

(см. рис. 6.1).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Запишем импульс тела в момент времени t и импульс тела с 

отделившимися от него частицами в момент времени t + dt: 

)()()( ttMt υP  ,                                                                      (6.1) 

   )(dd)(d)()d( 1 tmtmtMtt υυυP  .                        (6.2) 

Здесь )(tυ  – скорость тела в момент времени t, υd  – изменение 

скорости тела за время dt, 
1
υ  – скорость отделившихся частиц.  

С точностью до бесконечно малых величин второго порядка 

изменение импульса механической системы, состоящей из тела и 

отделившихся от него за время dt частицами, равно 

)(dd)()()d( tmtMttt uυPP  ,                           (6.3) 

где )()()(
1

ttt υυu   – скорость отделяющихся частиц относи-

тельно тела.  

Записав закон изменения импульса для рассматриваемой ме-

ханической системы, получим уравнение движения для тела с пе-

ременной массой M(t): 

ex)(
d

d

d

d
)(

d

)(d
Fu

υP
 t

t

m

t
tM

t

t
.                                         (6.4) 

Рис. 6.1. Характеристики тела и отделяющихся от него частиц в 

моменты времени t и t + dt. 

 t t + dt 

)(tυ  υυ d)( t  )(
1

tυ  

S 

M(t) M(t) – dm dm 
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Уравнение Мещерского – уравнение движения для тела с пе-

ременной массой M(t), записанное в виде:  

)()()()( р
exex ttttM FFuFa   .                                       (6.5) 

Здесь 
ex

F  – внешняя сила, действующая на тело, 
t

M

d

d
  – ско-

рость изменения массы тела, взятая с обратным знаком, так назы-

ваемый расход топлива, )(tu  – скорость отделяющихся частиц от-

носительно тела, )()( tt uF р  – реактивная сила.  

Реактивная сила – сила, действующая на тело со стороны от-

деляющихся от него частиц: 

)()(р tt uF  .                                                                         (6.6) 

Формула Циолковского – зависимость скорости тела υ , дви-

жущегося под действием постоянной реактивной силы, от его мас-

сы M : 











M

M 0
0 lnuυυ ,                                                                   (6.7) 

где u  – скорость отделяющихся частиц относительно тела, 0M  и 

0υ  – начальные (в момент времени 0tt  ) масса и скорость тела. 

 

6.2. Основные типы задач и методы их решения 

Большинство задач на движение тел с переменной массой 

можно условно отнести к следующим типам задач или их комбина-

циям: 

1) движение тел с переменной массой (с использованием за-

кона изменения импульса), 

2) уравнение Мещерского 

3) Формула Циолковского 

4) Влияние реактивной силы на характеристики движения 

тела 

При решении задач необходимо последовательно реализовать 

следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматривае-

мые тела. 
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2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее си-

стему координат (из соображений удобства). 

3. Изобразить и обозначить все силы и необходимые кинема-

тические характеристики системы. 

4. Провести анализ действующих на тела системы сил, ис-

пользуя законы, описывающие их индивидуальные свой-

ства.  

5. Выбрать модели тел и их движения (если это не сделано в 

условии задачи).  

6. Выбрать механическую систему и рассматриваемый ин-

тервал (начальный и конечный моменты) времени. 

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

1. Закон изменения  импульса или следствия из него (уравне-

ние Мещерского, формула Циолковского). 

2. Записать уравнения, описывающие индивидуальные свой-

ства сил. 

3. Записать уравнения кинематических связей. 

4. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лиш-

ние корни, рассмотреть характерные случаи, установить 

область применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

Примечание. 

Пункты I.6 – II.2 в случае необходимости выполняются неод-

нократно.  

 

6.3. Примеры решения задач 

Задача 6.3.1. (Движение тел с переменной массой). По двум 

горизонтальным рельсам движутся с постоянной скоростью 

0 = 1 м/с без трения (по инерции) две одинаковые тележки массой 

M0 = 100 кг каждая. В некоторый момент времени t0 = 0 на обе те-

лежки сверху непрерывной струйкой начинает сыпаться песок так, 
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что масса сыплющегося песка растет линейно по закону m = kt, где 

k = 10 кг/с. В первой тележке есть устройство для непрерывного 

выброса всего ссыпанного на нее песка в направлении, перпенди-

кулярном скорости тележки. Из второй тележки песок не выбрасы-

вается. Как будут зависеть от времени скорость и перемещение 

каждой тележки? За какое время каждая тележка пройдет расстоя-

ние L = 9 м? 

 

Решение 

I. В соответствии с общей схемой решения задач на законы со-

хранения рассмотрим особенности процессов для обеих тележек. В 

обоих случаях система тел «тележка + ссыпающийся на нее за вре-

мя dt песок» является замкнутой в направлении движения тележки, 

следовательно, можно использовать закон сохранения проекции 

импульса. Выберем системы координат так, как показано на 

рис. 6.2.  

II. Закон сохранения проекции импульса на ось X для системы 

тел «тележка + ссыпающийся на нее за время dt песок» и интервала 

времени [t, t + dt] в обоих случаях имеет вид: 

   d)(d)(0d)()(  tmtMmttM .                              (6.8) 

Здесь M(t) и )(t  – мгновенные значения массы и скорости те-

лежки в момент времени t; dm – приращение массы тележки за ма-

лый промежуток времени dt, d – приращение скорости тележки.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Из условия задачи следует, что 

tkm dd  .                                                                                    (6.9) 

Аналогично тому, как это было сделано в теоретическом вве-

дении при рассмотрении движения тел с переменной массой, пре-

небрежем в (6.8) членами второго порядка малости: 

Рис. 6.2. Выбор систем координат для двух случаев. 
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mtttM d)()(d)(0   .                                                           (6.10) 

Следовательно: 

)(

d

)(

d

tM

tk

t





.                                                                          (6.11) 

Далее рассмотрим движение каждой тележки в отдельности. 

Тележка №1. В соответствии с условием задачи масса первой 

тележки не меняется со временем (M(t) = M0), поэтому, интегрируя 

(6.11), получим: 

t
M

k

00

1ln 



.                                                                         (6.12) 

Таким образом, зависимость скорости первой тележки от вре-

мени имеет вид: 

t
M

k

et 0

01 )(


 .                                                                       (6.13) 

Закон движения первой тележки получаем, интегрируя (6.13): 
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 .               (6.14) 

Воспользовавшись законом движения (6.14), находим время, за 

которое первая тележка пройдет расстояние L = 9 м: 







00
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1

1
ln

M

Lkk

M
t 23,0 с.                                                   (6.15) 

Тележка 2. В соответствии с условием задачи для массы вто-

рой тележки можно записать: 

ktMtM  0)( ,                                                                        (6.16) 

и уравнение (6.11) принимает вид:  

ktM

tk

t 


02

2 d

)(

d




.                                                                    (6.17) 

После интегрирования (6.17) получаем: 

ktM

M




0

0

0

2 lnln



.                                                                   (6.18) 

Зависимость скорости второй тележки от времени имеет вид: 

ktM

M




0

0
02  .                                                                      (6.19) 
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Используя (6.19) находим закон движения второй тележки: 
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 .                  (6.20) 

Воспользовавшись законом движения (6.20), находим время, за 

которое вторая тележка пройдет расстояние L = 9 м:  















 1000
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M
t 14,6 с.                                                    (6.21) 

III. Проанализируем полученное решение. Масса второй те-

лежки увеличивается со временем, поэтому при падении на нее 

очередной порции песка ее скорость уменьшается медленнее, чем 

скорость первой тележки. Графики зависимостей координат теле-

жек от времени показаны на рис. 6.3.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В соответствии с (6.14) координата первой тележки асимпто-

тически стремится к значению 
k

M
x 00

max1


 = 10 м. Скорость вто-

рой тележки также уменьшается со временем, однако ее координа-

та будет все время увеличиваться. 

Рис. 6.3. Зависимости координат тележек от времени. 
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Ответ: для первой тележки 
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для второй тележки 
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Задача 6.3.2. (Движение тела с переменной массой). Ракета 

поддерживается в воздухе на постоянной высоте с помощью жид-

костного ракетного двигателя. Начальная масса ракеты (с топли-

вом) равна M0 = 105 кг, а скорость выбрасываемых вертикально 

вниз газов равна u = 2600 м/с. Найти расход топлива μ(t) и массу 

выброшенных ракетой газов в первую секунду полета.  

 

Решение 

I. Выберем систему координат, связанную с поверхностью 

Земли, ось X которой направим вертикально вверх. Для анализа 

условия равновесия будем использовать закон изменения импульса 

для системы тел «ракета + вылетевшие из нее газы». На эту систе-

му тел действует внешняя сила – сила тяжести.  

II. Закон изменения проекции импульса (см. (6.3)) ракеты за-

пишем в виде 

tgtMumtM d)(d0)(  .                                                  (6.22) 

Здесь M(t) – масса ракеты в момент времени t;  

dttdm )(  –                                                                           (6.23) 

Масса вылетевших газов за малый промежуток времени dt. 

Дополним это уравнение условием сохранения суммарной 

массы ракеты и вылетающего газа: 

0dd  mM .                                                                           (6.24) 

III. Решим полученную систему уравнений (6.22) – (6.24) отно-

сительно расхода топлива )(t . 
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Исключая из системы уравнений массу ракеты M и массу вы-

летевших из нее газов m, получаем дифференциальное уравнение 

относительно )(t : 

dtt
g

u
t )()(d   .                                                                   (6.25) 

Решаем (6.25) методом разделения переменных: 

const)(ln  t
u

g
t ,                                                              (6.26) 

t
u

g

Aet


)( .                                                                            (6.27) 

Константу интегрирования A в (6.27) определяем из уравнения 

(6.22), записанного для начального момента времени: 

u

gM
A 0)0(   .                                                                      (6.28) 

В результате получаем искомое выражение для расхода топли-

ва: 

t
u

g

e
u

gM
t



 0)( .                                                                      (6.29) 

Массу газов, выброшенных ракетой за время t, находим в ре-

зультате интегрирования )(t  по времени: 



















t

u

gt

eMtttm 1d)()( 0

0

 .                                                (6.30) 

При 
g

u
t   масса выбрасываемых газов оказывается пропор-

циональна времени их истечения: 

t
u

g
Mtm 0)(  .                                                                          (6.31) 

Поскольку по условию задачи c260c
8,9

2600


g

u
, воспользу-

емся выражением (6.31) для нахождения искомой массы выбро-

шенных ракетой газов в первую секунду полета: 

6.384)(
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0c1





t
t

t
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g
Mtm  кг.                                            (6.32) 
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Ответ: 
t
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e
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gM
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Задача 6.3.3. (Реактивная сила). На судне массой M = 200 т 

установлен водометный двигатель, выбрасывающий ежесекундно 

µ = 200 кг/с воды с относительной скоростью u = 5 м/с. Определить 

скорость судна через 5 минут после старта без начальной скорости. 

Сопротивление воды движению судна не учитывать. 

 

Решение 

I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, свя-

занную с горизонтальной поверхностью. Ось Х декартовой систе-

мы координат направим горизонтально, положительное направле-

ние оси Х совпадает с направлением движения судна. Система тел 

«судно – выбрасываемая с кормы вода» является замкнутой вдоль 

оси Х, поскольку силами сопротивления можно пренебречь по 

условию задачи.  

II. Запишем закон сохранения проекции импульса на ось Х для 

выбранной системы тел для моментов времени t и t+dt. Учтем при 

этом, что масса судна М в процессе движения не меняется, так как 

насос водометного двигателя закачивает воду из водоема и тут же 

выбрасывает ее обратно с кормы судна, учтем также, что импульс 

закачиваемой воды равен нулю: 

,d)d(0 1mVVVMdmMV                                              (6.33) 

где V и V1 – скорости судна и выбрасываемой воды относительно 

берега соответственно, а 

tm dd                                                                               (6.34) 

масса выброшенной воды за малый промежуток времени dt.  

Проекция на ось Х скорости воды V1 связана с проекциями 

скорости судна V и относительной скорости выбрасываемой воды u 

следующим образом: 

uVV 1 .                                                                               (6.35) 

III. В результате преобразования системы уравнений 

(6.33)  (6.35) получаем:  

)( Vu
td

Vd
M   .                                                                    (6.36) 
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Уравнение (6.36) решаем методом разделения переменных от-

носительно V: 

t
MVu

V
tV

d
d

 


00


,                                                                      (6.37) 

t
Mu

Vu 



ln ;                                                                      (6.38) 

t
MueVu



 .                                                                           (6.39) 

Полученный закон изменения скорости позволяет определить  

искомую скорость судна через 5 минут после старта: 




)1(
t

MeuV


 1,3 м/с.                                                         (6.40) 

Ответ: 


)1(
t

MeuV


 1,3 м/с. 

 
Задача 6.3.4. (Уравнение Мещерского). Ракета, масса которой 

вместе с твердым топливом равна M0=400 грамм, взлетает верти-

кально вверх. Время работы двигателя ракеты  τ=3 с, скорость ис-

течения газов u=800 м/с. Определить высоту H, на которую подни-

мется ракета. Масса твердого топлива m=50 грамм 

 

Решение 

I. Выберем систему координат, связанную с поверхностью 

Земли, ось X которой направим вертикально вверх. Для определе-

ния высоты подъёма определим предварительно зависимость ско-

рости ракеты от времени, затем по известным соотношениям опре-

делим высоту, на которую поднялась ракета. Для определения ско-

рости ракеты воспользуемся уравнением Мещерского, в котором 

учтено, что на ракету действует внешняя сила – сила тяжести.  

II. Запишем уравнение Мещерского в выбранной системе ко-

ординат 

gtMu
t

V
tM )(

d

d
)(   .                                                         (6.41) 

Уравнение (6.41) позволяет определить скорость ракеты в за-

висимости от времени. Высоту подъема ракеты в момент оконча-

ния сгорания топлива определим, используя выражение (1.10) из 

гл.1. 
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0

)()( dttVh .                                                                        (6.42) 

Поскольку в момент времени τ скорость ракеты не равна нулю, 

то после окончания работы двигателей ракета поднимется до высо-

ты 

g

V
hH

2

)(
)(

2 
  .                                                                    (6.43) 

Систему уравнений (6.41)-(6.43) дополним определением ве-

личины расхода топлива 




m
                                                                                       (6.44) 

и зависимостью массы ракеты от скорости 

tMtM  0)( .                                                                       (6.45) 

III. Используя метод разделения переменных определим из 

(6.41) зависимость скорости от времени 
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                      (6.46) 

Здесь обозначено ')'( 0 tMtM   . В отличие от формулы 

Циолковского (6.7) в (6.4 6) учтено действие силы тяжести. 

Подставляя (6.46) в (6.42) получаем h(τ)- высоту, на которой 

окажется ракета после полного сгорания топлива: 

2
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0 00
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udttVh   .                                (6.47) 

Для удобства интегрирования перейдем к новой переменой  

0
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 .                                                               (6.48) 

Поскольку dt
M

d
0


  ,то (6.47) перепишется в виде 
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Интеграл в правой части (6.49) легко берется, если сделать еще 

одну замену переменных:  
  e ,                                                                                     (6.50) 

где 0 . Тогда  

   eddln .                                                           (6.51) 

Дальнейшее интегрирование удобно проводить по частям. Для 

этого введем функцию  
  e .                                                                              (6.52) 

Для этой функции 

     ededd .                                                      (6.53) 

Отсюда и из (6.51) следует, что 

        edededdln .                                (6.54) 

Используя (6.50), (6.51), (6.54) получаем  

  lnln d .                                                              (6.55) 

Таким образом, окончательное выражение для h(τ) имеет вид 
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После подстановки в (6.56) данных задачи и формулы (6.44) 

выражение для h(τ) принимает вид 
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 .                  (6.57) 

Для высоты подъема ракеты H в соответствии с (6.43) и (6.46) 

получаем 
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После подстановки данных задачи получаем 
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Ответ: 
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Задача 6.3.5. (Уравнение Мещерского). Ракета, поднимается с 

поверхности с Земли вертикально вверх, имея в начальный момент 

времени ускорение 2g. Скорость вылетающих газов равна u=2600 

м/с. Считая расход топлива µ постоянным определить, каким ста-

нет ускорение ракеты через τ=20 c  после запуска. Начальная масса 

ракеты M0=103кг 

 

Решение 

I. Выберем систему координат, связанную с поверхностью 

Земли, ось X которой направим вертикально вверх. Для определе-

ния ускорения ракеты удобно воспользоваться уравнением Мещер-

ского. Учтем также, что на ракету действует внешняя сила – сила 

тяжести.  

II,III. Запишем уравнение Мещерского для начального момен-

та времени 

gMuaM 00                                                                       (6.60) 
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Поскольку ускорение a в начальный момент времени известно 

из условия задачи, то из уравнения (6.60) определим расход топли-

ва 

3.11
2600

8.91033 3
000 
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gMaM
 кг/с                  (6.61) 

Ускорение ракеты через время τ после начала полета опреде-

лим с помощью уравнения Мещерского, записанного в этот момент 

времени 

gMuaM )()()(   .                                                         (6.62) 

Учитывая, что   0)( MM , получаем 
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Подставляя в (6.63) найденное выражение для расхода топлива 

(6.61) получаем окончательно 
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Численное значение ускорения определим после подстановки 

данных задачи: 
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Задача 6.3.6. (Реактивная сила). Автономная водяная плат-

форма (платформа с реактивной тягой, способная поддерживать 

человека над поверхностью воды на высоте нескольких метров) 

состоит из тела платформы, шланга по которому с помощью внут-

реннего насоса вода закачивается на платформу, и реактивных дви-

гателей, выбрасывающих воду с большой скоростью (см. рис.6.4). 

Определить, с какой скоростью должна выбрасываться вода из 
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платформы, чтобы платформа с человеком находилась в равнове-

сии на высоте H=3 м. Масса платформы с человеком M=100 кг. 

Диаметр втягивающего шланга D=20см. Масса подаваемой ежесе-

кундно воды µ=100 кг/с. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 

I. Выберем систему координат, связанную с поверхностью во-

ды, ось X которой направим вертикально вверх. Для анализа усло-

вия равновесия будем использовать закон изменения импульса для 

системы тел «водяная платформа + попадающая в нее вода+ вы-

брасываемая вода с большой скоростью». Учтем, что на эту систе-

му действует постоянная внешняя сила – сила тяжести. 

II, III.  В соответствии с (6.1)-(6.4) запишем закон изменения  

импульса в виде 

   gdtSHMMudtudtM   00 п .           (6.66) 

Здесь учтено, что масса подаваемой на платформу и выбрасы-

ваемой воды одинаковы. Кроме того, введены обозначения: u -

 скорость выбрасываемой воды, uп – скорость поступающей на 

платформу воды, SH  - масса воды, постоянно находящейся в 

вертикальном подающем шланге,   - плотность воды, 

  2
22

101.3
4

2.014.3

4


D

S


-                                           (6.67) 

 - площадь сечения подающего шланга.  

Для массы ежесекундно подаваемой воды можно записать 

Рис. 6.4. Схема работы водяной платформы 

Y 

X 

uп 

u 
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пuS                                                                                (6.68) 

Подставляя (6.68), (6.67) в (6.66) получаем 
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 п .                     (6.69) 

Подставляя численные значения получаем 
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           (6.70) 

Из полученных данных ясно, что предлагаемая установка  яв-

ляется энергозатратной, поэтому автономно может работать лишь 

короткое время. Реальные конструкции водяных платформ  (fly-

board) не являются автономными – они работают совместно с пла-

вающей частью (обычно скутер), являющейся неотъемлемой ча-

стью конструкции 

Ответ: 
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 gSHM

S
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Задача 6.3.7. (Уравнение Мещерского). С поверхности Земли 

стартует двухступенчатая ракета. Определить скорость ракеты по-

сле того, как отработают обе ступени. Массы ступеней m1 и m2 со-

ответственно, масса полезного груза - m. Скорость истечения газов 

u в двигателе обеих ступеней постоянна и одинакова. Отношение 

массы топлива к массе ступеней ракеты равны соответственно 1 и 

2, время работы первой и второй ступеней τ1 и τ2. Отделение сту-

пеней и контейнера производится без сообщения добавочных им-

пульсов.  

 

Решение 

I. Выберем систему координат, связанную с поверхностью 

Земли, ось X которой направим вертикально вверх. Для определе-

ния скорости ракеты воспользуемся уравнением Мещерского, в 
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котором учтем, что на ракету действует внешняя сила – сила тяже-

сти. 

II, III. Запишем уравнение Мещерского для первого этапа дви-

жения ракеты, когда работает первая ступень 

gtMu
t

M

t
tM )(

d

d

d

d
)( 


,                                                   (6.71) 

где M(t) - масса ракеты. 

Приведем уравнение (6.71) к более удобному для интегриро-

вания виду  

tgu
M

M
d

d
d                                                                    (6.72) 

В таком виде левая и правая части уравнения интегрируются 

отдельно 
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.                                                         (6.73) 

Здесь обозначено:  

mmmM  210  - стартовая масса ракеты, 

mmmM  2111 )1(   - масса ракеты после окончания рабо-

ты первой ступени (до ее отделения). 

После интегрирования (6.73) получаем выражение для скоро-

сти после окончания работы первой ступени: 
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 .                      (6.74) 

Скорость ракеты после окончания работы второй ступени 

найдем аналогично. Для этого будем интегрировать следующее 

уравнение 
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.                                                         (6.75) 

Здесь обозначено mmM  21
'

- масса ракеты после отделения 

первой ступени, mmM  222 )1(  - масса ракеты после оконча-

ния работы второй ступени.  

После интегрирования (6.75) получаем 
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 .          (6.76) 
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Подставляя в (6.76) выражение (6.74) для скорости 1 , получа-

ем окончательно 
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Ответ:  

  
)1()1(

ln 21

22

2

211

21
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 g

mm

mm

mmm

mmm
u . 

 

Задача 6.3.8. (Реактивная сила). Тело скользит по горизон-

тальным рельсам. Истечение газа происходит вертикально вниз с 

постоянной скоростью u. Начальная скорость тела равна V0, 

начальная масса – m0. Расход газа равен .  Найти закон изменения 

скорости тела и закон его движения предполагая, что тело не отры-

вается от рельсов. Коэффициент трения скольжения равен k. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 

I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, свя-

занную с горизонтальной поверхностью. Ось Х декартовой систе-

мы координат направим горизонтально, положительное направле-

Рис. 6.5. Силы, действующие на движущееся тело. 

Y 

X 

V(t) Fр 

Fтр mg 

N 
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ние оси Х совпадает с направлением движения тела. Ось Y напра-

вим вертикально вверх. На тело действует реактивная сила, 

направленная вверх.  Ее действие приводит к уменьшению силы 

реакции опоры, что в свою очередь приводит к уменьшению силы 

трения. 

II. Запишем уравнение движения тела в проекциях на оси си-

стемы координат. 

На ось X 

трFma                                                                                     (6.78) 

На ось Y 

р0 FmgN                                                                          (6.79) 

Дополним эти уравнения определением реактивной силы и си-

лы трения скольжения 

uFр   ,                                                                                 (6.80) 

kNF тр ,                                                                                (6.81) 

а также связью скорости тела с его ускорением и зависимостью ко-

ординаты от времени с зависимостью скорости от времени 



t

dttat

0

0 ')'()(                                                                    (6.82) 


t

dtttx

0

')'()(                                                                           (6.83) 

Для заданных условий задачи масса тела зависит от времени: 

tmtm  0)( .                                                                         (6.84) 

III. Найдем зависимость ускорения от времени, подставив 

(6.84) и (6.79)-(6.81) в (6.78) 
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0

.                               (6.85) 

Очевидно этим соотношением можно пользоваться для случая 

0N  или  

gtmu )(                                                                                (6.86) 

Зависимость скорости от времени получаем, подставляя (6.85) 

в (6.82): 
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              (6.87) 

Подставляя (6.87) в (6.83) находим исходное соотношение для 

определения зависимости координаты от времени: 
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                                         (6.88) 

Интеграл в последнем выражении удобно взять по частям, так 

как это было реализовано в задаче 6.3.4. Получаем окончательно 
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Ответ: 
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6.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 6.4.1 ([3], 1.137). Ракета движется в отсутствие внеш-

них сил, выпуская непрерывную струю газа со скоростью u, посто-

янной относительно ракеты. Найти скорость ракеты  в тот мо-

мент, когда ее масса равна m, если в начальный момент она имела 

массу m0 и ее скорость была равна нулю. 

Ответ: 
m

m0lnuυ  .  

 

Задача 6.4.2 ([3], 1.139). Ракета начала подниматься верти-

кально вверх в однородном поле силы тяжести. Начальная масса 

ракеты (с топливом) равна m0. Скорость газовой струи относитель-
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но ракеты равна u. Найти скорость ракеты в зависимости от ее мас-

сы m и времени подъема t. 

Ответ: gt
m

m
uυ  0ln .  

 

Задача 6.4.3 ([3], 1.140а). Ракета поддерживается в воздухе на 

постоянной высоте, выбрасывая вертикально вниз струю газа со 

скоростью u = 900 м/c. Найти время, которое ракета может нахо-

дится в состоянии покоя, если начальная масса топлива составляет 

 = 25% ее массы (без топлива). 

Ответ: 20)1ln(  
g

u
t с.  

 

Задача 6.4.4 ([3], 1.142). Тележка с песком движется по гори-

зонтальной плоскости под действием постоянной силы F, сона-

правленной с ее скоростью. При этом песок высыпается через от-

верстие в дне с постоянной скоростью  кг/с. Найти ускорение и 

скорость тележки в момент t, если в момент t = 0 тележка с песком 

имела массу m0 и ее скорость была равна нулю.  

Ответ:
tm 
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F
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Задача 6.4.5 ([3], 1.143). Платформа массы m0 начинает дви-

гаться вправо под действием постоянной силы F. Из неподвижного 

бункера на нее высыпается песок. Скорость погрузки постоянна и 

равна  кг/с. Найти зависимость от времени скорости и ускорения 

платформы при погрузке.  

Ответ: 
2

0

0

)( tm

m




F
a , 

tm

t




0

F
υ .  

Задача 6.4.6 ([3], 1.144). Цепочка длины l находится в гладкой 

горизонтальной трубке так, что часть ее длины h свободно свеши-

вается, касаясь одним своим концом поверхности стола. В некото-

рый момент другой конец цепочки отпустили. С какой скоростью 

он выскочит из трубки? 

Ответ: 
h

l
ghυ ln2 .  
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Задача 6.4.7 ([2], 201).  В одном изобретении предлагается на 

ходу наполнять платформы поезда углем, падающим вертикально 

на платформу из соответствующим образом устроенного бункера. 

Какова должна быть приложенная к платформе сила тяги, если на 

нее погружают 10 т угля за 2 с, и за это время она проходит равно-

мерно 10 м? Трением при движении платформы можно пренебречь. 

Ответ: 
t

m
F



 1 , где m1  масса угля, t  время, за кото-

рое эта масса погружена на платформу.  

 

Задача 6.4.8 ([2], 250). С поверхности Луны стартует двухсту-

пенчатая ракета. При каком отношении масс первой (m1) и второй 

(m2) ступеней скорость контейнера с полезным грузом (массы m) 

получается максимальной? Скорость истечения газов u в двигателе 

обеих ступеней постоянна и одинакова. Отношение массы топлива 

к массе ступеней ракеты равны соответственно 1 и 2 для первой 

и второй ступеней. Отделение ступеней и контейнера производится 

без сообщения добавочных импульсов.  

Ответ: 
mmm
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ГЛАВА 7 

РАБОТА СИЛЫ. КИНЕТИЧЕСКАЯ И ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ 

ЭНЕРГИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ.  

ЗАКОН ИЗМЕНЕНИЯ МЕХАНИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ 

 

7.1. Теоретический материал 

А. Работа сил 

Работа силы F  при бесконечно малом перемещении rd  ма-

териальной точки, на которую действует сила (точки приложения 

силы), равна скалярному произведению силы на это перемещение: 

rF dδ A .                                                                                (7.1) 

Работа силы F  при конечном перемещении материальной 

точки, на которую действует сила, равна: 

 
2

1

d12

r

r

rFA .                                                                             (7.2) 

Здесь 1r  и 2r  – радиус-векторы точки в начальный и конечный мо-

менты времени.  

Заметим, что в общем случае работа силы зависит от выбора 

системы отсчета, а также от траектории движения материальной 

точки, на которую действует сила (не только от начального и ко-

нечного положения материальной точки).  

Мощность силы – физическая величина, численно равная ра-

боте, совершаемой силой за единицу времени: 

υF 
t

A
N

d

δ
.                                                                          (7.3) 

Потенциальная сила p
F  – сила, работа которой не зависит от 

вида траектории, а только от начального и конечного положений 

точки приложения силы. Работа потенциальной силы по замкнутой 

траектории равна нулю1.  

Потенциальные силы, действующие на тела системы, могут 

быть внутренними 
inp,

F  и внешними 
exp,

F .  

                                                     
1
Здесь и далее рассматриваются только стационарные потенциальные силы, 

которые явно не зависят от времени, а только от координат тел системы, которые 

сами могут зависеть от времени.  
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Центральные силы – силы, направленные вдоль прямой, со-

единяющей точку их приложения с единым силовым центром, мо-

дуль которых зависит только от расстояния до этого центра: 

r
rF

r
rF )()(  ,                                                                           (7.4) 

где r  – радиус-вектор точки приложения силы относительно сило-

вого центра, а rr  – расстояние от этой точки до силового цен-

тра.  

Центральные силы потенциальны. Рассмотрим два случая. 

1. Одиночная центральная сила. 

Если выбрать начало системы отсчета S в силовом центре O 

(см. рис. 7.1), то работа силы (7.1) при физически бесконечно ма-

лом перемещении точки ее приложения относительно выбранной 

системы отсчета равна: 

rrF
r

rFA d)(d)(d)(d  r
r

rrF .                                      (7.5) 

Здесь учтено, что  
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 .        (7.6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Работа центральной силы при конечном перемещении ее точки 

приложения равна 

)()(d)( 1212

2

1

rfrfrrFA

r

r

  ,                                                  (7.7) 

где )(rf  – первообразная функции )(rF . 

Рис. 7.1. Центральная сила с неподвижным относительно 

системы отсчета S силовым центром O. 
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Как видим, работа центральной силы относительно системы 

отсчета жестко связанной с силовым центром зависит лишь от рас-

стояний до силового центра.  

2. Парные центральные силы.  

Парные центральные силы – это две силы, 1F  и 2F , которые 

одинаковы по модулю, противоположно направлены вдоль прямой, 

соединяющей точки приложения этих сил (см. рис. 7.2) – 21 FF  , 

и модули которых зависят только от расстояния между точками их 

приложения Для парных центральных сил  

1212 rrr  , 
12

12
122112 )(

r
rF

r
FF                                             (7.8) 

и работа этих сил зависит лишь от расстояния между точками их 

приложения: 

  12121212122112 ddddδδd rrFrFrFAAA  

    121212

12

12
121212 d)(d)(d rrF

r
rF  r

r
rF .                          (7.9) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Постоянные силы – силы, которые не зависят от точки их 

приложения. Эти силы образуют однородное силовое поле. 

Постоянные силы потенциальны (однородное силовое поле 

потенциально): 

 12

2

1

12 d rrFrF  A .                                                      (7.10) 

Силы упругости потенциальны. При упругом взаимодей-

ствии двух произвольно движущихся материальных точек упругая 

сила, действующая на одну из материальных точек, в общем случае 

Рис. 7.2. Взаимная ориентация парных центральных сил.  
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не является потенциальной, а обе – потенциальны, поскольку они 

являются парными и центральными.  

Непотенциальные силы np
F   силы, работа которых зависит 

не только от начального и конечного положений точки приложения 

силы, но и от вида ее траектории.  

Силы трения (см. п. 4.1.В в Главе 4) являются непотенциаль-

ными силами.  

Работа силы трения может быть как положительной, так и от-

рицательной в зависимости от взаимной ориентации силы и пере-

мещения материальной точки, на которую она действует.  

Работа пары сил трения покоя, возникающих при взаимодей-

ствии двух тел, равна нулю2: 

 2п21п1 ddd rFrFA  

    0dd 1п1п11п2п1  rFFrFF .                    (7.11) 

Здесь использован третий закон Ньютона  п1п2 FF   и усло-

вие неподвижности одного тела относительно другого 12 dd rr  .  

Работа пары сил трения скольжения всегда отрицательна: 

 2ск11ск12ск21ск1 ddddd rFrFrFrFA  

  0ddd отнск121ск1  tυFrrF ,                          (7.12) 

где отнυ  – скорость движения первого тела относительно второго. 

При записи (7.12) использован третий закон Ньютона  ск1ск2 FF   

и закон Амонтона–Кулона для определения направления силы тре-

ния скольжения (см. (4.11) в Главе 4).  

Б. Энергия механической системы 

Потенциальная энергия механической системы 
pE  – физи-

ческая величина, равная сумме работ потенциальных сил, действу-

ющих на тела системы, при изменении положения тел системы в 

пространстве из данного (состояние 1) в любое наперед заданное 

(состояние 0), называемое нулем отсчета потенциальной энергии:  
ppp ddd AE

i

ii   rF ,                                                    (7.13) 

                                                     
2Это утверждение справедливо для любой пары сил, возникающих при взаи-

модействии двух неподвижных относительно друг друга тел.  
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p
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p dd   AAEEEE .                                (7.14) 

Поскольку потенциальные силы могут быть внутренними и 

внешними, то в общем случае потенциальная энергия равна сумме 

потенциальных энергий взаимодействия тел системы друг с другом 

(конфигурации системы) inp,E  и с внешними по отношению к си-

стеме телами (во внешних полях, которые должны быть стацио-

нарны) p,exE : 

 









  exp,inp,exp,inp,p ddddd AAE
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exp,inp, dd EE  ,                                                             (7.15) 

exp,
01

inp,
01

exp,
1

inp,
1

p
1   AAEEE .                                              (7.16) 

Кинетическая энергия материальной точки – физическая 

величина, равная: 

2

2
k m

E  .                                                                               (7.17) 

Кинетическая энергия механической системы – сумма ки-

нетических энергий материальных точек, из которых состоит меха-

ническая система: 

 
i

ii

i

i

m
EE

2

2
kk 

.                                                            (7.18) 

Механическая энергия системы – сумма кинетической и по-

тенциальной энергий механической системы: 
pk EEE  .                                                                            (7.19) 

Закон изменения механической энергии системы – измене-

ние механической энергии системы равно работе внутренних innp,
iF  

и внешних exnp,
iF  непотенциальных3 сил:  











 

i

ii

i

iiE rFrF ddd exnp,innp,  

                                                     
3
Если при записи потенциальной энергии механической системы была учте-

на работа не всех потенциальных сил, то при использовании закона изменения 

механической энергии системы эту работу необходимо добавить к работе непо-

тенциальных сил в (7.20) и (7.21).  
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        npexnp,innp, AAA   ,                                               (7.20) 

или для конечного интервала времени  
npΔΔ AE  .                                                                               (7.21) 

Этот закон является в механике Ньютона "теоремой" и может 

быть получен из второго и третьего законов Ньютона.  

Закон сохранения механической энергии системы – если 

работа всех непотенциальных сил равна нулю, то механическая 

энергия системы относительно инерциальной системы отсчета со-

храняется:4  

0)()(Δ 12  tEtEE  или )()( 21 tEtE  .                               (7.22) 

Закон сохранения механической энергии системы является 

прямым следствием закона ее изменения (7.21). 

Консервативная система – механическая система, для кото-

рой сохраняется ее механическая энергия.  

 

7.2. Основные типы задач и методы их решения 

Большинство задач на законы сохранения (или изменения) для 

механической системы можно условно отнести к следующим ти-

пам задач или их комбинациям: 

1) закон сохранения (или изменения) импульса (см.гл.5,6), 

2) определение работы силы, 

3) закон изменения механической энергии, 

4) закон сохранения механической энергии, 

5) одновременное использование законов сохранения (измене-

ния) импульса и механической энергии, 

6) соударения тел (гл.8). 

При решении задач данной главы необходимо последователь-

но реализовать следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  
1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматривае-

мые тела. 

                                                     
4В случае, когда под потенциальной энергией системы понимается потен-

циальная энергия ее конфигурации, закон сохранения механической энергии фор-

мулируется так – если работа внешних сил и внутренних непотенциальных сил 

равна нулю, то механическая энергия системы сохраняется. 
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2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систе-

му координат (из соображений удобства). 

3. Изобразить и обозначить все силы и необходимые кинема-

тические характеристики системы. 

4. Провести анализ действующих на тела системы сил (потен-

циальные и непотенциальные силы), используя законы, 

описывающие их индивидуальные свойства.  

5. Выбрать модели тел и их движения (если это не сделано в 

условии задачи).  

6. Выбрать механическую систему и рассматриваемый интер-

вал (начальный и конечный моменты) времени. 

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

1. Выбрать законы сохранения (изменения) и записать их в вы-

бранной системе отсчета для выбранной механической си-

стемы и выбранного интервала времени в рамках выбран-

ной модели. 

2. Записать уравнения движения отдельных тел в проекциях на 

оси выбранной системы координат. 

3. Записать уравнения кинематических связей. 

4. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 
1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть характерные случаи, установить об-

ласть применимости). 

3. Получить численный результат. 

Примечание. 

Пункты I.6 – II.3 в случае необходимости выполняются неод-

нократно.  

 

7.3. Примеры решения задач 

Задача 7.3.1. (Работа силы). Небольшое тело массой m мед-

ленно затаскивают на горку, действуя силой, которая в каждой точ-

ке направлена по касательной к траектории (см. рис.7.3). Опреде-
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лить работу этой силы, если высота горки h, а длина ее основания l. 

Коэффициент трения между поверхностью горки и телом равен µ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 
I. Выберем декартову систему координат так, как показано на 

рис. 7.3. Ось OX направим горизонтально слева направо, ось OY 

направим вертикально вверх. Начало системы координат совпадает 

с точкой, из которой тело начинает свое движение. Для удобства 

выберем также вспомогательную систему координат, начало кото-

рой совпадает с той точкой, где в данный момент находится мате-

риальная точка. Ось OX` этой системы координат направим по ка-

сательной вдоль траектории движения материальной точки, ось 

OY` – перпендикулярно траектории движения так, как показано на 

рис. 7.3.  В соответствии с условием задачи тело будем считать ма-

териальной точкой. В процессе движения на тело действуют четы-

ре силы (см. рис. 7.3): сила тяжести mg, сила реакции опоры N, си-

ла трения Fтр и сила F. Причем сила F зависит от координаты тела, 

так как профиль горки произвольный.  

II,III. Элементарная работа A силы F на элементарном участке 

перемещения материальной точки ds равна: 

rFA d .                                                                                  (7.23) 

Здесь учтено, что сила направлена по касательной к поверхности 

горки. 

Поскольку движение происходит бесконечно медленно, то ве-

личину силы F определим из уравнения движения материальной 

точки. В проекции на ось OX’ оно имеет вид. 

Рис. 7.3. Выбор основной и вспомогательной систем координат и 

силы, действующие на тело в процессе движения. 

X 

Y 

O 

X` Y` 

O` 

F 

mg 

N 



Fтр 
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sinтр0 mgFF  .                                                            (7.24) 

В проекции на ось OY’: 

cos0 mgN  .                                                                     (7.25) 

Для силы трения в соответствии с законом Амонтона-Кулона 

запишем 

NF тр .                                                                                 (7.26) 

Подставляя (7.24) – (7.26) в (7.23) получаем 

  xmgymgsmgmgsFA dddcossind   .           (7.27) 

Здесь учтено, что ys dsind   и xs dcosd  . Полную работу нахо-

дим, интегрируя по всей траектории движения 

mglmghxmgymgsFA

lh

  
00

2

1

ddd                            (7.28) 

Таким образом, при медленном подъеме полная работа не за-

висит от профиля горки. Очевидно, что при подъеме с конечной 

скоростью в уравнениях (7.23) и (7.24) левые части будут ненуле-

выми. В этом случае полная работа будет определяться профилем 

горки. 

Ответ: mglmghA  . 

 

Задача 7.3.2. (Закон изменения механической энергии). Два 

шарика с одинаковой массой m, соединенные нерастянутой пру-

жинкой длиной l0, лежат на гладкой горизонтальной поверхности. 

На один из шариков начинает действовать постоянная сила F, 

направленная вдоль оси пружинки. Через некоторое время длина 

пружинки становится максимальной и равной lmax. Определить ко-

эффициент упругости пружинки k.  

 

Решение 

Приложим силу F к переднему по направлению действия силы 

шарику (см. рис. 7.4), поскольку в соответствии с условием задачи 

в результате действия силы происходит растяжение пружинки.  

Выберем систему координат, связанную с горизонтальной по-

верхностью, направив ось X вдоль направления действия силы, и 

обозначим координаты шариков x10, x20 в начальный момент време-

ни и x11, x21 в момент максимального сжатия пружины (как показа-

но на рис. 7.4). В этом случае длина нерастянутой пружинки в ис-
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Рис. 7.4. Положение системы тел в 

начальный и конечный моменты времени. 

 F 

F 

X 

X 11x  21x  

10x  20x  

ходном состоянии 10200 xxl  , а ее длина в момент максимального 

растяжения 1121max xxl  .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Движение тел системы, состоящей из двух связанных пружин-

кой шариков, под действием внешней силы F из-за изменяющихся 

во времени внутренних упругих сил будет достаточно сложным. 

Однако в момент времени, когда расстояние между шариками мак-

симально и равно lmax, скорости их будут равны, что существенно 

упрощает решение задачи. В соответствии с условием задачи пре-

небрежем силами трения и сопротивления воздуха, массой пру-

жинки и размерами шариков. Воспользуемся законом изменения 

механической энергии и теоремой о движении центра масс для вы-

бранной системы тел. 

II. Закон изменения механической энергии (7.21) для системы 

«два шарика + пружинка» на интервале времени от начала дей-

ствия силы до момента максимального растяжения пружинки име-

ет вид: 

A
llkm

EE 



2

)(

2
2)(Δ

2
0max

2
pk 

,                                (7.29) 

где   – скорость шариков в момент максимального растяжения 

пружины, а работа внешней силы равна 

)( 2021 xxFA  .                                                                      (7.30) 

Запишем уравнение движения центра масс для рассматривае-

мой системы «два шарика + пружинка»: 

Fma цм2 .                                                                             (7.31) 

Поскольку центр масс системы движется равноускорено с 

ускорением цмa , изменение координаты центра масс будет равно  
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цм

2
цм20102111

222 a

xxxx 






,                                                    (7.32) 

где  цм  – скорость центра масс в момент максимального растя-

жения пружины.  

III. Подставляя (7.31) в (7.32), выражаем квадрат скорости цен-

тра масс через координаты шариков:  








 





22

201021112
цм

xxxx

m

F
 .                                              (7.33) 

Решая систему уравнений (7.29), (7.30) и (7.33), получаем ис-

комый коэффициент упругости пружинки: 

0max10201121 )()( ll

F

xxxx

F
k





 .                                    (7.34) 

Заметим, что, если приложить силу F к заднему по отношению 

к ее направлению шарику, то в процессе движения тел системы 

длина пружинки в некоторый момент времени станет минимальной 

lmin, при этом коэффициент упругости пружинки определяется со-

отношением 
min0 ll

F
k


 .  

Эту задачу можно решить и в неинерциальной системе отсче-

та, связанной с центром масс системы «два шарика + пружинка» 

(см. решение задачи 9.1 в главе 9).  

Ответ: 
0max ll

F
k


 . 

 

Задача 7.3.3. (Закон изменения механической энергии). По 

гладкой внутренней поверхности полусферической чаши радиусом 

R из верхней ее точки начинает соскальзывать небольшая шайба. 

Чаша движется с постоянной скоростью 0υ  так, как показано на 

рис. 7.5. Определить скорость шайбы в тот момент, когда она будет 

в нижней точке своей траектории.  

 

Решение 

I. Задачу можно решать либо в лабораторной системе отсчета, 

либо в системе отсчета, движущейся вместе с чашей.  
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Особенностью решения задачи в лабораторной системе явля-

ется то, что работа силы нормальной реакции опоры N, действую-

щей на шайбу, не равна нулю. Поэтому представляется интересным 

решить задачу в лабораторной системе отсчета.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Выберем оси системы координат так, как показано на рис. 7.5. 

Будем использовать закон изменения механической энергии шайбы 

за время от начала движения до момента времени, когда она будет 

в нижней точке своей траектории.  

II. Запишем закон изменения механической энергии шайбы 

(см. (7.21)) в следующем виде: 

    AEEEE  k
1

p
1

k
2

p
2 ,                                                   (7.35) 

где mgREE  p
1

p
2  и 

22

2
0

2
k
1

k
2

 mm
EE   – изменение потенци-

альной и кинетической энергии шайбы за рассматриваемый интер-

вал времени в лабораторной системе отсчета, A – работа внешних 

сил. В данном случае внешней является сила нормальной реакции 

N, действующая со стороны чаши на шайбу. Для работы этой силы 

за малый промежуток времени dt можно записать: 

tA dδ υN  .                                                                          (7.36) 

Поскольку сила не меняется при переходе из одной инерци-

альной системы отсчета в другую, то для определения силы N вос-

пользуемся теперь системой отсчета, связанной с чашей. Для этого 

запишем уравнение движения шайбы относительно этой системы в 

проекциях на нормальную n  и тангенциальную τ  оси (рис. 7.5): 

Рис. 7.5. Геометрия системы. 
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cos
2
отн mgN
R

m  ,                                                             (7.37) 




sin
d

d отн mg
t

m  ,                                                                  (7.38) 

где m – масса шайбы, отн  – модуль скорости шайбы относительно 

чаши,  – угол между осью n  и вертикалью.  

В системе отсчета, связанной с чашей, шайба движется по 

окружности радиуса R, следовательно, можно записать (рис. 7.5): 

t
R

d

d
отн


  .                                                                          (7.39) 

В соответствии с принципом суперпозиции движений (см. тео-

рию к главе 1,) скорость шайбы относительно лабораторной систе-

мы отсчета равна: 

отн0 υυυ  .                                                                            (7.40) 

III. Система уравнений (7.35) – (7.40) позволяет определить все 

кинематические характеристики движения шайбы. Сначала с по-

мощью уравнений (7.37) – (7.40) преобразуем (7.36):  




 dsin
2

cos
3δ 0

gR
mA  .                                            (7.41) 

Находим работу A силы нормальной реакции опоры в лабора-

торной системе отсчета на интервале времени от начала движения 

до момента нахождения шайбы в нижней точке своей траектории, 

интегрируя (7.41) по  в пределах от 
2


 до 0: 

02 gRmA  .                                                                          (7.42) 

С использованием полученного выражения (7.42) для работы 

A, закон изменения механической энергии (7.35) принимает вид: 

0

2
0

2

2
22




gRm
mm

mgR  .                                           (7.43) 

В результате решения (7.43) относительно модуля скорости 

шайбы в нижней точке траектории получим: 

gR20  .                                                                         (7.44) 

Существенно проще можно решить задачу, используя закон 

сохранения механической энергии (7.22) шайбы в инерциальной 
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системе, связанной с движущейся чашей, поскольку в этой системе 

отсчета работа силы нормальной реакции N равна нулю:  

0
2

2
отн mgR

m
.                                                                    (7.45) 

Следовательно, модуль скорости относительного движения 

шайбы в момент прохождения нижней точки траектории равен 

gR2отн  .                                                                           (7.46) 

Используя принцип суперпозиции движений (7.40), сразу по-

лучаем искомое значение скорости движения шайбы: 

gR20отн0   ,                                                       (7.47) 

которое естественно совпадает с полученным ранее решением 

(7.44).  

Как видим, сопоставление двух приведенных вариантов реше-

ния задачи еще раз показывает, насколько важным является разум-

ный выбор системы отсчета.  

Ответ: gR20  . 

 

Задача 7.3.4. (Закон изменения механической энергии). Прямая 

цепочка массой m и длины l лежит на гладкой горизонтальной по-

луплоскости непосредственно у ее границы с другой полуплоско-

стью, где коэффициент трения равен µ. Цепочка расположена пер-

пендикулярно границе раздела полуплоскостей. С помощью гори-

зонтальной силы F цепочку перетаскивают на шероховатую полу-

плоскость. Определить скорость цепочки после того, как она вся 

окажется на шероховатой полуплоскости. 

 

Решение 
I. Ось OX декартовой системы координат направим горизон-

тально перпендикулярно границе раздела полуплоскостей, ось OY - 

вертикально вверх, так как показано на рис. 7.6. Будем считать, что 

все звенья цепочки в каждый момент времени имеют одинаковые 

скорости. введем в рассмотрение длину отдельного звена цепочки d 

и общее число звеньев цепочки N. Будем считать ld    и 1N . 
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II, III. В соответствии с теоремой о кинетической энергии, 

представим кинетическую энергию цепочки как сумму работ 

внешней силы F и сил трения при перемещении каждого звена це-

почки: 

тр

2

2
AA

m
F 


.                                                                        (7.48) 

Работа силы F по определению равна 

lFAF                                                                                     (7.49) 

Работу силы трения представим как сумму работ сил трения, 

действующих на каждое звено цепочки 





N

i

ii

N

i

i xgmAA
11

тр  .                                                        (7.50) 

Здесь обозначено i – номер звена ячейки, mi  и ix ее масса и 

перемещение по шероховатой поверхности соответственно. 

Учитывая, что   

idxi                                                                                    (7.51) 

Получаем окончательно для работы силы трения 

 


N

i

i

N

i

i igdmigdmA
11

тр   

      
     

222

1 mgldNgNmNN
gdm i

i


 





 .                   (7.52) 

Подставляя (7.49) и (7.52) в (7.48) находим искомую скорость 

цепочки 

Рис. 7.6. Геометрия системы в начальный и конечный моменты времени. 

F 

X 
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F 
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mglFl   2                                                                      (7.53) 

Ответ: mglFl   2  

 
Задача 7.3.5. (Законы сохранения импульса и механической 

энергии). В некоторый момент времени два шарика массами m1 и 

m2, удаленные от всех остальных тел, находятся на расстоянии l0 

друг от друга и имеют скорости 1υ  и 2υ , направленные вдоль ли-

нии, соединяющей центры шаров так, как показано на рис. 7.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Найти наибольшее расстояние lmax между шариками в процессе 

их движения. 

Решение 

I. Поскольку рассматриваемая система тел изолирована, удоб-

но решать задачу в системе отсчета, связанной с центром масс, ко-

торая является инерциальной. В этой системе отсчета тела под дей-

ствием сил гравитационного взаимодействия 
2

21

l

mm
GF   двигают-

ся по прямой, при этом на максимальном расстоянии друг от друга 

maxll   скорости тел одновременно обращаются в ноль. Положи-

тельное направление оси X системы координат выберем совпада-

ющим с направлением движения первого тела в начальный момент 

времени.  

II. Запишем закон сохранения проекции импульса (см гл.5) си-

стемы двух тел для начального (соответствующего рис. 7.7) и ко-

нечного (соответствующего максимальному удалению шариков) 

моментов времени в системе центра масс, используя принцип су-

перпозиции движений (см. гл.1, п. 1.1): 

  00 цм22цм11  )(m)(m  ,                                   (7.54) 

Рис. 7.7. Расположение тел в 

начальный момент времени. 

 m1 2 1 m2 

l0 

X 
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где 1 , 2  и цм – модули скоростей шариков и их центра масс на 

ось X.  

Закон сохранения механической энергии (7.22) для рассматри-

ваемой системы и выбранного интервала времени имеет вид: 

0ΔΔ pk  EE ,                                                                        (7.55) 

где 













 





22
0Δ

2
цм22

2
цм11k )(m)(m

E


,                       (7.56) 

а изменение потенциальной энергии запишем с учетом выражения 

для работы парных центральных сил (см. п. 7.1.1) гравитационного 

взаимодействия: 











 

max0

212

21p 11
dΔ

max

0

ll
mGml

l

mm
GE

l

l

.                               (7.57) 

III. Решая записанную систему уравнений (7.54) – (7.57), нахо-

дим искомое расстояние между телами lmax в момент их макси-

мального удаления: 

 
 21

2

210

0
max

2
1

mmG

l

l
l









.                                                          (7.58) 

Поскольку наибольшее расстояние между шариками в процес-

се их движения lmax > 0, то полученное выражение (7.58) имеет 

смысл при 

 
 221

21
0

2

 




mm
Gl .                                                                     (7.59) 

Иначе шарики разлетятся на бесконечно большое расстояние.  

Ответ: 
 
 21

2

210

0
max

2
1

mmG

l

l
l









 при 
 
 221

21
0

2

 




mm
Gl ,  

maxl  при 
 
 221

21
0

2

 




mm
Gl  

 

Задача 7.3.6. (Закон сохранения механической энергии). Не-

большая шайба соскальзывает без начальной скорости с вершины 
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гладкой горки высотой H, имеющей горизонтальный трамплин 

(рис7.8). При какой высоте h трамплина шайба пролетит макси-

мальное расстояние? Чему равно это расстояние? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 
I. Выберем оси системы координат так, как показано на 

рис. 7.8. Будем использовать закон изменения механической энер-

гии шайбы за время от начала движения до момента времени, когда 

она будет в нижней точке своей траектории. Дальность полета 

определим так как мы это делали в кинематике. 

II.III. Закон сохранения механической энергии применительно 

к условиям данной задачи имеет вид: 

mgHmgh
m


2

2
.                                                                 (7.60) 

Поскольку скорость υ направлена вдоль оси OX, расстояние l, 

которое пролетит тело в свободном полете равно 

п12 txxl   ,                                                                      (7.61) 

где пt - время полета. Поскольку тело в момент начала полета не 

имеет вертикальной составляющей скорости, то 

g

h
t

2
п  .                                                                                 (7.62) 

Из (7.60) следует, что  

 hHg  2 .                                                                       (7.63) 

Подставляя (7.62) и (7.63) в (7.61) получаем 

Рис. 7.8. Траектория движения шайбы. 

X 

Y 

O 

H 

h 

x1 x2 
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   24
2

2 hHh
g

h
hHgl  .                                      (7.64) 

Для определения максимального расстояния, которое пролетит 

шайба, найдем условия, при котором производная расстояния по 

высоте h обращается в ноль. В данном случае удобнее искать про-

изводную от квадрата расстояния: 

084
d

d 2

 hH
h

l
.                                                                   (7.65) 

Таким образом, расстояние будет максимальным при  

2

H
h  .                                                                                      (7.66) 

Подставляя ((7.66) в (7.64) находим максимальное расстояние lmax 

  HhHhl  2
max 4 .                                                        (7.67) 

Ответ: 
2

H
h  , Hl max  

 

Задача 7.3.7. (Закон сохранения механической энергии). Не-

большое тело начинает скользить с высоты H по наклонному жело-

бу, плавно переходящему в полуокружность (см.рис.7.9) радиуса 

2

H
R  . Определить, на какую высоту пh  поднимется тело после 

отрыва от желоба. 

 

Решение 

I. Выберем декартову систему координат так, как показано на 

рис. 7.9. Ось OX направим горизонтально слева направо, ось OY - 

вертикально вверх. Выберем также вспомогательную декартову 

систему координат. Ось OY’ направлена по радиусу, ось OX’ – 

вдоль касательной к траектории, начало этой системы координат 

совпадает с точкой отрыва тела. 

II,III. Для определения скорости материальной точки в точке 

отрыва воспользуемся, как и ранее, законом сохранения механиче-

ской энергии 

mgHmgh
m


2

2
,                                                                 (7.68) 
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где h – высота, на которой происходит «отрыв» тела от направля-

ющей поверхности, υ – скорость тела в этой точке. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для определения неизвестной высоты h запишем уравнение 

движения в проекции на ось OX’. Учтем при этом, что в точке от-

рыва сила реакции опоры N обращается в ноль 




sin
2

mg
R

m  .                                                                       (7.69) 

Дополним (7.68) и (7.69) очевидным геометрическим соотно-

шением 

R

Rh 
sin                                                                             (7.70) 

Из закона сохранения механической энергии (7.68) следует 

 hHg  2 .                                                                       (7.71) 

Подставляя (7.71) и (7.70) в (7.69) получаем,  

R

Rh

R

hH 



sin

)(2
.                                                         (7.72) 

Отсюда следует, что  

3

2 RH
h


 .                                                                              (7.73) 

Скорость в точке отрыва, очевидно равна 

   RHg
RH

HghHg 






 


3

2

3

2
22 .          (7.74) 

После отрыва тело поднимется на высоту h , определяемую 

υy - вертикальной составляющей ее скорости в точке отрыва: 

Рис. 7.9. Выбор основной и вспомогательной систем координат. 
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mg 

R 
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g
h

y

2

2
  .                                                                                  (7.75) 

Для υy можно записать: 

 
2

2
2

9

22
1sin1cos

R

RH
y


  .                    (7.76) 

Подставляя (7.74) в (7.76) получаем окончательное выражение 

для υy: 

 
 

 
 

.  
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22
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HRHR
RHg
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                                    (7.77) 

Таким образом, после отрыва тело поднимется на высоту 

 
 

.  
27

845
2

22

R

HRHR
RHh


                                           (7.78) 

Учитывая, что по условию задачи 
2

H
R  , полная высота 

подъема hпбудет равна  

 
 

H
R

HRHR
RH

RH
hhh

54

50

27

845

3

2
2

22

п 





  . (7.79) 

Ответ: Hh
54

50
п  . 

 

Задача 7.3.8. (Закон сохранения механической энергии). Ме-

ханическая система состоит из трех одинаковых тел, соединенных 

нитью, перекинутой через два блока. Положение тел в начальный 

момент времени показано на рис. 7.10. На какое максимальное рас-

стояние опустится центральный груз в процессе движения систе-

мы, определить его максимальную скорость в процессе движения. 

 

Решение 

I. Направим ось OX декартовой системы координат вниз, так, 

как показано на рис.7.10. Поскольку система является консерва-

тивной, механическая энергия в ней будет сохраняться. Макси-

мальное значение скорости центрального груза будет наблюдаться 
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при прохождении системой положения равновесия, так как в этот 

момент времени потенциальная энергия системы минимальна. 

Максимальное смещение груза найдем для того момента времени, 

когда кинетическая энергия системы тел равна нулю. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II. Для заданной системы запишем закон сохранения механи-

ческой энергии 

)(0 tEE  .                                                                                 (7.80) 

В начальный момент времени механическая энергия системы 

равна потенциальной энергии: 

20100 2mgxmgxE  .                                                             (7.81) 

При движении системы потенциальная энергия будет превра-

щаться в кинетическую.  В произвольный момент времени энергия 

будет равна. 

2
2

2
2

2
2

2
1

21

 mm
mgxmgxE  .                                       (7.82) 

Здесь υ1 – скорость центрального тела, υ2 - скорость тел, висящих на 

концах нити. 

В нижней точке скорость движения тел равна нулю, поэтому в 

этой точке механическая энергия определяется только потенциаль-

ной энергией: 

2111 2mgxmgxE  .                                                               (7.83) 

Здесь x11 и x21 координаты центрального и боковых тел для момента 

времени, когда отклонение центрального тела от положения равно-

весия максимально. 

            a)…………………………………………….b) 

Рис. 7.10. Механическая система, состоящая из трех грузов, связанных 

нитью: a) – в начальный момент времени, b) – конфигурация системы в 

процессе движения. 
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В процессе движения должны выполняться также уравнения 

кинематической связи. Для центрального и боковых грузов их 

можно записать, используя нерастяжимость нити.  В произвольный 

момент времени для координаты бокового груза x2 выполняется 

следующее соотношение 

   1020102 22
cos2

2 xxlxx
l




.                                   (7.84) 

Кроме того, угол α связан с положением центрального груза x1 

в процессе движения (см.рис.7.10) 

  tg
l

xx
2

101  .                                                                     (7.85) 

Для определения максимальной скорости в процессе движения 

необходимо определить положение равновесия, поскольку в поло-

жении равновесия скорость грузов будет максимальной. Кроме то-

го, необходимо найти связь между υ1 и υ2. 

В положении равновесия сумма сил, действующих на тела 

равна нулю.  

Для центрального груза: 

0sin2  Tmg .                                                                     (7.86) 

Для боковых грузов: 

0Tmg .                                                                               (7.87) 

Для определения связи между υ1 и υ2 воспользуемся (7.84) и 

(7.85). После дифференцирования по времени (7.84) получаем 

  02
cos

sin
2

cos
22202 








 







l
xx

l

dt

d
.                       (7.88) 

После дифференцирования (7.85): 




 
21

cos2

l
                                                                        (7.89) 

Сопоставляя (7.88) и(7.89) находим уравнение кинематической 

связи для скоростей в произвольный момент времени: 

02sin2 21                                                                       (7.90) 

Система уравнений (7.80) – (7.87), (7.90) является полной.  

III. Для определения υ1 – максимальной скорости центрального 

груза, воспользуемся (7.80) – (7.82): 

2
2

2
1

202101
2

)(2)( 


m
m

xxmgxxmg  .                           (7.91) 
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Преобразуем левую часть этого уравнения. Для этого вначале 

используя (7.85) перепишем (7.84): 

 
  lxx

xx



202

101 2
sin

2


.                                                     (7.92) 

Используя (7.92) и (7.90) преобразуем (7.91) к виду: 






22
1

2
1101

101 sin
2sin

)(
2)( m

mxx
lmgxxmg 







 
 .        (7.93) 

Учтем, что для положения равновесия из (7.86) и (7.87) следу-

ет: 

2

1
sin  .                                                                                  (7.94) 

После подстановки (7.85) и (7.94) в (7.93) получаем оконча-

тельно: 

2
1

4

3

3

2

32

1









 llggl .                                                    (7.95) 

Отсюда получаем выражение для максимальной скорости цен-

трального груза в процессе движения 













 


3

32
21 gl .                                                                 (7.96) 

Для определения максимального смещения центрального груза 

 1011 xx   от начального положения воспользуемся законом сохра-

нения механической энергии и уравнениями кинематической связи 

(7.84) и(7.85).  

Из (7.80), (7.81) и (7.83) получаем  

    02 20211011  xxxx .                                                      (7.97) 

Воспользуемся (7.85) и (7.92), записанными для произвольного 

момента времени: 






sin

tg
22tg
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l

l
l

.                                                           (7.98) 

Это уравнение после преобразований приобретает следующий вид: 

1
cos

1

2

tg






                                                                    (7.99) 

или 
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 cossin
2

1
1  .                                                                  (7.100) 

После возведения левой и правой частей в квадрат получаем 

 sin)
4

1
1(sin 2  .                                                              (7.101) 

Отсюда получаем окончательное выражение для sin  в ниж-

ней точке для центрального груза 

5

4
sin                                                                                   (7.102) 

Этому значению угла соответствует смещение центрального 

груза 

 
3

2

2
1011 ltg

l
xx   .                                                         (7.103) 

Ответ:  
3

2
1011 lxx  ,













 


3

32
21 gl . 

 

7.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 7.4.1. На гладкой горизонтальной поверхности лежат 

два одинаковых шарика массами m0, соединенные невесомой пру-

жинкой жесткостью k и длиной l0 в недеформированном состоянии. 

В один из шариков попадает летящая горизонтально вдоль оси 

пружины со скоростью   пуля массой m и застревает в нем. Найти 

максимальное и минимальное расстояние между шариками в про-

цессе их движения. 

Ответ: lmax = l0 + l, lmin = l0 – l,  

              где 
kmmmm

m
ml

)2)((
Δ

00

0


 . 

 

Задача 7.4.2 ([3], 1.147). Небольшая муфточка массой 

m = 0,15 кг движется по гладкому проводу, изо-

гнутому в горизонтальной плоскости в виде дуги 

окружности радиусом R = 50 cм. В точке 1, где 

скорость муфточки равна 5,70   м/с, на нее 

начала действовать постоянная горизонтальная 

сила F. Найти скорость муфточки в точке 2, если 

F 

1 

R 

2 
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F = 30 Н. 

Ответ: 16/22
0  mFR м/с.  

 

Задача 7.4.3 ([3], 1.148). Локомотив массой m начинает дви-

гаться со станции так, что его скорость меняется по закону 

S  , где   постоянная, S  пройденный путь. Найти сум-

марную работу всех сил, действующих на локомотив, за первые t 

секунд после начала движения. 

Ответ: 
8

24tm
A


 .  

 
Задача 7.4.4 ([3], 1.152). Брусок массой m = 2,0 кг медленно 

подняли по шероховатой наклонной плоскости на высоту h = 51 см 

при помощи нити, параллельной этой плоскости. При этом совер-

шили работу А = 16,0 Дж. На высоте h нить отпустили. Найти ско-

рость бруска, достигшего первоначального положения. 

Ответ:   0,2/22  mAghυ м/с.  

 

Задача 7.4.5 ([3], 1.153). Шайба массой m = 50 г соскальзывает 

без начальной скорости по наклонной плоскости, составляющей 

угол  = 30 с горизонтом, и, пройдя по горизонтальной плоскости 

расстояние l = 50 см, останавливается. Найти работу сил трения на 

всем пути, считая всюду коэффициент трения  = 0,15. 

Ответ: 05,0
ctg1







mgl
A Дж.  

 

Задача 7.4.6 ([3], 1.154). К небольшому бруску массой 

m = 50 г, лежащему на горизонтальной плоскости, приложили по-

стоянную горизонтальную силу F = 0,10 Н. Найти работу сил тре-

ния за время движения бруска, если коэффициент трения зависит 

от пройденного пути x как  = x, где   постоянная. 

Ответ: 12,0
2 2


mg

F
A


тр Дж.  

 

Задача 7.4.7 ([3], 1.155). Два бруска массами m1 и m2, соеди-

ненные недеформированной пружиной, лежат на горизонтальной 



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 174 

плоскости. Коэффициент трения между брусками и плоскостью 

равен . Какую минимальную постоянную силу нужно приложить 

в горизонтальном направлении к бруску массы m1, чтобы другой 

брусок сдвинулся с места? 

Ответ: g
m

mF 









2

2
1min

.  

Задача 7.4.8 ([3], 1.160). Брусок массой m = 1,00 кг находится 

на горизонтальной плоскости с коэффициентом трения  = 0,27. В 

некоторый момент ему сообщили начальную скорость 5,10   м/с. 

Найти среднюю мощность силы трения за все время движения 

бруска. 

Ответ: 0,22/0  mgP Вт.  

 

Задача 7.4.9 ([3], 226). К нити длиной l прикреплен груз мас-

сой m. Определить, на какую минимальную высоту надо поднять 

груз m, чтобы он, падая, разорвал нить, если минимальный покоя-

щийся груз М, разрывающий нить, растягивает ее перед разрывом 

на 1%. Считать, что сила, с которой нить действует на груз, про-

порциональна растяжению нити вплоть до ее разрыва. 

Ответ: ll
m

M
h 01,0005,0  .  

 

Задача 7.4.10 ([2], 228). Меха-

ническая система находится в по-

ложении равновесия в поле силы 

тяжести. Расстояние между осями 

блоков равно l, а отношение масс 

грузов равно m1/m2 = .2 Среднему 

грузу толчком сообщают скорость, 

направленную вниз, после чего он опускается, а затем начинает 

подниматься вверх. Какую скорость 1 следует сообщить среднему 

грузу, чтобы при последующем движении он мог подняться до вы-

соты уровня осей блоков? На какое расстояние x в результате толч-

ка должен опуститься средний груз? Размерами грузов, блоков, а 

также трением пренебречь, нить считать невесомой и 

нерастяжимой. 

Ответ: gl5,01  , 2lx  . 

m2 m
2
 m

1
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ГЛАВА 8 

УПРУГИЕ И НЕУПРУГИЕ СТОЛКНОВЕНИЯ ТЕЛ 

 

8.1. Теоретический материал 

Удар (соударение) – это кратковременное взаимодействие тел 

при непосредственном соприкосновении, при котором изменением 

положения этих тел в пространстве за время их соударения можно 

пренебречь.  

Абсолютно упругий удар (соударение) – удар, в результате 

которого суммарная кинетическая энергия тел до соударения равна 

суммарной кинетической энергии тел после соударения. 

Абсолютно неупругий удар (соударение) – удар, при котором 

соударяющиеся тела приобретают одинаковую скорость после со-

ударения. 

Неупругий удар (соударение) – удар, в результате которого 

часть суммарной кинетической энергии тел переходит в их внут-

реннюю энергию.  

Центральный удар (соударение) – удар, при котором силы 

упругости, действующие между соударяющимися телами, направ-

лены вдоль прямой, соединяющей центры масс тел. 

Лобовой удар (соударение) – удар, при котором скорости со-

ударяющихся тел лежат на прямой, соединяющей центры масс тел. 

Импульс (количество движения) материальной точки – фи-

зическая величина, равная произведению массы материальной точ-

ки на ее скорость:  

υp m .                                                                                       (8.1) 

Импульс механической системы P – физическая величина, 

равная сумме импульсов материальных точек, из которых состоит 

система: 

 
i

ii

i

i m υpP .                                                                  (8.2) 

Закон изменения импульса механической системы. Изме-

нение импульса механической системы относительно инерциаль-

ной системы отсчета за физически бесконечно малый интервал 

времени dt равно импульсу суммы внешних сил ex
F , действующих 

на систему в этот интервал времени:  

tdd ex
FP  .                                                                               (8.3) 
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Для конечного интервала времени  


2

1

d)()(Δ ex
12

t

t

ttt FPPP ,                                                    (8.4) 

где t1 и t2 – начальный и конечный моменты рассматриваемого ин-

тервала времени.  

Закон изменения проекции импульса механической систе-
мы. Изменение проекции импульса механической системы относи-

тельно инерциальной системы отсчета на неподвижное относи-

тельно этой системы направление (задаваемое единичным векто-

ром n ) равно проекции на то же направление импульса суммы 

внешних сил, действующих на систему: 

tFP nn dd ex ,                                                                              (8.5) 


2

1

d)()(Δ ex
12

t

t

nnnn tFtPtPP .                                                  (8.6) 

Замкнутая механическая система – это механическая систе-

ма, для которой сумма всех внешних сил равна нулю: 

0exex  FF
j

j
.                                                                      (8.7) 

Закон сохранения импульса механической системы. Если 

механическая система замкнута, то ее импульс относительно инер-

циальной системы отсчета сохраняется:  

0)()( 12  tt PPP .                                                               (8.8) 

Замкнутая вдоль направления механическая система – ме-

ханическая система, для которой проекция суммы всех внешних 

сил на неподвижное относительно инерциальной системы отсчета 

направление n равна нулю: 

0ex nF .                                                                                      (8.9) 

Закон сохранения проекции импульса механической си-

стемы. Если система замкнута в данном направлении, то проекция 

ее импульса относительно инерциальной системы отсчета на это 

направление сохраняется: 

0)()( 12  tPtPP nnn .                                                         (8.10) 

Кинетическая энергия материальной точки – физическая 

величина, равная: 
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2

2
k m

E  .                                                                               (8.11) 

Кинетическая энергия механической системы – сумма ки-

нетических энергий материальных точек, из которых состоит меха-

ническая система: 

 
i

ii

i

i

m
EE

2

2
kk 

.                                                            (8.12) 

Механическая энергия системы – сумма кинетической и по-

тенциальной энергий механической системы:  
pk EEE  .                                                                            (8.13) 

Закон изменения механической энергии системы. Измене-

ние механической энергии системы равно работе внутренних и 

внешних непотенциальных1 сил.  

Закон сохранения механической энергии системы. Если ра-

бота всех непотенциальных сил равна нулю, то механическая энер-

гия системы относительно инерциальной системы отсчета сохраня-

ется2.  

 

8.2. Основные типы задач и методы их решения 

Задачи на соударение тел можно классифицировать следую-

щим образом. 

Задача об абсолютно упругом соударении тел – найти кинема-

тические или динамические характеристики тел, испытавших абсо-

лютно упругое соударение. 

Задача об абсолютно неупругом соударении тел – найти кине-

матические или динамические характеристики тел, испытавших 

абсолютно неупругое соударение.  

Задача о неупругом соударении тел – найти кинематические 

или динамические характеристики тел, испытавших неупругое со-

ударение. 

                                                 
1 Если при записи потенциальной энергии механической системы была учтена 

работа не всех потенциальных сил, то при использовании закона изменения меха-

нической энергии системы эту работу необходимо добавить к работе непотенци-

альных сил.  
2 В случае, когда под потенциальной энергией системы понимается потенциальная 

энергия ее конфигурации, закон сохранения механической энергии формулирует-

ся так – если работа внешних сил и внутренних непотенциальных сил равна нулю, 

то механическая энергия системы сохраняется. 
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Для каждого из этих типов задач рассматриваются задачи о 

лобовом, нелобовом, центральном и нецентральном соударениях. 

При решении задач на соударение тел необходимо последова-

тельно реализовать следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  
1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматриваемые 

тела. 

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систе-

му координат (из соображений удобства). 

3. Изобразить и обозначить все необходимые кинематические 

или динамические характеристики системы (как правило, 

это скорости соударяющихся тел или их импульсы). 

4. Определиться с типом соударения тел (если это не сделано в 

условии задачи). 

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

1. Записать закон сохранения импульса в векторном виде или в 

проекциях на оси координат для всех тел системы. 

2. Записать закон сохранения механической энергии, в случае, 

если соударение абсолютно упругое. 

3. Записать закон сохранения энергии, учитывая то обстоя-

тельство, что часть механической энергии переходит во 

внутреннюю, если соударение неупругое. 

4. Использовать особые условия задачи. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 
1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть предельные и частные случаи, устано-

вить область применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

8.3. Примеры решения задач 

Задача 8.3.1. (Абсолютно упругий нелобовой удар). Частица 

массой m1 c импульсом p1, движущаяся по гладкой горизонтальной 

поверхности, налетает на покоящуюся частицу массой m2. В ре-

зультате абсолютно упругого нелобового удара частица массой m2 
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отлетает под углом θ к первоначальному направлению движения 

налетающей частицы. Найти модули импульсов 1p   и 2p  частиц 

после столкновения. 

 

Решение 
I. Рассматриваемая система из двух частиц в любом горизон-

тальном направлении является замкнутой т.к. трение отсутствует.  

Выберем лабораторную инер-

циальную систему отсчета, связан-

ную с горизонтальной поверхно-

стью, ось X системы координат ко-

торой направим вдоль направления 

движения налетающей частицы.  

II. Запишем законы сохранения 

импульса и механической энергии 

на интервале времени («до столк-

новения», «сразу после столкнове-

ния»), а также выражение для ска-

лярного произведения векторов им-

пульсов частиц: 

,211 ppp                                                                                 (8.1) 

,
mmm 2

2
2

1

2
1

1

2
1

2

)(

2

)(

2

)( ppp 



                                                                 (8.2) 

.cos2121 pp  pp                                                                      (8.3) 

Введем обозначения: α – угол разлета частиц, β – угол рассея-

ния (см. рис. 8.1). 

III. В соответствии с (8.1), импульс налетающей частицы после 

соударения равен:  

211 ppp  .                                                                               (8.4) 

Подставляя (8.4) в (8.2), получаем соотношение: 

2

2

1

2

1

2

2

)(

2

)(

2

)(

mmm

'
2

'
211 pppp




 ,                                                    (8.5) 

после чего в результате алгебраических преобразований получаем 

выражение: 

p1 

2p  

1p  

β 

θ 

X X 

Рис. 8.1. Диаграмма рассеяния 

двух частиц.  

0 

α 
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2

2

1

2

1

21

1

2
1

1

2
1 )()(2)()(

mmmmm
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2

'
2

'
pppppp

 .                                   (8.6) 

Используя (8.3), находим искомый модуль импульса второй 

частицы после столкновения: 

cos
2

1

21

2
2 p

mm

m
p


 .                                                                (8.7) 

Для нахождения модуля импульса первой частицы после 

столкновения снова рассмотрим векторную диаграмму импульсов 

(рис. 8.1). По теореме косинусов получаем: 

 cos2)()()( 21
2

2
2

1
2

1 ppppp  .                                          (8.8) 

Подставляя в (8.8) выражение (8.7), получаем: 











 2

2
21

212
1

2
1 cos

)(

4
1)()(

mm

mm
pp .                                          (8.9) 

Из формул (8.7) и (8.9) следует, что результат зависит от угла θ 

и соотношения масс, что позволяет проанализировать все возмож-

ные случаи разлета частиц в результате столкновения. Однако ска-

зать, какой из этих случаев реализуется, на основании только зако-

нов сохранения нельзя.  

Ответ: 2

2
21

21
11 cos

)(

4
1

mm

mm
pp


 , 

              cos
2

1

21

2
2 p

mm

m
p


 . 

 

Задача 8.3.2. (Абсолютно упругий нелобовой удар). Опреде-

лить максимальный угол рассеяния для двух случаев абсолютно 

упругого столкновения: тяжелая частица налетает на покоящуюся 

легкую; легкая частица налетает на покоящуюся тяжелую. 

 

Решение 
I. Будем считать, что система частиц является замкнутой, сле-

довательно, к ней применим закон сохранения импульса.  
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II, III. Вернемся к результатам решения предыдущей задачи, в 

частности, к выражению (8.7). Обозначим 
21

22

mm

m
γ


 . Случай γ = 

1 соответствует ситуации, когда массы частиц одинаковы: 21 mm  ; 

в случае, когда γ > 1, масса налетающей частицы меньше массы 

покоящейся: 21 mm  ; в случае, когда γ < 1, масса налетающей ча-

стицы больше массы покоящейся: 21 mm  . Рассмотрим сначала 

случай, когда тяжелая ча-

стица налетает на покоя-

щуюся легкую: γ < 1. Для 

нахождения максимально-

го угла рассеяния βmax ча-

стиц рассмотрим вектор-

ную диаграмму (рис. 8.2). 

Воспользуемся тем, что 

 cos12 pp  . Отложим по 

горизонтали вектор 1p  и из 

начала этого вектора отло-

жим вектор 1pγ  (с учетом 

того, что γ < 1). Проведем 

окружность диаметром 1p  

таким образом, чтобы 

центр ее лежал на прямой, 

совпадающей с 1p  и чтобы 

эта окружность проходила 

через начало векторов 1p  и 1pγ  (точка О). Вектор, начало которого 

совпадает с точкой О, а конец лежит на окружности, представляет 

собой вектор, длина которого  cos12 pp  .  

Из диаграммы видно, что каждому значению угла рассеяния β 

соответствует два возможных угла θ, под которым может отлететь 

покоящаяся частица (рис. 8.2, а). Из геометрических соображений 

ясно, что угол β максимален в том случае, когда вектор 1p  касается 

окружности (рис. 8.2., б). Тогда 

1p  

'
2p  '

1p  

θ 

1p  

1p  

'
2p  '

1p  

βmax 
θ 

1p  

θ1 

O 

O 

Рис. 8.2. Диаграмма рассеяния 

для случая γ < 1. 

a) 

б) 

θ2     
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 .                                        (8.10) 

В случае, когда легкая частица 

налетает на покоящуюся тяжелую, 

γ > 1. Снова строим векторную диа-

грамму, учтя при этом, что, γ > 1 (рис. 

8.3). На диаграммы видно, что угол 

рассеяния β может меняться в преде-

лах от π (рис. 8.3, а) до 0 (рис. 8.3, б); 

соответственно, угол θ изменяется 0 от 

до π/2, а угол разлета α – от π до π/2. 

Таким образом, βmax = π. Заметим, 

что при этом θ = 0, а это соответствует 

случаю лобового столкновения.  

Ответ: 1) 









1

2
max arcsin

m

m
 , 

               2) βmax = π. 

 

 

 

Задача 8.3.3. (Абсолютно упругий лобовой удар). Два идеально 

упругих шарика массами m1 и m2 движутся навстречу друг другу 

вдоль одной прямой по абсолютно гладкой поверхности со скоро-

стями υ1 и υ2. Во время столкновения шарики начинают деформи-

роваться, и часть кинетической энергии переходит в потенциаль-

ную энергию деформации. Затем деформация уменьшается, и запа-

сенная потенциальная энергия вновь переходит в кинетическую. 

Найти значение потенциальной энергии деформации в момент, ко-

гда она максимальна. 

 

Решение 

I. Система из двух шаров в направлении движения шаров явля-

ется замкнутой, трение отсутствует. Выберем лабораторную инер-

циальную систему отсчета, связанную с горизонтальной поверхно-

стью, ось X системы координат которой направим вдоль линии, 

'
1p  

1p  β 

1γp  

θ 

б) 

'

1p  

1p  

'

2p  

β 

1γp  

θ 

а) 

Рис. 8.3. Диаграмма рассеяния 

для  случая  γ > 1. 

2p  

0 

0 
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соединяющей центры шаров, в направлении движения одного из 

шаров.  

 
II. Запишем законы сохранения механической энергии и им-

пульса для двух моментов времени: первый момент – перед соуда-

рением, второй момент – тот, в который энергия упругой деформа-

ции максимальна. Закон сохранения импульса для рассматривае-

мых моментов в проекциях на ось X имеет вид: 

22112211   mmmm ,                                                       (8.11) 

упр

2
22

2
11

2
22

2
11

2222
E

mmmm









.                                      (8.12) 

Здесь 1  и 2   – скорости первого и второго шаров в момент, когда 

энергия упругой деформации максимальна, упрE  – величина этой 

энергии.  

Заметим также, что в момент, когда деформация максимальна, 

происходит остановка шаров друг относительно друга, поэтому в 

этот момент их скорости относительно выбранной лабораторной 

системы отсчета равны между собой: 

u 21  .                                                                               (8.13) 

III. Решая систему уравнений (8.11) – (8.13), находим искомое 

значение максимальной энергии упругой деформации: 

)(2

)(

21

2
2121

упр
mm

mm
E







.                                                             (8.14) 

Ответ: 
)(2

)(

21

2
2121

упр
mm

mm
E







. 

 

Задача 8.3.4. (Абсолютно упругий лобовой удар). На гладкой 

горизонтальной поверхности находятся три идеально упругих шара 

X 

m2 m1 
υ1 υ2 

Рис. 8.4. Два шара перед абсолютно упругим лобовым соударением. 
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массами m1, m2 и m3. Центры шаров лежат на одной прямой (см. 

рис. 8.5). Первому шару сообщают скорость υ1, в результате чего он 

ударяет второй шар, а второй шар – третий. Какова должна быть 

масса второго шара, чтобы скорость третий отлетел с максималь-

ной скоростью?   

 
Решение 

I. Система из трех шаров в направлении движения шаров явля-

ется замкнутой, трение отсутствует. Выберем лабораторную инер-

циальную систему отсчета, связанную с горизонтальной поверхно-

стью, ось X системы координат которой направим вдоль линии, 

соединяющей центры шаров, в направлении движения первого ша-

ра. 

II, III. Пусть u1, u2, u3 – скорости шаров после столкновений. 

Поскольку система замкнута и трение отсутствует, запишем законы 

сохранения механической энергии и импульса для первого и второ-

го шара для моментов времени «до столкновения» и «сразу после 

столкновения: 

222

2
22

2
11

2
11 umumm




,                                                              (8.15) 

221111 umumm  .                                                                   (8.16) 

Аналогичные соотношения можно записать и для второго и третье-

го шара. 

Решая совместно уравнения (8.15) и (8.16), определим ско-

рость второго шара после столкновения: 

21

11
2

2

mm

m
u





.                                                                            (8.17) 

Очевидно, что соотношения, аналогичные (8.15) и (8.16) мож-

но записать и для случая столкновения второго и третьего шаров. 

Применим результат предыдущих рассуждений к этому случаю, 

X 

m2 m1 
υ1 

Рис. 8.5. Три шара перед абсолютно упругими лобовыми соударениями. 

m3 
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тогда скорость третьего шара после столкновения со вторым будет 

определяться соотношением, аналогичным (8.17): 

32

22
3

2

mm

um
u


 .                                                                           (8.18) 

По условию задачи масса второго шара m2 должна быть такой, что-

бы скорость u3 была максимальной. Для нахождения m2 дифферен-

цируем (8.18) по m2 и приравниваем производную к нулю, в ре-

зультате чего получаем выражение для искомой массы второго ша-

ра: 

312 mmm  .                                                                             (8.19) 

Ответ: 312 mmm  . 

 

Задача 8.3.5. (Абсолютно упругий нелобовой удар). Два одина-

ковых гладких шара радиуса R скользят по гладкой горизонтальной 

поверхности навстречу 

друг другу со скоро-

стями υ1 и υ2. Прицель-

ное расстояние между 

шарами равно R3  

(рис. 8.6). Между ша-

рами происходит абсо-

лютно упругий удар. 

Определить скорости 

шаров после соударе-

ния. 

 

Решение 

I. Система шаров в направлении движения шаров является за-

мкнутой, трение отсутствует. Выберем лабораторную инерциаль-

ную систему отсчета, связанную с горизонтальной поверхностью, 

ось X системы координат которой направим вдоль линии, соеди-

няющей центры шаров, в направлении движения первого шара, ось 

Y – перпендикулярно ей.  

II. В момент удара между шарами возникают силы взаимодей-

ствия. Поскольку шары гладкие, то касательная составляющая этих 

сил отсутствует, а нормальная составляющая представляет собой 

силу упругости. По третьему закону Ньютона силы, действующие 

υ1 

υ2 

R3  

Рис. 8.6. Два одинаковых шара перед абсолютно 

упругим соударением. 
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на один и другой шар, равны друг другу. По условию задачи шары 

одинаковые, и для каждого шара можно записать второй закон 

Ньютона: 

F
υ


Δt

Δ
m .                                                                                 (8.20) 

Здесь m – масса каждого из шаров, Δυ – вектор изменения его ско-

рости, F – сила упругости, возникающая в момент удара. Из (8.20) 

следует, что в результате удара изменение скорости шаров Δυ в 

результате удара будет одинаковым. 

Положение шаров в момент удара показано на рис. 8.7. Обо-

значим угол, который составляет вектор Δυ с осью Y за α, тогда Δυx 

и Δυy – проекции на оси координат вектора изменения скорости 

шаров.  

На рис. 8.7 видно, что 
2

3
cos  , 

2

1
sin  . 

Запишем выражения для проекций изменения скорости шаров 

на оси координат. Пусть x1Δ , y1Δ  – проекции для первого шара, 

а x2Δ , y2Δ  – для второго шара, тогда:  

 sinΔΔ 1 x ,                                                                     (8.21) 

 cosΔΔ 1 y ,                                                                     (8.22) 

 sinΔΔ 2 x ,                                                                       (8.24) 

υ1 

υ2 

R3  

Рис. 8.7. Положение шаров и векторы их скоростей в момент удара. 

X 

Y Δυ2 

Δυ1 

α 

Δυ2x 

Δυ1x 

Δυ1y 

Δυ2y 
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 cosΔΔ 2 y .                                                                      (8.25) 

Обозначим за u1 и u2 искомые скорости шаров после удара. 

Тогда для проекций этих скоростей на координатные оси можно 

записать следующие выражения: 

 sinΔ11 xu ,                                                                   (8.26) 

 cosΔ1 yu ,                                                                       (8.27) 

 sinΔ22 xu ,                                                                (8.28) 

cosΔ2 yu .                                                                         (8.29) 

По условию задачи удар абсолютно упругий, поэтому суммар-

ная кинетическая энергия шаров сохранится: 

2222

2
2

2
1

2
2

2
1 mumumm




.                                                      (8.30) 

Учтем также очевидный факт, что 
2
1

2
1

2
1 yx uuu  ,                                                                            (8.31) 

2
2

2
2

2
2 yx uuu  .                                                                           (8.32) 

III. Подставляя в (8.31) и (8.32) выражения (8.26) – (8.29), а за-

тем используя (8.30), получаем выражение для модуля изменения 

скорости шаров: 

2
sin)(Δ 21

21





 ,                                                  (8.33) 

Подставляя (8.33) в (8.26) – (8.29) и затем используя (8.31) и (8.32), 

находим искомые скорости шаров после удара: 

2

3 2
2

2
1

1

 
u ,                                                                        (8.34) 

2

3 2
1

2
2

1

 
u .                                                                        (8.35) 

Ответ: 
2

3 2
2

2
1

1

 
u , 

2

3 2
1

2
2

1

 
u . 

 

Задача 8.3.6. (Абсолютно упругий лобовой удар). Гладкая 

трубка согнута в виде кольца и расположена горизонтально. Внут-

ри нее находятся два шарика массами m1 и m2 (рис. 8.8). Шарикам 

сообщают скорости υ1 и υ2. Каковы будут скорости шариков после 
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2018 столкновений? Все столкновения абсолютно упругие и лобо-

вые.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 

I. Система из двух шариков в направлении движения является 

замкнутой, трение отсутствует. Выберем лабораторную инерци-

альную систему отсчета, связанную с горизонтальной поверхно-

стью, ось X системы координат которой направим вдоль линии, 

соединяющей центры шариков в момент соударения, в направле-

нии движения одного из шариков.  

II. Запишем закон сохранения импульса в проекции на ось X и 

закон сохранения механической энергии на интервале времени («до 

соударения», «сразу после соударения»): 

 υmυmυmυm 22112211
 ,                                                        (8.36) 

2

)(

2

)(

2

)(

2

)( 2
22

2
11

2
22

2
11 υmυmυmυm 




 ,                                   (8.37) 

где υ1 и υ2 – проекции скоростей шаров до соударения, 1υ  и 2υ  – 

проекции их скоростей после соударения. 

III. По одну сторону равенств (8.36) и (8.37) группируем вели-

чины, относящиеся к первому шарику, а по другую – ко второму, 

после чего делим второе уравнение на первое (заметим, что это 

можно сделать, поскольку при соударении всегда 11   , 22   ). 

В результате получаем: 

,22112211 υmυmυmυm                                                           (8.38) 

.υυυυ 2211
                                                                          (8.39) 

В результате совместного решения (8.38) и (8.39) находим вы-

ражения для искомых скоростей шариков после первого столкно-

вения: 

Рис. 8.8. Два шарика в трубе, 

согнутой в виде кольца. 
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 .                                                       (8.41) 

Очевидно, что все вышеприведенные рассуждения применимы 

также ко второму и всем последующим соударениям. Для случая 

второго соударения можно записать аналогично (8.40) и (8.41): 

21
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 ,                                                       (8.42) 

21
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 .                                                       (8.43) 

Здесь 1   и 2   – скорости первого и второго шарика после второго 

соударения.  

Подставим (8.40) и (8.41) в (8.42) и (8.43). В результате алгеб-

раических преобразований получаем: 

11   ,                                                                                      (8.44) 

22   .                                                                                     (8.45) 

Полученный результат означает, что после второго удара (и 

после каждого четного, в чем можно убедиться аналогичным обра-

зом) скорости шариков принимают первоначальные значения. Та-

ким образом, после 2018 столкновения скорости шариков будут 

равны υ1 и υ2. 

Ответ: 1
2018
1   , 2

2018
2   . 

 

Задача 8.3.7. (Абсолютно упругий лобовой удар.) Движущийся 

большой шар массой m1 абсолютно упруго сталкивается с непо-

движным маленьким шаром массой m2. Затем маленький шар абсо-

лютно упруго отражается от стены, вновь сталкивается с большим 

шаром и т.д. (рис. 8.9). Как зависит количество соударений в си-

стеме от отношений масс шаров? Считать m1 >> m2. Все соударения 

лобовые. 
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Решение 

I. Система из двух шаров в направлении движения является 

замкнутой, трение отсутствует. Выберем лабораторную инерци-

альную систему отсчета, связанную с горизонтальной поверхно-

стью, ось X системы координат которой направим вдоль линии, 

соединяющей центры шаров, в направлении движения большого 

шара. 

II. Рассмотрим в общем виде столкновение двух шаров масса-

ми m1 и m2, движущихся со скоростями υ01 и υ02. Так как удар абсо-

лютно упругий, то суммарная кинетическая энергия сохраняется: 

2222

2
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2
11

2
022

2
011  mmmm

 .                                                 (8.46) 

Суммарный импульс также сохранится, поэтому  

2211022011  mmmm  .                                                     (8.47) 

III. Преобразуем (8.46) следующим образом: 
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m
.                                     (8.48) 

Очевидно, что это выражение будет справедливо при любом по 

счету столкновении. Введем обозначения: 

2

1
11

m

m
u  , 22 u .                                                               (8.49) 

В этих обозначениях выражение (8.48) представится в виде: 
2
2

2
1

2
02

2
01 uuuu  .                                                                    (8.50) 

 

 

 

Рис. 8.9. Два шара перед абсолютно упругим соударением. 

m1 m2 
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Если ввести прямоугольную систему координат, по горизон-

тальной оси которой откладывать величины u1, а по вертикальной – 

величины u2, то каждая точка этой плоскости будет соответство-

вать скоростям первого и второго шара. В результате столкновений 

скорости шаров будут изменяться, а значит будут изменяться коор-

динаты u1 и u2. В соответствии с (8.50) при любом ударе скорости 

шаров будут такими, что соответствующие им точки с координата-

ми u1 и u2 будут принадлежать окружности радиуса R такого, что 
2
02

2
01

2 uuR  .                                                                           (8.51) 

В рассматриваемом случае второй шар первоначально покоился, 

поэтому u02 = υ02 =0, и  

2

1
01

m

m
R  .                                                                             (8.52) 

Обсуждаемая координатная плоскость и окружность изображена на 

рис. 8.10. 

Рассмотрим выражения (8.46) и (8.47). Из них получаем выра-

жение для скоростей шаров после соударения: 
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 ,                                                  (8.53) 
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 .                                                 (8.54) 

2

1
01

m

m
R 

 

u2 

0 u1 

Рис. 8.10. Координатная плоскость, по осям которой 

отложены величины u1 и u2. Точка, соответствующая 

скоростям шаров после очередного соударения, лежит на 

окружности радиуса R.  

φ 
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Перепишем эти выражения, используя переменные u1 и u2: 
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 ,                                 (8.55) 

 02120121

21

2 )(2
1

ummumm
mm

u 


 .                                 (8.56) 

Симметричность получившихся выражений наводит на мысль, что 

их можно переписать в матричной форме: 
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.                             (8.57) 

Заметим, что все предыдущие рассуждения относились к слу-

чаю соударения шаров, и нигде ничего не говорилось о том, что 

второй шар абсолютно упруго отражается от стены. При отражении 

скорость его изменяет знак на противоположный. Если обозначить 

за U1 и U2 скорости шаров, которые они приобрели в результате 

соударения и отражения второго шара от стенки, то  
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.                       (8.58) 

Дальнейшее рассмотрение выражения (8.58) показывает, что это 

выражение совпадает по форме с преобразованием координат точ-

ки при повороте на угол φ: 
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.                                             (8.59) 

Знаки в формулах (8.59) зависят от того, является ли система пра-

восторонней и выполняется ли поворот по часовой или против ча-

совой стрелки. Сравнивая (8.58) и (8.59), видим, что при каждом 

ударе и отражении от стенки происходит поворот точки на плоско-

сти (u1, u2) по часовой стрелке на угол φ (рис. 8.10), который опре-

деляется следующим образом: 

21

21cos
mm

mm




 , 

21

212
sin

mm

mm


 ,                                          (8.60) 

21

212

mm

mm
tg


 .                                                                         (8.61) 
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Соударения прекратятся, когда скорости шаров станут одина-

ковыми (сначала большой шар будет двигаться в сторону стенки, 

затем остановится, изменит направление движения и затем наста-

нет момент, когда скорости большого и маленького шара сравня-

ются). Очевидно, этому соответствует поворот точки на диаграмме 

на угол π.  

По условию задачи m1 >> m2. При этом (8.61) можно прибли-

женно представить в виде: 

1

22
m

m
tg  .                                                                      (8.62) 

Таким образом, общее число ударов N определяется выражением: 

2

1

12 /2
2

m

m

mm
N 


 .                                                       (8.63) 

Ответ: 
2

1

m

m
N  . 

 

Задача 8.3.8. (Абсолютно упругий лобовой удар). Две одинако-

вые гантели скользят по гладкой горизонтальной поверхности 

навстречу друг другу со скоростями υ1 и υ2 так, как изображено на 

рис. 8.11. Расстояние между шариками гантели – l. Как будут дви-

гаться гантели после абсолютно упругого соударения? Размерами 

шариков пренебречь. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Решение 

I. Будем считать шарики A, B, C и D рассматриваемых ганте-

лей (см. рис. 8.9) материальными точками, а стержни, соединяю-

щие эти шарики, невесомыми и нерастяжимыми. Задачу решаем в 

υ2 

D 

C A 

B 
υ1 

Рис. 8.11. Движение гантелей до соударения. 
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двух системах отсчета: лабораторной системе, ось X декартовой 

системы координат которой направим так, как показано на 

рис. 8.12 (а), и системе, связанной с центром масс системы тел, со-

стоящей из двух гантелей. Направление оси X' системы центра 

масс, изображенной на рис. 8.12 (б), совпадает с направлением оси 

X. 

По условию задачи гантели движутся по гладкой горизонталь-

ной поверхности, следовательно, центр масс системы тел, состоя-

щей из двух гантелей, движется с постоянной скоростью, и система 

отсчета, связанная с центром масс, является инерциальной. 

Поскольку рассматриваемая система тел замкнута, а соударе-

ние абсолютно упругое, то выполняются законы сохранения меха-

нической энергии и импульса для этой системы в любой из вы-

бранных систем отсчета.  

II. В лабораторной системе отсчета гантели движутся поступа-

тельно со скоростями υ1 и υ2, следовательно, скорость центра масс 

равна  

2

21
цм

υυ
υ


 ,                                                                             (8.64) 

а скорости шариков Au , Bu , Cu  и Du  в системе центра масс опреде-

ляются выражениями: 

u
υυ

υυu цмBA, 



2

21
1 ,                                                     (8.65) 

υ2 

D 

C 

A 

B 
υ1 

u 

D 

C 

A 

B 
u 

X X' 

а б 

Рис. 8.12. Оси двух систем отсчета: лабораторной (а) и системы отсче-

та, связанной с центром масс системы тел, состоящей из двух гантелей. 

(б). 



Глава 8. Упругие и неупругие столкновения тел 195 

u
υυ

υυu цмDC, 



2

21
2 .                                              (8.66) 

Как видим, в системе центра масс гантели сближаются с равными 

по величине скоростями (см. рис. 8.12, б). 

Силы, действующие на шарики A и C со стороны стержней в 

течение малого времени соударения, не изменяют импульса шари-

ков и их кинетическую энергию на этом интервале времени. Запи-

шем законы сохранения импульса и механической энергии для ша-

риков A и C на интервале времени, включающем момент их соуда-

рения, в системе центра масс: 

CACA umummumu  ,                                                         (8.67) 

2222

2
C

2
A

2
C

2
A umummumu 




 ,                                                     (8.68) 

где Au  и Cu  – скорости шариков A и C сразу после соударения, m – 

масса каждого из шариков.  

На указанном интервале времени скорости шариков B и D не 

изменяются и равны скоростям первоначального поступательного 

движения гантелей: 

uu B , uu D .                                                                       (8.69) 

III. Решим систему уравнений (8.67) – (8.68) относительно 

скоростей шариков A и C после соударения: 

uu A , uu C .                                                                       (8.70) 

На рис. 8.13 изображены скорости шариков в системе центра 

масс до соударения и сразу после него в соответствии с (8.65), 

(8.66), (8.69) и (8.70). 

u 

D 

C 

A 

B 
u 

u 
D 

C 

A 

B 
u 

X' X' 

Рис. 8.13. Скорости шариков в системе центра масс перед соуда-

рением (а) и сразу после него (б). 

u 
u u u 

а б 



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 196 

Как видим, после соударения шарики A и C изменяют свои 

скорости на противоположные, в результате гантели начинают 

вращаться вокруг собственных центров масс, причем угловые ско-

рости вращения гантелей совпадают. Через время половины обо-

рота произойдет второе соударение гантелей (см. рис. 8.14). 

Скорости Du   и Bu  , приобретаемые шариками D и B после вто-

рого соударения гантелей, определяются уравнениями, аналогич-

ными (8.62), (8.63), и становятся равными: 

uu D , uu B .                                                                       (8.71) 

Скорости шариков A и C не изменяются в результате второго 

соударения и равны скоростям первоначального поступательного 

движения гантелей (см. рис. 8.14, б): 

uu A , uu C .                                                                       (8.72) 

Как видим, скорости шариков каждой гантели становятся рав-

ными после второго соударения, следовательно, гантели начинают 

двигаться поступательно, сохраняя направление и величину скоро-

сти первоначального движения. Рис. 8.15 иллюстрирует последнее 

утверждение в системе отсчета, связанной с центром масс системы.  

В лабораторной системе отсчета скорости гантелей 1υ   и 2υ   

после второго соударения равны: 

1цм1 υυuυ  ,                                                                        (8.73) 

2цм2 υυuυ  .                                                                   (8.74) 

Итак, две одинаковые гантели, скользящие по гладкой гори-

зонтальной поверхности навстречу друг другу со скоростями υ1 и 
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X' X' 

Рис. 8.14. Скорости шариков в системе центра масс перед вто-

рым соударением (а) и сразу после него (б). 
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υ2, испытывают абсолютно упругое соударение, в результате кото-

рого каждая начинает вращаться вокруг собственного центра масс, 

причем угловые скорости вращения гантелей одинаковы и по вели-

чине, и по направлению.  

Через время, равное времени половины оборота гантелей, про-

исходит второе соударение, после которого восстанавливается пер-

воначальное поступательное движение гантелей со скоростями υ1 и 

υ2 (рис. 8.16). 

 

Ответ: после абсолютно упругого соударения гантели начнут 

вращаться, после чего произойдет второе абсолютно упругое со-

ударение; после этого гантели будут двигаться поступательно, со-

храняя величину и направление скорости первоначального движе-

ния.  

 

Задача 8.3.9. (Абсолютно упругий лобовой удар). В гладком 

вертикальном цилиндре под поршнем массой M прыгают верти-

кально, абсолютно упруго ударяясь о дно цилиндра и поршень, N 

легких маленьких шариков массой m << M каждый. Общая масса 

u 
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u 

X' 

Рис. 8.15. Поступательное движение гантелей после второго 

соударения. 

Рис. 8.16. Движение гантелей после второго соударения. 
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шариков равна массе поршня. Во сколько раз изменится расстояние 

между равновесным положением поршня и дном цилиндра, если 

массу поршня увеличить в два раза? Считать модули скоростей 

шариков у дна цилиндра одинаковыми.  

 

Решение 

I. Направим ось X декартовой системы координат, жестко свя-

занной с цилиндром, вертикально вниз (рис. 8.17). Будем считать в 

соответствии с условием, что маленьких шариков настолько много, 

что дрожанием поршня в результате соударений с шариками мож-

но пренебречь. Поскольку шарики малы, не будем учитывать со-

ударения между ними. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II. Запишем закон сохранения механической энергии произ-

вольного шарика на интервале времени между последовательными 

его соударениями с дном цилиндра и поршнем: 

22

2

1

2

0  m
mgH

m
 .                                                              (8.75) 

где 0 и 1 – модули скоростей шарика у дна цилиндра и поверхно-

сти поршня соответственно, H – расстояние между дном цилиндра 

и поршнем.  

В результате соударения с поршнем проекция импульса шари-

ка на ось X изменяется на величину 

12Δ mp  .                                                                               (8.76) 

За время t0 между двумя последовательными ударами произ-

вольного шарика о поршень произойдет N соударений всех шари-

 

X 

0 

1 

Рис. 8.17. Вертикальный цилиндр 

под поршнем с шариками внутри. 
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ков с поршнем. Изменение импульса механической системы, со-

стоящей из N шариков, за время t0 равно импульсу средней на дан-

ном интервале времени силы F, действующей на поршень со сто-

роны шариков:  

0Δ FtpN  .                                                                               (8.77) 

В соответствии со вторым законом Ньютона запишем условие 

равновесия поршня:  

0 FMg .                                                                              (8.78) 

Поскольку в поле сил тяжести Земли движение шариков про-

исходит с постоянным ускорением g, модули скоростей произволь-

ного шарика у дна цилиндра и поверхности поршня связаны соот-

ношением: 

2

0
10

t
g .                                                                           (8.79) 

III. Решим систему уравнений (8.75) – (8.79) относительно рас-

стояния H между дном цилиндра и поршнем:  

2
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2 MmNg

mNMmN
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.                                                       (8.80) 

При увеличении массы поршня в два раза расстояние H2 между 

дном цилиндра и поршнем, находящимся в новом равновесном со-

стоянии, становится равным: 
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.                                                     (8.81) 

Следовательно, при увеличении массы поршня расстояние 

между равновесным положением поршня и дном цилиндра изме-

нится в k раз: 

3

2
2

)2(

))(4(

MmN

MmNMmN

H
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k




 .                                          (8.82) 

Учитывая, что по условию задачи mN = M, окончательно полу-

чим:  

27

20
k .                                                                                     (8.83) 

Ответ: 
27

20
k . 
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8.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 8.4.1. Частица массой m испытала столкновение с 

покоящейся частицей массой М, в результате которого первая ча-

стица отклонилась на угол /2, а вторая частица стала двигаться в 

направлении, составляющим угол  = 30 с первоначальным 

направлением движения налетающей частицы. Как изменилась ки-

нетическая энергия системы этих двух частиц после столкновения, 

если M/m = 5? 

Ответ: 
5

2
sin

cos

1
1

Δ 2

2k
0

k









 

 M

m

E

E
. 

 

Задача 8.4.2. Частица массой m1 испытала абсолютно упру-

гое центральное столкновение с покоящейся частицей массой m2. 

Определить относительное изменение кинетической энергии нале-

тающей частицы.  

Ответ: 
 221

21

k
0

k 4Δ

mm

mm

E

E


 . 

 

Задача 8.4.3. Частица массой m1 испытала абсолютно упру-

гое столкновение с покоящейся частицей массой m2. Определить 

относительное изменение кинетической энергии налетающей ча-

стицы, если в результате столкновения она отскочила под прямым 

углом к своему первоначальному направлению движения. 

Ответ: 
21

1

k
0

k 2Δ

mm

m

E

E


 . 

 

Задача 8.4.4. После абсолютно упругого столкновения ча-

стицы массой m1 с покоящейся частицей массой m2 обе частицы 

разлетелись симметрично относительно направления первоначаль-

ного движения первой частицы, и угол между их направлениями 

разлета  = 60. Найти отношение масс этих частиц.  

Ответ: 2
2

1 
m

m
.  
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Задача 8.4.5. При бомбардировке атомов гелия -частицами 

с энергией α0 1МэВE   найдено, что налетающая частица отклони-

лась на угол  60  по отношению к первоначальному направле-

нию полета. Считая удар абсолютно упругим, определить энергию 

атома гелия HeE и -частицы αE  после соударения.  

Ответ: 2
He α0 sin 0,75МэВE E   , 2

α α0 cos 0,25МэВE E   . 

 

Задача 8.4.6. Найти приращение кинетической энергии систе-

мы из двух шариков массами m1 и m2 при их абсолютно неупругом 

соударении. До соударения скорости шариков были υ1 и υ2.  

Ответ: 
 

 
2

2

21

21

21 υυ 




mm

mm
K .  

 

Задача 8.4.7. Частица А массой m, пролетев вблизи другой по-

коившейся частицы В, отклонилась на угол α. Импульс частицы А 

до взаимодействия был равен p0, после взаимодействия стал p. 

Найти массу частицы B, если система замкнутая.  

Ответ: 
)(

)cos2(
22

0

0
22

0

pp

ppppm
M







.  

 

Задача 8.4.8. Замкнутая система состоит из двух одинаковых 

частиц, которые движутся со скоростями υ1 и υ2 так, что угол меж-

ду направлениями их движения равен θ. После упругого столкно-

вения скорости частиц оказались равными υ'1 и υ'2. Найти угол θ' 

между направлениями их разлета.  

Ответ: 



 coscos

21

21













 .  

 

Задача 8.4.9. Частица массой m1 испытала упругое столкнове-

ние с покоившейся частицей массой m2. Какую относительную 

часть кинетической энергии потеряла налетающая частица, если а) 

она отскочила под прямым углом к своему первоначальному 

направлению движения; б) столкновение лобовое? 

Ответ: а) 
 21

12

mm

m


 ; б) 

 221

14

mm

m


 .  
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Задача 8.4.10. В результате лобового столкновения частицы 1 

массой m1 с покоившейся частицей 2 частицы разлетелись в проти-

воположных направлениях с одинаковыми скоростями. Найти мас-

су частицы 2.  

Ответ: m2 = 3 m1. 

 

Задача 8.4.11. Шар массой m2 находится на гладкой поверхно-

сти на некотором расстоянии от вертикальной стены. Другой шар 

массой m1 движется с некоторой скоростью по направлению к шару 

массой m2. Между шарами происходит абсолютно упругий лобовой 

удар, после чего оба шара движутся по направлению к стене. Затем 

шар массы m2 ударяется о стену и, отскочив, вновь сталкивается с 

шаром массой m1, который после этого останавливается. Найти, 

при каком соотношении масс m1/m2 это возможно.  

Ответ: m1/m2 = 5,83. 

 

Задача 8.4.12. Шар массы M находится на гладкой поверхно-

сти на некотором расстоянии от вертикальной стены. Другой шар 

массой m движется по направлению к первому шару. Между шара-

ми происходит абсолютно упругий лобовой удар. При каком соот-

ношении масс M/m между шарами не произойдет второго удара? 

Ответ: 
3

1


M

m
. 
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ГЛАВА 9 

ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ  

В НЕИНЕРЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ ОТСЧЕТА.  

СИЛЫ ИНЕРЦИИ.  

ПОСТУПАТЕЛЬНО ДВИЖУЩИЕСЯ НИСО 

 

9.1. Теоретический материал 

Рассмотрим две системы отсчета S и S', движущиеся произ-

вольно друг относительно друга. Зададим движение системы от-

счета S' относительно системы S зависимостями от времени ради-

ус-вектора )(tR  начала системы отсчета S' и угловой скорости 

вращения )(tω  системы S' вокруг своего начала отсчета (рис. 9.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Физически бесконечно малый поворот системы отсчета S' (в 

том числе и тела отсчета) описывается вектором d (рис. 9.2). 

Направление этого вектора совпадает с осью поворота и согласно 

правилу буравчика задает направление поворота, а его модуль 

d  d равен углу поворота.  

Найдем скорость изменения произвольного вектора c , жестко 

связанного с телом отсчета системы S'. В соответствии с рис. 9.2 

модуль изменения вектора c  равен: 

 sindd  cc ,                                                                       (9.1) 

следовательно 

Рис. 9.1. Взаимная ориентация осей 

координат произвольно движущих-

ся систем отсчета S и S'. 

 

S )(tr  

O 

)(tr  

)(tR  

)(tω  

S' 

O' 

M 

Рис. 9.2. Изменение произволь-

ного вектора c , жестко связан-

ного с телом отсчета системы S'. 

 

 

d 

d 

c  

cd  

O' 
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 cc ,d αd                                                                                   (9.2) 

и 

 ωcc
α

c 









td

d
 ,                                                                      (9.3) 

где 
td

α
ω

d
  – угловая скорость вращения.  

Запишем радиус-вектор )(tr  произвольной материальной точ-

ки M относительно системы S через радиус-вектор )(tR  начала си-

стемы отсчета S' относительно системы S и радиус-вектор '( )tr  

материальной точки M относительно системы S' (рис. 4.1): 

)()()( ttt rRr  .                                                                      (9.4) 

Продифференцируем обе части уравнения (9.4) по времени 

при постоянных ортах системы S. В соответствии с определе-

нием скорости и ускорения материальной точки (см. Главу 1), 

а также угловой скорости вращения системы отсчета, полу-

чим: 







S
SSS t

zyx )( kji
VrRrυ   































SSS

SSS t
z

t
y

t
xzyx

kji
kjiV )(   

       rωυVkωjωiωυV  )( zyx ,             (9.5) 

 







S
SSS t

rω
Vυa   

       rωυωrωυωaA ,   

      rωωrωυωaA  ,2  .                                        (9.6) 

Здесь нижние индексы S и S' означают дифференцирование при 

постоянных ортах систем S и S' соответственно, V  – скорость и A  

– ускорение начала отсчета системы S' относительно S.  

В результате мы получили взаимосвязь (формулы сложения) 

радиус-векторов )(tr  и )(tr , скоростей )(tυ  и )(tυ , а также уско-

рений )(ta  и )(ta  материальной точки относительно двух произ-

вольно движущихся относительно друг друга систем отсчета S и S': 
rRr  ,                                                                                  (9.7) 
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  υυυrωVυ  пер ,                                                       (9.8) 

        
ноеотносительКориолиса

переносное

мительноецентростре

2 aυωrωωrωAa 
  

  

aаa  Корпер .                                                                     (9.9) 

Здесь  rωVυ пер  – переносная и υ  – относительная скорости 

движения материальной точки;  υω  2Корa  – ускорение Корио-

лиса,   rωωa цс  – центростремительное, 

    rωωrωAa  ,пер
 – переносное и a  – относительное уско-

рения материальной точки.  

Если материальная точка покоится относительно системы S', 

то  

rRr  ,                                                                                 (9.10) 

 
переносная

пер rωVυυ  ,                                                                  (9.11) 

    

  




переносное

мительноецентростре

rωωrωAa  ,                                                (9.12) 

 

Уравнение движения материальной точки относительно  

неинерциальной системы отсчета 

Пусть система отсчета S является инерциальной (см. Главу 2). 

Запишем уравнение движения материальной точки M, на которую 

действуют силы iF , относительно системы отсчета S – 2-ой закон 

Ньютона:  


i

im Fa .                                                                              (9.13) 

Подставим в уравнение (9.13) полученное выражение (9.9) для 

ускорения материальной точки относительно произвольно движу-

щейся системы отсчета S' и несколько его преобразуем: 

       
i

immmmm FaυωrωωrωA 2 , 
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Кориолиса

переносная

аяцентробежн

2 υωrωωrωAFa   mmmmm
i

i ,                   (9.14) 

Корпер FFFa  
i

im .                                                        (9.15) 

В результате мы получили уравнение движения материальной 

точки относительно в общем случае неинерциальной системы от-

счета S'. Как видим, в неинерциальной системе отсчета также мож-

но использовать второй закон Ньютона, если к "материальным" 

силам, действующим на материальную точку со стороны матери-

альных тел, добавить так называемые силы инерции: 

переносную –  

       цб

аяцентробежн

пер FmmmmmF  rωArωωrωA 


 ,         (9.16) 

Кориолиса –  

 υω  mF 2Кор .                                                                      (9.17) 

Заметим, что силы инерции вызваны не взаимодействием ма-

териальных объектов, а выбором неинерциальной системы отсчета, 

относительно которой рассматривается движение тел. В отличие от 

"материальных" сил для сил инерции нельзя указать тела, со сторо-

ны которых они действуют, следовательно, к ним не применим 

третий закон Ньютона (см. Главу 2).  

Переносная сила инерции связана как с ускоренным движени-

ем начала системы отсчета S', так и с вращением этой системы от-

носительно инерциальной системы отсчета. Сила Кориолиса воз-

никает только при движении материальной точки относительно 

вращающейся неинерциальной системы отсчета S'.  

Любую задачу можно решать как в инерциальной, так и в не-

инерциальной системах отсчета, пользуясь либо уравнениями дви-

жения, либо законами сохранения. При этом необходимо учиты-

вать силы инерции, их импульс и работу точно так же, как и для 

"материальных" сил – сил взаимодействия материальных объектов.  
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9.2. Основные типы задач и методы их решения 

Большинство задач на движение тел в неинерциальных систе-

мах отсчета можно условно отнести к следующим типам задач или 

их комбинациям. Задачи на движение тел в: 

1) поступательно движущейся неинерциальной системе отсче-

та, 

2) вращающейся неинерциальной системе отсчета.  

При решении задачи необходимо последовательно реализовать 

следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматривае-

мые тела. 

2. Выбрать неинерциальную систему отсчета и изобразить на 

чертеже ее систему координат (из соображений удобства). 

3. Изобразить и обозначить все силы, в том числе и силы 

инерции, а также необходимые кинематические характери-

стики системы. 

4. Выбрать модели тел и их движения (если это не сделано в 

условии задачи). 

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

1. Записать уравнения движения в проекциях на оси координат 

выбранной неинерциальной системы отсчета для всех тел 

системы. 

2. Использовать третий закон Ньютона для материальных сил, 

если это не было сделано ранее в п. 3. 

3. Использовать законы, описывающие индивидуальные свой-

ства сил. 

4. Записать уравнения кинематической связи. 

5. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть характерные случаи, установить об-

ласть применимости). 
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Рис. 9.3. Шарики, соединенные пружинкой. 

X, X' 

F 

  

Fин Fин 

3. Получить численный результат. 
 

Примечания. 

В случае решения задач на динамику материальной точки в 

пп. I.3 – I.5 речь идет о характеристиках материальной точки, а 

п. II.2 надо опустить.  

В случае решения задач на динамику простейших механиче-

ских систем в пп. I.3 – II.2 речь идет о характеристиках и уравнени-

ях движения тел и силах (в том числе силах инерции), действую-

щих между телами рассматриваемой системы.  

Пункты II.1 – II.4 можно выполнять в той или иной последова-

тельности в зависимости от решаемой задачи.  

 
9.3. Примеры решения задач 

Задача 9.3.1. (Поступательно движущаяся неинерциальная 

система отсчета). Два небольших шарика с одинаковой массой m, 

соединенные нерастянутой пружинкой длиной l0, лежат на гладкой 

горизонтальной поверхности. На один из шариков начинает дей-

ствовать постоянная сила F, направленная вдоль оси пружинки (см. 

рис. 9.3). Через некоторое время длина пружинки становится мак-

симальной и равной lmax. Определить коэффициент упругости пру-

жинки k.  

 

 

 

 

 

 

 

Решение 

I. Приложим силу F к переднему по направлению действия си-

лы шарику (см. рис. 9.3), поскольку в соответствии с условием за-

дачи в результате действия силы происходит растяжение пружин-

ки. При решении задачи будем использовать две системы отсчета: 

лабораторную инерциальную систему, связанную с неподвижной 

поверхностью, по которой скользят рассматриваемые тела, и по-

ступательно движущуюся неинерциальную систему отсчета, свя-

занную с центром масс системы «два шарика + пружинка».  
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Направим ось X лабораторной системы отсчета и ось X' не-

инерциальной системы отсчета вдоль направления действия силы 

F  (рис. 9.3). В инерциальной системе отсчета система тел движет-

ся под действием одной внешней силы F . В неинерциальной си-

стеме к указанной силе добавляются две переносные силы инерции 

Fпер. Силами трения и сопротивления воздуха пренебрегаем.  

II. Используя теорему о движении центра масс, найдем уско-

рение центра масс системы «два шарика + пружинка» в инерциаль-

ной системе отсчета: 

m2
цм

F
a  .                                                                                 (9.18) 

Переносные силы инерции (9.16), действующие на каждый из 

шариков в неинерциальной системе отсчета, равны: 

цмпер aF m .                                                                           (9.19) 

Запишем закон изменения механической энергии системы «два 

шарика + пружинка» в неинерциальной системе отсчета на интер-

вале времени от начала движения до момента максимального рас-

тяжения пружины (см. (3.39) в Главе 3): 

  2пер1пер

2
0max ΔΔ

2

)(
xFFxF

llk



.                                (9.20) 

Здесь Fпер – модуль силы инерции, 1Δx  и 2Δx  – изменения коорди-

нат заднего и переднего шариков (по отношению к направлению 

действия силы) за указанный промежуток времени. Левая часть 

уравнения (9.20) представляет собой изменение потенциальной 

энергии упруго деформированной пружинки. В момент макси-

мального растяжения пружинки относительная скорость шариков 

становится равной нулю, следовательно, в системе отсчета, связан-

ной с центром масс, кинетическая энергия шариков обращается в 

ноль и ее изменение за указанный интервал времени также равно 

нулю. Правая часть уравнения (9.20) представляет собой суммар-

ную работу постоянных внешних сил, действующих на тела систе-

мы (включая силы инерции).  

III. Решая систему уравнений (9.18) – (9.20) с учетом 

0max12 ΔΔ llxx  , получаем искомый коэффициент упругости 

пружинки: 

0max ll

F
k


 .                                                                            (9.21) 
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Ответ: 
0max ll

F
k


 . 

 

Задача 9.3.2. (Поступательно движущаяся неинерциальная си-

стема отсчета). Математиче-

ский маятник длиной l  и 

массой m  подвешен к потол-

ку кабины лифта, опускающе-

гося вниз с ускорением ga   

(см. рис. 9.4). Найти закон 

движения маятника относи-

тельно кабины лифта. Решить 

задачу в неинерциальной и 

инерциальной системах от-

счета. Влиянием вращения 

Земли пренебречь. 

 

Решение 1 

I. В неинерциальной си-

стеме отсчета X'O'Y', связан-

ной с лифтом (рис. 9.4), на 

маятник действуют три силы: сила тяжести gm , сила натяжения 

нити T  и переносная сила инерции aF mпер , направленная 

вверх. Силами трения и сопротивления воздуха пренебрегаем. 

II. Уравнение движения тела массой m  в проекции на танген-

циальную к траектории ось τ относительно неинерциальной систе-

мы отсчета имеет вид: 

 sinsin mgmama  ,                                                      (9.22) 

где   – угол отклонения маятника от положения равновесия 

(рис. 4.4).  

Тангенциальное и угловое ускорения связаны соотношением: 

la 
                                                                                  (9.23) 

где υ – модуль линейной скорости маятника.  

III. Из уравнений (9.22) и (9.23) получаем уравнение движения 

маятника: 

 

y0 

Y' 

Y 

X' 

X O 
O' 

  

T  

mg  

  
перF  

a  

Рис. 9.4. Математический маятник в 

лифте. 
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0sin 


 
l

ag
 .                                                                   (9.24) 

Полученное нелинейное дифференциальное уравнение второго 

порядка относительно  легко решить в двух частных случаях: при 

малых углах отклонения маятника и при движении лифта с ускоре-

нием, равным по величине ускорению свободного падения – ga  .  

При малых углах отклонения маятника  sin  уравнение 

(9.24) сводится к уравнению гармонических колебаний: 

02   ,                                                                             (9.25) 

здесь lag /)(   – круговая частота колебаний, которая опре-

деляется не только длиной маятника и ускорением свободного па-

дения, но и ускорением лифта. 

Нетрудно убедиться подстановкой, что решением уравнения 

(9.25) является гармоническая функция  

)cos()( 00   tt ,                                                             (9.26) 

где амплитуда колебаний 0  и начальная фаза 0  определяются 

начальными условиями.  

В случае движения лифта с ускорением, равным по модулю 

ускорению свободного падения, уравнение (9.24) принимает вид 

0 .                                                                                        (9.27) 

Следовательно, движение маятника относительно неинерциальной 

системы отсчета, связанной с лифтом, будет происходить с посто-

янной угловой скоростью  , значение которой задается начальны-

ми условиями. Закон движения в этом случае имеет вид: 

tt   0)( ,                                                                          (9.28) 

где 0  – начальное отклонение маятника.  

Искомый закон движения маятника относительно кабины лиф-

та в общем случае является решением уравнения (9.24), которое 

допускает аналитическое решение в двух рассмотренных нами 

частных случаях (см. (9.26) и (9.28)). 

 

Решение 2 

В инерциальной системе отсчета XOY  (см. рис. 9.4) коорди-

наты математического маятника x, y связаны с его углом отклоне-

ния  в неинерциальной системе X'O'Y' следующим образом: 
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,cos

,sin

0 



lyy

lx




                                                                        (9.29) 

где y0 – координата начала отсчета O' системы X'O'Y' относительно 

системы XOY .  

Проекции ускорения маятника относительно инерциальной си-

стемы отсчета находим, дважды дифференцируя по времени соот-

ношения (9.29): 

.sincos

,cossin

2
0

2









llyy

llx




                                                    (9.30) 

Уравнение движения маятника в проекциях на оси X и Y имеет 

вид (см. (2.2) в Главе 2): 

.cos

,sin





Tmgym

Txm








                                                                    (9.31) 

Учитывая, что в соответствии с условием задачи лифт движет-

ся вниз с постоянным ускорением ay 0
 , получаем из уравнений 

(9.30) и (9.31) уравнение движения маятника относительно неинер-

циальной системы отсчета: 

0sin 


 
l

ag
 .                                                                   (9.32) 

Как видим, уравнение (9.32) совпадает с уравнением (9.24), а 

следовательно решении задачи в инерциальной системе отсчета 

совпадет с решением (9.26) и (9.28) в неинерциальной системе.  

Заметим, что оптимальным в данной задаче является выбор 

неинерциальной системы отсчета.  

Ответ: 0sin 


 
l

ag
 .  

 

Задача 9.3.3. (Поступательно движущаяся неинерциальная 

система отсчета). Небольшое тело поместили на вершину гладко-

го полуцилиндра радиусом R, находящегося на горизонтальной по-

верхности (см. рис. 9.5). Полуцилиндру сообщают постоянное го-

ризонтальное ускорение a, в результате чего тело начинает со-

скальзывать с поверхности полуцилиндра. Определить модуль ско-

рости 0  тела относительно полуцилиндра в момент отрыва и вы-

соту H , на которой произойдет отрыв. 
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Решение 
I. Задачу решаем в поступательно движущейся неинерциаль-

ной системе отсчета, связанной с полуцилиндром. Относительно 

инерциальной системы отсчета ускорение неинерциальной систе-

мы равно a . На тело, находящееся на поверхности цилиндра дей-

ствуют сила тяжести gm , сила нормальной реакции опоры N  и 

переносная сила инерции aF mпер , изображенные на рис. 9.5.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Силами трения и сопротивления воздуха пренебрегаем. Полу-

цилиндр считаем абсолютно твердым телом, а соскальзывающее с 

его поверхности тело – материальной точкой. 

II. Уравнение движения тела относительно неинерциальной 

системы отсчета в проекциях на нормальную и тангенциальную к 

траектории оси имеет вид: 




sincos
2

maNmg
R

m  ,                                              (9.33) 

 cossin mamgm  ,                                                        (9.34) 

где    модуль скорости тела относительно полуцилиндра, а   

угол, задающий положение тела на поверхности полуцилиндра в 

любой момент времени до его отрыва (см. рис. 9.5).   

В момент отрыва сила нормальной реакции, действующая на 

тело со стороны полуцилиндра, обращается в ноль: 

0N .                                                                                       (9.35) 

Дополним систему уравнений (9.33) – (9.35) начальными усло-

виями для угла  и скорости тела  :  

Рис. 9.5. Ориентация осей координат неинерциальной 

системы отсчета, цилиндр и соскальзывающее с него тело. 

 

 
перF  

mg  

N  

  

n  

a  

X' 

Y' 
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0)0( t , 0)0( t .                                                        (9.36) 

Получена полная система уравнений (9.33) – (9.36), позволя-

ющая определить не только скорость тела, но и угол  .  

Заметим, что попытка прямого решения полученной системы 

уравнений относительно скорости   и угла   приводит к гро-

моздким преобразованиям. Решение задачи можно упростить, если 

воспользоваться законом изменения механической энергии. Изме-

нение механической энергии тела на интервале времени от начала 

движения тела до момента его отрыва от поверхности полуцилин-

дра равно работе силы инерции (работа силы реакции опоры в вы-

бранной неинерциальной системе отсчета равна нулю) на этом ин-

тервале: 
02

0
0

0

(1 cos ) cos d
2

m
mgR ma R




      ,                               (9.37) 

где 0 , 0  – скорость и угол   в момент отрыва тела от поверхно-

сти полуцилиндра. 

III. Из уравнений (9.33), (9.35) и (9.37) получаем два соотно-

шения для квадрата скорости: 

)sincos( 00
2
0  agR  ,                                                      (9.38) 

)sin)cos1((2 00
2
0  agR  .                                              (9.39) 

Соотношение (9.39) перепишем в виде 

00

2
0 sincos
2




RaRgRg  .                                            (9.40) 

Сложение уравнений (9.38) и (9.40) позволяет легко получить 

скорость тела относительно полуцилиндра в момент отрыва: 

gR
3

2
0  .                                                                              (9.41) 

Для угла 0, при котором произойдет отрыв, из соотношений 

(9.38) и (9.41) получаем следующее выражение: 

)(3

952
cos

22

222

0
ag

agag




 .                                                  (9.42) 

Искомая высота H, на которой тело оторвется от поверхности 

полуцилиндра, равна: 
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Рис. 9.6. Силы, действующие на 

грузы в неинерциальной системе 

отсчета. 

Fпер2 

а 

m1g 

Fпер1 

m2g 

T1 
T2 

X' 

R
ag

agag
RH

)(3

952
cos

22

222

0



  .                                    (9.43) 

Нетрудно видеть, что при 0a  выражение (9.43) дает значе-

ние высоты отрыва тела от неподвижного полуцилиндра RH
3

2
 . 

Ответ: R
ag

agag
RH

)(3

952
cos

22

222

0



  . 

 

Задача 9.3.4. (Поступательно движущаяся неинерциальная 

система отсчета). Через блок, прикрепленный к потолку кабины 

лифта, перекинута нить, к концам которой привязаны грузы масса-

ми m1 и m2. Кабина поднимается с ускорением a. Найти ускорение 

грузов относительно кабины лифта.  

 

Решение 

I. Выберем ось неинерциальной 

системы отсчета, связанной с лифтом, 

так, как показано на рис. 9.6.  

Выберем модели тел и их движе-

ний. Будем считать грузы материаль-

ными точками, подвешенными на не-

весомой нерастяжимой нити, переки-

нутой через невесомый абсолютно 

твердый цилиндрический блок. Будем 

считать, что грузы движутся верти-

кально, нить не проскальзывает отно-

сительно блока, сопротивлением воз-

духа и трением в оси блока пренебре-

гаем. 

II. В неинерциальной системе от-

счета, связанной с лифтом, на каждый 

из грузов действуют три силы: сила 

тяжести, сила натяжения нити и пере-

носная сила инерции, направленная вниз.  

Запишем уравнения движения грузов в проекции на ось и 

уравнение кинематической связи, являющееся следствием нерас-

тяжимости нити: 
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.0

,

21

,2пер2222

1пер1111







aa

FTgmam

FTgmam

                                                           (9.44) 

Здесь a1 и a2 – проекции ускорений грузов на ось X', T1 и T2 – моду-

ли сил, действующих на грузы со стороны нити, Fпер1 = m1a и 

Fпер2 = m2a – модули переносных сил инерции, действующих на 

грузы. Как следует из невесомости нити и блока, а также из отсут-

ствия силы сопротивления воздуха и силы трения в оси блока, 

T1 = T2.                                                                                      (9.45) 

III. Решая систему уравнений (9.44) и (9.45) относительно ис-

комых ускорений, получаем: 

 ag
mm

mm
a 






21

21
1 ,  ag

mm

mm
a 






21

21
2 .                           (9.46) 

Как видно из полученного результата, при a = 0 задача сводит-

ся к известной задаче о машине Атвуда. Заметим также, что реше-

ние, полученное в задаче, становится очевидным, если учесть, что 

переносная сила инерции – массовая сила, и движение тел в одно-

родном поле сил инерции aF mпер   эквивалентно движению в 

таком же поле сил тяготения. Таким образом, движение тел масса-

ми m1 и m2, связанных нитью, происходит под действием разности 

эффективных сил тяжести m1(g – a) и m2(g – a). Отсюда сразу полу-

чаем ответ задачи (9.46). 

Ответ:  ag
mm

mm
a 






21

21
1 ,  ag

mm

mm
a 






21

21
2 . 

Задача 9.3.5. (Поступательно движущаяся неинерциальная 

система отсчета). Небольшое тело находится в покое на вершине 

наклонной плоскости длиной l. За какое время тело соскользнет с 

плоскости, если плоскость начнет двигаться влево в горизонталь-

ном направлении с ускорением а? Угол наклона плоскости к гори-

зонту , коэффициент трения между телом и плоскостью 
 

Решение 
I. Выберем неинерциальную систему отсчета, связанную с 

наклонной плоскостью. Оси системы координат направим так, как 

показано на рис. 9.7. Тело считаем материальной точкой. 
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II. В неинерциальной системе отсчета, связанной с лифтом, на 

тело действуют: сила тяжести mg, сила реакции опоры N, сила тре-

ния Fтр, переносная сила инерции Fпер. Направления этих сил ука-

заны на рис. 9.7.  

Запишем уравнение движения тела в проекциях на оси вы-

бранной неинерциальной системы координат: 

 cossin пертрx FFmgma  ,                                           (9.47) 

 sincos0 перFmgN  .                                                   (9.48) 

Здесь xa  – проекция ускорение тела на ось OX. Запишем выраже-

ния для трF  и перF : 

 

NFтр  ,                                                                                 (9.49) 

maFпер  .                                                                                 (9.50) 

Время соскальзывания тела с наклонной плоскости определяется 

как 

xa

l
t

2
 .                                                                                   (9.51) 

III. Решая систему уравнений (9.47) – (9.51), найдем искомое 

время: 

Рис. 9.7. Тело, соскальзывающее с наклонной плоскости, 

движущейся с ускорением.

а α

mg

Fпер

N
Fтр

Y

X
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)sin(cos)cos(sin

2

 


ag

l
t .                           (9.52) 

Ответ: 
)sin(cos)cos(sin

2

 


ag

l
t  

 

Задача 9.3.6. (Поступательно движущаяся неинерциальная 

система отсчета). Сосуд с водой движется с ускорением а. В со-

суде закреплен гладкий клин, к которому при помощи нити при-

креплен шар (рис. 9.8). Объем шара V, плотность воды ρ0, плот-

ность шара ρ. Найти силу натяжения нити.  

 
Решение 

I. Выберем неинерциальную систему отсчета, связанную с 

движущимся сосудом (рис. 9.9). Относительно выбранной системы 

отсчета жидкость покоится.  

II. На шар действуют: сила тяжести mg, сила реакции опоры N, 

выталкивающая сила FАy, переносная сила инерции Fпер. Кроме то-

го, в неинерциальной системе отсчета появляется массовая сила – 

переносная сила инерции, aF mпер , которая действует на все 

тела и объекты в задаче. Действует она и на элементы жидкости в 

сосуде. Поэтому необходимо учесть, что при таком движении воз-

никает горизонтальная составляющая выталкивающей силы, 

FАx = ρ0aV. Направления сил указаны на рис. 9.9. 

а

Рис. 9.8. Шар, закрепленный при помощи нити на 

клине, находящемся в движущемся сосуде с водой.
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Запишем условие равновесия шара под действием рассмотрен-

ных сил (в проекциях на оси координат): 

sin0 пер NFTF Ax  ,                                                   

(9.53) 

mgFN Ay  cos0 .                                                           (9.54) 

Здесь  

aVFAx 0 ,                                                                              (9.55) 

gVFAx 0 .                                                                             (9.56) 

III. Решая совместно (9.53) и (9.54) с учетом (9.55) и (9.56), 

находим выражение для искомой силы натяжения нити: 

)tg()( 0  gaVT  .                                                       (9.57) 

Ответ: )tg()( 0  gaVT  . 

 

Задача 9.3.7. (Поступательно движущаяся неинерциальная 

система отсчета). Тележка с укрепленным на ней невесомым 

блоком движется с ускорением а. Через блок перекинута невесомая 

и нерастяжимая нить, на концах которой закреплены два груза мас-

сами m1 и m2 (рис. 9.10). Трение между тележкой и грузами отсут-

ствует. Определить ускорение a, при котором груз массы m1 начнет 

движение вправо. 

а

Рис. 9.9.Оси системы координат и силы, действу-

ющие на шар.

Y

X

T

FAx

mg

N
FAy

Fпер
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Решение 

I. Задачу решаем относительно неинерциальной системы от-

счета, связанной с движущейся тележкой (рис. 9.11). Выберем аб-

страктную модель: будем считать тела материальными точками, 

блок невесомым, нить нерастяжимой, сопротивлением воздуха и 

трением в оси блока пренебрегаем. 

 

 
II.  Силы, действующие на грузы, указаны на рис.9.11. На пер-

вый груз, масса которого m1, действуют: сила тяжести m1g, сила 

реакции опоры N1, сила натяжения нити Т1, переносная сила инер-

ции –m1a. На второй груз, масса которого m2, действуют: сила тя-

жести m2g, сила натяжения нити Т2, сила реакции опоры N2, пере-

носная сила инерции –m2a. В рамках выбранной абстрактной моде-

ли aaa  21  и T1 =Т2 = T. 

Рис. 9.10. Тележка с блоком и грузами. 

m1 

m2 а

m1g 

m2g 

а 

N1 

T1 

T2 

‒m1a 

‒m2a 

X′ 

Y′ 

N2 

Рис. 9.11. Силы, действующие на грузы в 

неинерциальной системе отсчета, связан-

ной с тележкой. 
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Запишем уравнения движения грузов в проекциях на выбран-

ные координатные оси: 

Tamam X   111 ;                                                                   (9.58) 

110 Ngm  ;                                                                            (9.59) 

Tgmam
Y


 222 ;                                                                    (9.60) 

210 Nam  .                                                                          (9.61) 

Добавим сюда уравнение кинематической связи для ускорений 

брусков: 

aa X
 1 ;                                                                                  (9.62) 

aa Y
 2 .                                                                                  (9.63) 

III. Решая систему уравнений (9.58) – (9.61) с учетом (9.62) и 

(9.63), получаем следующее выражение для ускорения a  брусков: 

21

12

mm

amgm
a




 .                                                                        (9.64) 

В зависимости от величины ускорения а тележки грузы могут 
двигаться вправо, влево или покоиться относительно нее. Из (9.64) 

видно, что при gmma )( 12  груз m1 движется вправо. 

Ответ: gmma )( 12 .  

 
Задача 9.3.8. (Поступательно движущаяся неинерциальная 

система отсчета). Небольшое тело находится в верхней точке 
внутренней поверхности гладкого полуцилиндра радиуса R. Ци-

линдр движется горизонтально с ускорением 3/ga  . Тело от-

пускают без начальной скорости. Найти значение силы, с которой 
тело давит на полуцилиндр в процессе движения (рис. 9.12). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.12. Небольшое тело, соскальзывающее по 

внутренней поверхности гладкого полуцилиндра. 

a 

R 
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Решение 
I. Свяжем неинерциальную систему координат с движущимся 

полуцилиндром. Тело считаем материальной точкой, силой сопро-
тивления воздуха и трением о полуцилиндр пренебрегаем. 

II. Силы, действующие на тело в некоторый момент времени, 
показаны на рис. 9.13. Это – сила тяжести mg, сила нормальной ре-

ации опоры N и переносная сила инерции aF mпер .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Видно, что сумма сил, действующих на тело, оказывается рав-
на нулю, при значении угла отклонения от вертикали  

3

1
arctg0 

g

a
 ,                                                                  (9.65) 

6
0


  .                                                                                     (9.66) 

Этот угол соответствует положению равновесия тела. 
Введем систему координат, тангенциальную ось которой 

направим по касательной к окружности в месте нахождения тела, а 
нормальную – в сторону центра окружности. Тогда при отклонении 
тела от положения равновесия на некоторый угол α возникнет 
«возвращающая» сила, проекция которой на тангенциальную ось 
равна: 

sin)()( 22 mgmaFвозвр  .                                               (9.67) 

Уравнение движения тела в проекциях на тангенциальную ось мо-
жет быть записан тогда в виде: 

sin22 gamam  ,                                                          (9.68) 

где a  – ускорение тела относительно неинерциальной системы 
отсчета. 

Рис. 9.13. Силы, действующие на тело, со-

скальзывающее по внутренней поверхности 

движущегося полуцилиндра. 

a 

mg 

Fпер 

N 

τ 

α0 
n 
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Учтем, что ускорение a  следующим образом связано с углом 
отклонения α: 

Ra  .                                                                                     (9.69) 
Искомое значение силы реакции опоры N, направленная всегда 
вдоль нормальной оси, может быть определена следующим обра-
зом: 

cos22 gamN  .                                                              (9.70) 

III. С помощью (9.68) и (9.69) запишем уравнение движения 
тела в виде: 

 sin22 gaR  .                                                              (9.71) 

В случае, если отклонение тела от положения равновесия невелико, 
это выражение можно записать в виде: 

0

22




 
R

ga
 .                                                                 (9.72) 

Это – уравнение гармонических колебаний с циклической частотой  

R

ga 22

0


 .                                                                     (9.73) 

Решение его будем искать в виде: 

)cos( 00   tA ,                                                                 (9.74) 

где А – амплитуда колебаний, 0  – начальная фаза. Для нахожде-

ния этих величин используем начальные условия. Так как в 
начальный момент времени тело находилось в верхней точке полу-
цилиндра, то его отклонение от положения равновесия составляло  

632
0


  .                                                                       (9.75) 

Поскольку в начальный момент скорость тела была равна нулю, то 
0 R  , 0 .                                                                    (9.76) 

Из (9.74), (9.75) и (9.76) находим: 

3


A , 00  .                                                                         (9.77) 

Таким образом, тело будет совершать колебания около положения 

равновесия, определяемого углом отклонения от вертикали 
6

0


   

по закону  

t0cos
3




  ,                                                                           (9.78) 

где 0  определяется выражением (9.73). 
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Выражение для величины силы реакции опоры (9.70) будет тогда 
иметь вид: 









 tgamN 0

22 cos
3

cos 


.                                              (9.79) 

Эта величина достигает максимального значения при  

02


t ,                                                                                    (9.80) 

(предлагается убедиться в этом самостоятельно). В этот момент 
времени тело проходит положение равновесия: 

0
2

cos
3 0

0 






 . 

Ответ: 







 tgamN 0

22 cos
3

cos 


, где 
R

ga 22

0


 . 

 

9.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 9.4.1. С какой горизонтальной силой F  следует дви-

гать клин с углом   при основании и массой М, чтобы лежащий на 

нем брусок массой m  не перемещал-

ся относительно клина? Сила F  

направлена так, как показано на ри-

сунке. Коэффициент трения скольже-

ния между бруском и клином равен 

 .  

Ответ: 

при tg   
tg

( )
1 tg

F M m g


 


 

 
,  

при tg   проскальзывание будет при любом значении 

модуля силы F. 
 

Задача 9.4.2. Сплошной цилиндр скатывается без проскальзы-

вания с наклонной плоскости с углом   к горизонту. Наклонная 

плоскость опускается в лифте с ускорением а0. Определить ускоре-

ние оси цилиндра относительно наклонной плоскости. 

 

F 
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Ответ: sin)(
3

2
0aga  . 

 

Задача 9.4.3. С какой горизонтальной силой F  следует дви-

гать клин с углом   при основании и массой М, чтобы лежащий на 

нем брусок массой m  не переме-

щался относительно клина? Сила F  

направлена так, как показано на ри-

сунке. Коэффициент трения сколь-

жения между бруском и клином ра-

вен  . 

Ответ:  

при ctg   
tg tg

( ) ( )
1 tg 1 tg

M m g F M m g
 

   
 

   

 
;  

при ctg   
tg

( )
1 tg

M m g F


  


 

 
.  

 

Задача 9.4.4. Наклонная плоскость с углом α при основании 

движется с ускорением в направле-

нии, указанном на рисунке. Опре-

делить ускорение, при котором те-

ло, лежащее на наклонной плоско-

сти, начнет равномерно скользить 

вверх. Коэффициент трения тела о 

плоскость μ. 

Ответ: 




tg

tg
ga






1
. 

 

Задача 9.4.5. Небольшой груз массы m лежит на краю доски 

длиной l, масса которой M. Доска может двигаться по гладкой го-

ризонтальной поверхности. Найти значение величины горизон-

тально направленной силы F, которую необходимо приложить к 

доске, чтобы груз соскользнул с нее за время t. Коэффициент тре-

ния между доской и грузом равен μ. 

 

F 

  

  

a 
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Ответ:  mMg
t

Ml
F  

2

2
. 

 

Задача 9.4.6. В сосуде с водой закреплена полка, наклоненная 

под углом α к горизонту. Деревянный шар опирается на гладкую 

поверхность полки и удер-

живается с помощью нити, 

натянутой под углом α к 

горизонту. Объем шара V, 

плотность воды ρ, плотность 

дерева (3/5)ρ. Определить 

силу натяжения нити, если 

сосуд движется с горизон-

тальным ускорением a. 

Ответ: VagT  )cossin(
5

2
 . 

 

Задача 9.4.7. В цилиндрическом сосуде, заполненном жидко-

стью плотности ρ, находится шар плотности 3ρ. Сосуд движется 

горизонтально с ускорением a. Найти, с какой силой шар действует 

на боковую поверхность сосуда. Объем шара V. 

Ответ: VaN 2 . 

 

Задача 9.4.8. Шар объемом 

V0 и плотностью ρ0 находится в 

гладком сосуде с жидкостью 

плотности ρ. Угол между стен-

ками сосуда и горизонтальным 

дном α (см. рис.). Сосуд нахо-

дится на тележке, которая дви-

жется горизонтально с ускорени-

ем a. Найти силу давления шара 

на дно сосуда.  

Ответ: )ctg)(( 00  aggVN  . 

 

а

α

а 
α 
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Задача 9.4.9. Сосуд, состоящий из трех 

вертикальных трубок, соединенных между 

собой (см. рис.), полностью заполнен водой. 

При равноускоренном движении в горизон-

тальном направлении из него вылилась 

часть k от всей массы воды. Найти ускоре-

ние сосуда.  

Ответ: kga
3

8
 . 

 

Задача 9.4.10. Математический маятник укреплен на подстав-

ке, которая соскальзывает с наклонной плоскости с углом при вер-

шине α. Найти период колебаний маятника. 

Ответ: 



cos

2
g

l
T  . 
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ГЛАВА 10 

ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ  

В НЕИНЕРЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ ОТСЧЕТА.  

СИЛЫ ИНЕРЦИИ. ВРАЩАЮЩИЕСЯ НИСО 

 

10.1. Теоретический материал 

Рассмотрим две системы отсчета S и S', движущиеся произ-

вольно друг относительно друга. Зададим движение системы от-

счета S' относительно системы S зависимостями от времени ради-

ус-вектора )(tR  начала системы отсчета S' и угловой скорости 

вращения )(tω  системы S' вокруг своего начала отсчета (рис. 10.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Физически бесконечно малый поворот системы отсчета S' (в 

том числе и тела отсчета) описывается вектором d (рис. 10.2). 

Направление этого вектора совпадает с осью поворота и согласно 

правилу буравчика задает направление поворота, а его модуль 

d  d равен углу поворота.  

Найдем скорость изменения произвольного вектора c , жестко 

связанного с телом отсчета системы S'. В соответствии с рис. 10.2 

модуль изменения вектора c  равен: 

 sindd  cc ,                                                                     (10.1) 

следовательно 

 cc ,d αd                                                                                 (10.2) 

Рис. 10.1. Взаимная ориентация 

осей координат произвольно дви-

жущихся систем отсчета S и S'. 

 

S )(tr  

O 

)(tr  

)(tR  

)(tω  

S' 

O' 

M 

Рис. 10.2. Изменение произволь-

ного вектора c , жестко связан-

ного с телом отсчета системы S'. 

 

 

d 

d 

c  

cd  

O' 
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и 

 ωcc
α

c 









td

d
 ,                                                                    (10.3) 

где 
td

α
ω

d
  – угловая скорость вращения.  

Запишем радиус-вектор )(tr  произвольной материальной точ-

ки M относительно системы S через радиус-вектор )(tR  начала си-

стемы отсчета S' относительно системы S и радиус-вектор '( )tr  

материальной точки M относительно системы S' (рис. 10.1): 

)()()( ttt rRr  .                                                                     (10.4) 

Продифференцируем обе части уравнения (10.4) по времени 

при постоянных ортах системы S. В соответствии с определе-

нием скорости и ускорения материальной точки (см. Главу 1), 

а также угловой скорости вращения системы отсчета, полу-

чим: 







S
SSS t

zyx )( kji
VrRrυ   































SSS

SSS t
z

t
y

t
xzyx

kji
kjiV )(   

       rωυVkωjωiωυV  )( zyx ,           (10.5) 

 







S
SSS t

rω
Vυa   

       rωυωrωυωaA ,   

      rωωrωυωaA  ,2  .                                      (10.6) 

Здесь нижние индексы S и S' означают дифференцирование при 

постоянных ортах систем S и S' соответственно, V  – скорость и A  

– ускорение начала отсчета системы S' относительно S.  

В результате мы получили взаимосвязь (формулы сложения) 

радиус-векторов )(tr  и )(tr , скоростей )(tυ  и )(tυ , а также уско-

рений )(ta  и )(ta  материальной точки относительно двух произ-

вольно движущихся относительно друг друга систем отсчета S и S': 

rRr  ,                                                                                 (10.7) 

  υυυrωVυ  пер ,                                                      (10.8) 
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ноеотносительКориолиса

переносное

мительноецентростре

2 aυωrωωrωAa 
  

  

aаa  Корпер .                                                                   (10.9) 

Здесь  rωVυ пер  – переносная и υ  – относительная скорости 

движения материальной точки;  υω  2Корa  – ускорение Корио-

лиса,   rωωa цс  – центростремительное, 

    rωωrωAa  ,пер
 – переносное и a  – относительное уско-

рения материальной точки.  

Если материальная точка покоится относительно системы S', 

то  

rRr  ,                                                                               (10.10) 

 
переносная

пер rωVυυ  ,                                                                (10.11) 

    

  




переносное

мительноецентростре

rωωrωAa  ,                                               (10.12) 

 

Уравнение движения материальной точки относительно  

неинерциальной системы отсчета 

Пусть система отсчета S является инерциальной (см. Главу 2). 

Запишем уравнение движения материальной точки M, на которую 

действуют силы iF , относительно системы отсчета S – 2-ой закон 

Ньютона:  


i

im Fa .                                                                             (10.13) 

Подставим в уравнение (10.13) полученное выражение (10.9) 

для ускорения материальной точки относительно произвольно 

движущейся системы отсчета S' и несколько его преобразуем: 

       
i

immmmm FaυωrωωrωA 2 , 

      
  


Кориолиса

переносная

аяцентробежн

2 υωrωωrωAFa   mmmmm
i

i ,                 (10.14) 
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Корпер FFFa  
i

im .                                                      (10.15) 

В результате мы получили уравнение движения материальной 

точки относительно в общем случае неинерциальной системы от-

счета S'. Как видим, в неинерциальной системе отсчета также мож-

но использовать второй закон Ньютона, если к "материальным" 

силам, действующим на материальную точку со стороны матери-

альных тел, добавить так называемые силы инерции: 

переносную –  

       цб

аяцентробежн

пер FmmmmmF  rωArωωrωA  ,       (10.16) 

Кориолиса –  

 υω  mF 2Кор .                                                                    (10.17) 

Заметим, что силы инерции вызваны не взаимодействием ма-

териальных объектов, а выбором неинерциальной системы отсчета, 

относительно которой рассматривается движение тел. В отличие от 

"материальных" сил для сил инерции нельзя указать тела, со сторо-

ны которых они действуют, следовательно, к ним не применим 

третий закон Ньютона (см. Главу 2).  

Переносная сила инерции связана как с ускоренным движени-

ем начала системы отсчета S', так и с вращением этой системы от-

носительно инерциальной системы отсчета. Сила Кориолиса воз-

никает только при движении материальной точки относительно 

вращающейся неинерциальной системы отсчета S'.  

Любую задачу можно решать как в инерциальной, так и в не-

инерциальной системах отсчета, пользуясь либо уравнениями дви-

жения, либо законами сохранения. При этом необходимо учиты-

вать силы инерции, их импульс и работу точно так же, как и для 

"материальных" сил – сил взаимодействия материальных объектов.  

 

10.2. Основные типы задач и методы их решения 

Большинство задач на движение тел в неинерциальных систе-

мах отсчета можно условно отнести к следующим типам задач или 

их комбинациям. Задачи на движение тел в: 

1) поступательно движущейся неинерциальной системе отсче-

та, 

2) вращающейся неинерциальной системе отсчета.  
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При решении задачи на движение тел в неинерциальных си-

стемах отсчета с использованием законов Ньютона необходимо 

последовательно реализовать следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматривае-

мые тела. 

2. Выбрать неинерциальную систему отсчета и изобразить на 

чертеже ее систему координат (из соображений удобства). 

3. Изобразить и обозначить все силы, в том числе и силы 

инерции, а также необходимые кинематические характери-

стики системы. 

4. Выбрать модели тел и их движения (если это не сделано в 

условии задачи). 

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 
1. Записать уравнения движения в проекциях на оси координат 

выбранной неинерциальной системы отсчета для всех тел 

системы. 

2. Использовать третий закон Ньютона для материальных сил, 

если это не было сделано ранее в п. 3. 

3. Использовать законы, описывающие индивидуальные свой-

ства сил. 

4. Записать уравнения кинематической связи. 

5. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть характерные случаи, установить об-

ласть применимости). 

3. Получить численный результат. 
 

Примечания. 

В случае решения задач на динамику материальной точки в 

пп. I.3 – I.5 речь идет о характеристиках материальной точки, а 

п. II.2 надо опустить.  
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В случае решения задач на динамику простейших механиче-

ских систем в пп. I.3 – II.2 речь идет о характеристиках и уравнени-

ях движения тел и силах (в том числе силах инерции), действую-

щих между телами рассматриваемой системы.  

Пункты II.1 – II.4 можно выполнять в той или иной последова-

тельности в зависимости от решаемой задачи.  

 
10.3. Примеры решения задач 

Задача 10.3.1. (Вращающаяся неинерциальная система от-

счета). Горизонтальный диск вращается с постоянной угловой 

скоростью ω  вокруг вертикальной оси, проходящей через его 

центр. По одному из диаметров диска в сторону от центра движет-

ся небольшое тело массой т  с постоянной относительно диска 

скоростью V  (см. рис. 10.3). Найти силу F, с которой диск дей-

ствует на тело в момент времени, когда оно находится на расстоя-

нии r  от оси вращения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 
I. Выберем неинерциальную систему отсчета X'Y'Z', жестко 

связанную с вращающимся диском, при этом направим одну из 

осей системы координат Z' вдоль угловой скорости вращения диска 

 , а другую Y' – вдоль скорости движения тела относительно дис-

ка V  (рис. 10.3). В этой системе отсчета на тело действуют сила 

тяжести gm , сила реакции диска F  (не изображенная на рисунке), 

переносная сила инерции, равная в данном случае центробежной 

силе инерции цбF  (см. (10.16)) –  

  ωrωF mцб ,                                                                    (10.18) 

Рис. 10.3. Расположение осей неинерциальной системы 

отсчета и силы, действующие на тело. 

Y'   

   

X'   

Z'   

mg   

  

  

V   

Fцб 

FКор 
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и сила инерции Кориолиса (см. (10.17)) –  

 ωVF m2Кор  .                                                                    (10.19) 

Силой сопротивления воздуха пренебрегаем.  

II. Под действием рассмотренных выше сил тело движется в 

соответствии с условием задачи с постоянной относительно диска 

скоростью. Запишем уравнение движения тела в векторной форме в 

выбранной нами неинерциальной системе отсчета:  

FFFg  цбКор0 m                                                          (10.20) 

Уравнение движения (10.20) в проекциях на оси координат систе-

мы X'Y'Z', указанные на рис. 10.3, имеет вид: 

КорX0 FF   ,                                                                         (10.21) 

цбY0 FF                                                                               (10.22) 

mgF  Z0                                                                             (10.23) 

Как видим, сила реакции диска имеет отличные от нуля проекции 

на все координатные оси.  

III. Подставляя в (10.21) – (10.22) выражения для центробеж-

ной силы инерции (10.18) и силы Кориолиса (10.19), получаем вы-

ражения для искомых проекций на оси координат системы X'Y'Z' 

силы реакции диска: 

.

,

,2

'

2
'

'

mgF

rmF

VmF

z

y

x











                                                                        (10.24) 

При этом модуль силы реакции диска F  равен  

2222 )(4)()( VmrmmgF   ,                                     (10.25) 

а направляющие косинусы силы F  относительно системы отсчета 

X'Y'Z', жестко связанной с диском, равны: 

2222 )(4)()(

2
cos

Vmrmmg

Vm







 ,                               (10.26) 

2222

2

)(4)()(
cos

Vmrmmg

rm







 ,                               (10.27) 

2222 )(4)()(
cos

Vmrmmg

mg





 .                               (10.28) 
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Ответ: 2222 )(4)()( VmrmmgF   . 

 

Задача 10.3.2 (Вращающаяся неинерциальная система отсче-

та). Небольшое тело массы m движется равномерно по периферии 

горизонтальной круглой платформы радиусом R, которую вращают 

с постоянной угловой скоростью вокруг вертикальной оси, прохо-

дящей через ее центр. Результирующая сил инерции, приложенных 

к телу в системе отсчета «платформа», равна нулю. Известно, что 

тело действует на платформу с силой F. Найти угловую скорость 

вращения платформы ω.  

Решение 
Выберем неинерциальную систему отсчета, связав ее с вра-

щающейся платформой. Координатные оси направим таким обра-

зом, чтобы ось Z′ совпадала по направлению с угловой скоростью 

вращения платформы, оси X′ и Y′ – перпендикулярны ей и лежали 

в плоскости платформы. В этой системе отсчета на тело действуют: 

сила тяжести mg, сила реакции платформы N (которая, в соответ-

ствии с третьим законом Ньютона равна по модулю F), переносная 

сила инерции, равная в данном случае центробежной силе инерции 

и сила инерции Кориолиса (рис. 10.4). Силой сопротивления возду-

ха пренебрегаем. 

Силы инерции, действующие на человека, равны: 

  ωrωF mцб ,                                                                    (10.29) 

 ωVF m2Кор                                                                       (10.30) 

Здесь V – скорость человека относительно платформы.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

X' 

Z' 

Рис. 10.4. Оси неинерциальной системы отсчета, связан-

ной с платформой, и силы, действующие на тело в этой 

системе отсчета. 

ω 

Y' 

mg 

FКор. 

V 

0 
Fцб. 

N 
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II. Запишем уравнение движения тела в векторной форме в вы-

бранной неинерциальной системе отсчета: 

.цб.кор FFNga mm .                                                    (10.31) 

По условию задачи результирующая сил инерции, действую-

щих на тело в системе отсчета, связанной с платформой, рав-

на нулю. Значит,  

0.цб.кор  FF .                                                                       (10.32) 

Учтем также, что в системе отсчета, связанной с диском, тело дви-

жется равномерно по окружности радиуса R, а значит, его центро-

стремительное ускорение равно: 

R

V
a

2

.цс  .                                                                                (10.33) 

III. Подставляем в (10.32) выражения (10.29) и (10.30) и запи-

сываем полученное равенство в проекциях на ось Y': 

VmRm  20 2  .                                                                (10.34) 

Отсюда определим величину скорости V: 

2

R
V


 .                                                                                  (10.35) 

При равномерном движении по окружности центростремительное 

ускорение сообщается телу горизонтальной составляющей силы 

реакции платформы; поэтому уравнение (10.31) с учетом (10.33) 

может быть записано следующим образом в проекциях на ось Y': 

Y

2

 N
R

mV
,                                                                           (10.36) 

где YN  – горизонтальная составляющая силы реакции платформы.  

Подставляя (10.35) в (10.36), получаем выражение для YN : 

4

2

Y

Rm
N


 .                                                                         (10.37) 

Записывая (10.31) в проекциях на ось Y', получаем: 

mgN  Z0 ,                                                                          (10.38) 

где ZN  – вертикальная составляющая силы реакции платформы, 

mgN Z .                                                                               (10.39) 

Сила, с которой тело действует на платформу, равна 

ZY   NNF .                                                                    (10.40) 
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Подставляя в (10.40) выражения (10.37) и (10.39), получаем 

выражение для искомой угловой скорости: 

mR

mgF 22 )(
2


 .                                                               (10.41) 

Ответ: 
mR

mgF 22 )(
2


   

 

Задача 10.3.3 (Вращающаяся неинерциальная система отсче-

та). Тонкий однородный стержень длиной L и массой m, шарнирно 

закрепленный в верхней точке О, вращается с постоянной угловой 

скоростью   вокруг вертикальной оси, проходящей через данную 

точку (см. рис. 10.5). Определить угол устойчивого вращения 

стержня.  

 

Решение 

Задачу решаем в неинерциальной системе отсчета, связанной 

со стержнем и вертикальной осью вращения. Будем считать стер-

жень абсолютно твердым телом. На стержень действуют три силы: 

сила тяжести mg, сила реакции со стороны шарнира и центробеж-

ная сила инерции. Силой сопротивления воздуха пренебрегаем.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Под действием силы тяжести и силы реакции со стороны шар-

нира стержень совершает вращательное движение относительно 

лабораторной инерциальной системы отсчета, причем различные 

участки стержня движутся по окружностям разных радиусов. Сле-

 

  

  

O 

dl 

инdF  

mg  

Рис. 10.5. Вращающийся стержень и силы, действующие на 

него в неинерциальной системе отсчета. 
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довательно, различна и сила инерции инdF , действующая на от-

дельные элементы стержня в неинерциальной системе отсчета. 

II. При устойчивом вращении стержень отклонен от верти-

кальной оси на постоянный угол  . Поскольку стержень покоится 

в выбранной неинерциальной системе отсчета, сумма моментов 

всех сил, действующих на стержень в этой системе, относительно 

горизонтальной оси, проходящей через точку О перпендикулярно 

плоскости чертежа (рис. 10.5) и направленной из плоскости черте-

жа, равна нулю: 

0ин MMmg .                                                                      (10.42) 

При записи (10.42) учтено, что момент силы реакции шарнира от-

носительно указанной оси равен нулю. 

Запишем выражение для момента силы тяжести: 

sin
2

L
mgM mg  .                                                               (10.43) 

Для нахождения суммарного момента сил инерции рассмотрим 

элемент стержня длиной dl, находящийся на расстоянии l от точки 

О. Центробежная сила инерции (см. (10.16)), действующая на этот 

элемент, равна  

rlSF 2
ин dd  ,                                                                     (10.44) 

где   – плотность стержня, S – площадь его поперечного сечения, 

r – расстояние от элемента стержня до оси вращения. 

Момент силы инерции относительно горизонтальной оси можно 

записать в виде: 

 cossindcosdd 2
инин lllSlFM  .                             (10.45) 

Суммарный момент сил инерции равен 

 

L

llSMM

0

22
инин dcossind   

 cossin
3

1 22 mL .                                                            (10.46) 

III. Решая полученную систему уравнений (10.42), (10.43) и 

(10.46) относительно угла , получаем: 

22

3
cos




L

g
 ,                                                                        (10.47) 

0sin  .                                                                                (10.48) 
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Нетрудно видеть, что при 
L

g

2

3
  значение угла  











22

3
arccos




L

g
                                                                (10.49) 

соответствует устойчивому вращению стержня, а значение  = 0, 

которое следует из уравнения (10.48), соответствует неустойчиво-

му вращению стержня. В случае 
L

g

2

3
  устойчивым является 

вертикальное положение стержня ( = 0). 

Ответ: при 
L

g

2

3
 : 










22

3
arccos




L

g
; при 

L

g

2

3
 : 

 = 0. 

 

Задача 10.3.4 (Вращающаяся неинерциальная система отсче-

та). Гладкая горизонтальная трубка длиной L равномерно вращает-

ся с угловой скоростью ω вокруг вертикальной оси, проходящей 

через один из ее концов (см. рис. 10.6). Определить, за какое время 

t0 маленький шарик, находящийся на расстоянии l от оси трубки, 

достигнет ее конца, а также модуль скорости шарика относительно 

земли 0  в момент его вылета из трубки. Начальную скорость ша-

рика относительно трубки принять равной нулю. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 
I. Задачу решаем в неинерциальной системе отсчета, связанной 

с трубкой и вертикальной осью вращения. Оси X' и Y' правой си-

стемы координат X'Y'Z' направим вдоль трубки и угловой скорости 

Рис. 10.6. Вращающаяся горизонтальная трубка и оси неинер-

циальной системы отсчета.  

 

ω 

r' O X' 

Y' 
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ее вращения соответственно (см. рис. 10.6). Шарик считаем мате-

риальной точкой, а трубку – абсолютно твердым телом. На шарик в 

процессе движения действуют четыре силы: сила тяжести mg, сила 

реакции трубки, центробежная сила инерции, а также сила инерции 

Кориолиса. Силами трения и сопротивления воздуха пренебрегаем. 

Шарик движется вдоль трубки, причем его ускорение относительно 

неинерциальной системы отсчета определяется только центробеж-

ной силой инерции, поскольку направление действия остальных 

сил перпендикулярно его движению. 

II. Запишем уравнение движения шарика относительно вы-

бранной неинерциальной системы отсчета в проекции на ось, сов-

падающую с геометрической осью трубки (см. рис. 10.6): 

'' 2rmma  .                                                                           (10.50) 

С целью упрощения дальнейшего интегрирования уравнения 

(10.50) выразим проекцию ускорения шарика a' через производную 

проекции скорости по пространственной координате r' шарика: 

'
'd

'd

d

'd

'd

'd

d

'd
' 



rt

r

rt
a  .                                                   (10.51) 

III. Используя соотношение (10.51), исключаем проекцию 

ускорения из уравнения движения шарика (10.50): 

'
'd

'd
' 2r

r



  .                                                                          (10.52) 

Полученное уравнение (10.52) решаем методом разделения пере-

менных: 

'd''d'

'

2

'

0

rr

r

l

  


.                                                                  (10.53) 

Интегрируя (10.53), получаем связь проекции скорости шарика '  

и его координаты r': 

22'' lr  .                                                                        (10.54) 

Следовательно 

22'
d

'd
lr

t

r
 .                                                                     (10.55) 

Уравнение (10.55) решаем методом разделения переменных: 

 


0

0
22

d
'

'd
tL

l

t
lr

r
 .                                                                  (10.56) 
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В результате интегрирования уравнения (10.56) находим искомое 

время движения шарика в трубке: 














 1ln

1
2

2

0
l

L

l

L
t


.                                                         (10.57) 

Для нахождения скорости шарика относительно трубки воспользу-

емся (10.54): 

'X
22'' eυ  lr ,                                                                 (10.58) 

где 'Xe   единичный вектор вдоль оси X'.  

Скорость шарика относительно лабораторной инерциальной си-

стемы отсчета в соответствии с (10.8) может быть записана в виде: 

  'X
22

'Z '' eeυrωυ  lrr  ,                                (10.59) 

где 'Ze   единичный вектор вдоль оси Z'. Следовательно, искомый 

модуль скорости шарика относительно лабораторной системы от-

счета равен:  

22'2 lrυ  .                                                                      (10.60) 

Ответ: 
22'2 lrυ  . 

 

Задача 10.3.5 (Вращающаяся неинерциальная система отсче-

та). Вертикальный цилиндрический сосуд радиуса R, частично за-

полненный жидкостью, вращается вместе с жидкостью вокруг сво-

ей оси. К боковой стенке сосуда на нити длины l привязан шарик 

радиуса r0 и плотности ρ0 (< ρ) При вращении нить образует со 

стенкой угол α. Определить угловую скорость вращения сосуда. 

 

Решение 

I. Задачу решаем в неинерциальной системе отсчета X'Y', 

жестко связанной с Землей. Направим одну из осей системы коор-

динат Y' вдоль угловой скорости вращения сосуда, а ось X' перпен-

дикулярно ей (рис. 10.7).  

На шарик действуют: сила тяжести mg (m – масса шарика), си-

ла натяжения нити T, центробежная сила инерции Fцб, выталкива-

ющая сила Fy. Также необходимо учесть, что поскольку центро-

бежная сила инерции – массовая сила, и она действует на все тела и 

объекты в системе, то за счет нее появляется еще она составляю-

щая выталкивающей силы – Fx. 
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II. Относительно неинерциальной системы отсчета, связанной 

с сосудом, шарик покоится. Запишем уравнение движения шарика 

в проекциях на оси выбранной системы координат: 

0sin Xцб  FFT  ,                                                            (10.61) 

0cos Y  FmgT  .                                                        (10.62) 

Центробежная сила инерции выражается в данном случае как  

rmF 2
цб  ,                                                                           (10.63) 

где r – расстояние от шарика до оси вращения. Из рис.10.7 видно, 

что  

sin)( 0 lrRr  .                                                               (10.64) 

Здесь R – радиус сосуда, r0 – радиус шарика, l – длина нити.  

Выражения для составляющих выталкивающей силы можно пред-

ставить в виде: 

gVF Y ,                                                                              (10.65) 

rVF 2
X  .                                                                          (10.66) 

Здесь V – объем шарика.  

Учтем также, что масса шарика связана с его плотностью как  

Vm 0 .                                                                                 (10.67) 

III. Решая систему уравнений (10.61) – (10.62), получаем вы-

ражение для искомой угловой скорости вращения сосуда: 

X' 

Y' 

ω 

α 

mg 
T 

Fцб 

Fy 

Fx 

Рис.10.7. Вращающийся цилиндрический сосуд, оси системы 

координат и силы, действующие на шарик. 
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sin)(

tg

lrR

g


 .                                                           (10.68) 

Заметим, что в полученное выражение вошли только геометриче-

ские параметры эксперимента. Этот ответ можно было бы полу-

чить, рассуждая несколько иначе. Относительно вращающегося 

сосуда, за счет появления центробежной силы инерции (массовой!) 

направление «вертикали» изменится – новая «вертикаль» будет 

направлена так же, как вектор 

m

цбF
gg  .                                                                          (10.69) 

Заметим заодно, что поверхность жидкости будет перпендику-

лярна этому направлению. Положение шарика и нити при этом не 

изменится. Тогда из векторного треугольника для ускорений мож-

но записать:  

g

r2

tg


  ,                                                                             (10.70) 

откуда следует полученный выше ответ (10.68). 

Ответ: 





sin)(

tg

lrR

g


  

 

Задача 10.3.6 (Вращающаяся неинерциальная система отсче-

та). Винтовку с оптическим прицелом навели на вертикальную 

черту мишени, находящуюся точно в северном направлении, и вы-

стрелили. Пренебрегая сопротивлением воздуха, определить на ка-

кое расстояние и в какую сторону пуля, попав в мишень, отклонит-

ся от черты. Выстрел произведен вдоль поверхности Земли на ши-

роте  60  (см. рис. 10.8), начальная скорость пули 900V м/с, 

расстояние до мишени 1s км.  

 

Решение 

I. Задачу решаем в неинерциальной системе отсчета X'Y'Z', 

жестко связанной с Землей, при этом направим одну из осей систе-

мы координат Z' вдоль угловой скорости вращения Земли ω , а 

другую – в меридиональной плоскости, в которой лежит вектор 

начальной скорости пули V  (рис. 10.8). Будем считать, что по-

верхность Земли является сферической, и Земля вместе со связан-
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ной с ней системой отсчета X'Y'Z' вращается с постоянной угловой 

скоростью T/2  , где T = 24 ч.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

На пулю в процессе полета действуют сила гравитационного 

взаимодействия с Землей грF  и силы инерции – центробежная сила 

инерции цбF  и сила инерции Кориолиса КорF , изображенные на 

рис. 10.8. Отклонение пули от вертикальной черты мишени вызы-

вает сила инерции Кориолиса.  

Центробежная сила инерции имеет горизонтальную составля-

ющую, и, следовательно, изменяет горизонтальную проекцию ско-

рости пули. Однако учет центробежной силы инерции даст малые 

поправки к величине и направлению скорости полета пули. 

Сила инерции Кориолиса не меняя величины скорости пули, 

изменяет направление ее полета. При этом проекция скорости по-

лета пули на направление выстрела практически не меняется. По-

этому будем считать, что в первом приближении движение в гори-

зонтальном направлении происходит с постоянной скоростью, рав-

ной начальной скорости пули.  

II. Время полета пули t находим из условия равномерного 

движения в направлении выстрела: 

V

s
t  .                                                                                      (10.71) 

  

V 

φ 

  
  

Z' 

X'   Y' 

  

FКор 

Fцб Fгр 

ω 

Рис. 10.8. Расположение осей неинерциальной 

системы отсчета и силы, действующие на пулю. 
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Ускорение в восточном направлении, перпендикулярном началь-

ной скорости пули, определяется силой инерции Кориолиса (см. 

рис. 10.8) и равно 

 sin2 Va  .                                                                         (10.72) 

Отклонение пули от вертикальной черты мишени при ускоренном 

движении в течение времени  равно 

2

2at
l  .                                                                                   (10.73) 

III. Решая полученную систему уравнений (10.71) – (10.73), 

находим искомое значение отклонения от вертикальной черты ми-

шени: 


V

s
l

 sin 2

7 см.                                                               (10.74) 

Оценим изменение горизонтальной проекции скорости пули 

VΔ  под действием горизонтальной составляющей центробежной 

силы инерции 
цбF . Запишем уравнение движения пули в проекции 

на тангенциальную ось (см. рис. 10.9): 


 цбFa m                                                                                (10.75) 

Используя (10.16) и (10.75), получаем для горизонтальной проек-

ции ускорения пули: 

 sincossin 22 Rra  .                                        (10.76) 

Изменение горизонтальной проекции скорости пули под дей-

φ 

Y' 

 

Z' 

  

R 

r 

цбF  

цбF  
τ  

Рис. 10.9. Проекция центробежной силы инерции на танген-

циальную ось. 
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ствием центробежной силы инерции с учетом (10.71) равно: 

V

s
RtaVτ   sincos2 .                                             (10.77) 

Подстановка численных значений заданных в условии задачи вели-

чин в (10.77) дает VΔ – 0,01 м/с<<V = 900 м/c, что подтверждает 

справедливость принятого допущения.  

Ответ:  
V

s
l

 sin 2

см. 

 

Задача 10.3.7 (Вращающаяся неинерциальная система отсче-

та). Вращение Земли вызывает отклонение поверхности воды в 

реках от горизонтального положения. Определить, у какого берега 

и на какую величину h уровень воды в реке будет выше. Река течет 

в северном полушарии на широте o60  с севера на юг. Ширина 

реки L = 1 км, скорость течения V = 1 м/с, период обращения Земли 

вокруг своей оси T = 24 м/с. Считать ускорение свободного паде-

ния на данной широте равным g = 9,8 м/с2.  

 

Решение 
I. Выделим мысленно небольшой объем жидкости вблизи по-

верхности и рассмотрим его движение в неинерциальной системе 

отсчета, связанной с Землей. Направим ось Y' вертикально вверх 

(вдоль линии отвеса), а ось X' – горизонтально, перпендикулярно 

скорости течения реки в сторону правого берега (на запад).  

На рис. 10.10 изображены силы, действующие на элемент объ-

ема жидкости – сила тяжести mg, равнодействующая сил давления 

со стороны всей остальной воды N и сила инерции Кориолиса 

КорF .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

h   

L   

   

N   

Кор F   

mg   

   

X'   

Y'   

Рис. 10.10. Расположение осей координат неинерциаль-

ной системы отсчета и небольшого объема жидкости. 
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Жидкость считаем несжимаемой, сил вязкого трения нет. 

Направление течения реки направлено за плоскость чертежа. Рав-

нодействующая сил давления направлена перпендикулярно по-

верхности жидкости и образует угол   с вертикалью.  

II. Жидкость движется в направлении, перпендикулярном 

плоскости чертежа, следовательно, векторная сумма сил, лежащих 

в плоскости чертежа и изображенных на рисунке, равна нулю: 

KopFNg m .                                                                       (10.78) 

Уравнение (10.78) в проекциях на оси выбранной системы коорди-

нат принимает вид: 

0sin Кор  FN  ,                                                               (10.79) 

0cos mgN  .                                                                   (10.80) 

Разность высот правого и левого берегов реки, как видно на 

рис. 10.10, равна 

Ltgh  .                                                                                (10.81) 

Для силы инерции Кориолиса (см. (10.17)) в данном случае спра-

ведливо выражение: 

 sin2Кор VmF  .                                                                (10.82) 

III. Решая систему уравнений (10.79) – (10.82), получаем, что 

уровень воды у правого берега будет выше на величину 

g

VL
h

 sin2
 .                                                                      (10.83) 

Подстановка численных значений заданных в условии задачи вели-

чин в (10.83) дает искомое значение разности высот правого и ле-

вого берегов 3,1h см.  

Ответ: 3,1
sin2


g

VL
h


см. 

 

Задача 10.3.8 (Вращающаяся неинерциальная система отсче-

та). На экваторе с высоты h на поверхность Земли падает тело без 

начальной скорости. Найти, на какое расстояние оно отклонится по 

вертикали в процессе падения.  

 

Решение 

I. Задачу решаем в неинерциальной системе отсчета X'Y'Z', 

жестко связанной с Землей. Направим одну из осей системы коор-
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динат Z' вдоль угловой скорости вращения Земли ω, а две другие – 

в экваториальной плоскости (рис. 10.11). Будем считать, что по-

верхность Земли является сферической, и Земля вместе со связан-

ной с ней системой отсчета X'Y'Z' вращается с постоянной угловой 

скоростью ω.  

На тело в процессе падения действуют сила гравитационного 

взаимодействия с Землей грF =mg и силы инерции – центробежная 

сила инерции Fцб и сила инерции Кориолиса Fкор, изображенные на 

рис. 10.9. Сопротивлением воздуха пренебрегаем. 

II. Запишем уравнение движения тела: 

цбкор FFga mm .                                                            (10.84) 

Отклонение падающего тела от вертикали определяется дей-

ствием силы инерции Кориолиса: 

 ωVF m2кор  ,                                                                    (10.85) 

где ω – угловая скорость вращение Земли, V – скорость тела.  

Запишем уравнение движения тела в проекциях на оси X′ и Y′: 

yx Vmma   ω2 ,                                                                      (10.86) 

ymmgma у


2ω .                                                              (10.87) 

В уравнении (10.87) можно пренебречь величиной центробеж-

ной силы инерции по сравнению с силой тяжести (чтобы убедиться 

Рис. 10.11. Оси неинерциальной системы отсчета, связанной с Землей, и 

силы, действующие на падающее тело в этой системе отсчета. 

 

 

X' 

Y' 

Z' 

0 

mg F
цб

 

F
Кор

 

ω  

O 
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в том, что это можно сделать, достаточно оценить значение цен-

тростремительного ускорения ЗRω2
 вблизи поверхности Земли и 

сравнить его с ускорением свободного падения g). Тогда, как сле-

дует из (10.87), в вертикальном направлении тело совершает сво-

бодное падение, и зависимость его скорости от времени с учетом 

начального условия (начальная скорость V0 = 0) можно записать 

следующим образом: 

gttVу  )( .                                                                             (10.88) 

Время движения при свободном падении с высоты h равно: 

g

h
t

2
пад  .                                                                             (10.89) 

III. Интегрируя (10.86) с учетом (10.88) и (10.89), получаем за-

висимость от времени проекции скорости на ось X′: 

2

0

ωd)( gttatV

t

xx   .                                                           (10.90) 

Интегрируя (10.90) с учетом (10.89), получим искомое отклонение 

тела от вертикали за все время падения: 

g

hh
tVx

t

x

2

3

ω2
d

пад

0

  .                                                        (10.91) 

Ответ: 
g

hhω
x

2

3

2
 . 

 

10.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 10.4.1. Горизонтальный диск радиуса R вращают с уг-

ловой скоростью ω вокруг неподвижной вертикальной оси, прохо-

дящей через его край. По краю диска равномерно относительно 

него движется частица массой m. В момент времени, когда она ока-

зывается на максимальном расстоянии от оси вращения, сумма 

всех сил инерции инF , действующих на частицу в системе отсчета, 

связанной с диском, обращается в ноль. Найти зависимость модуля 

силы инF  от расстояния r от частицы до оси вращения. 
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Ответ: 1
2

2

2
ин 










r

R
rmF  . 

 
Задача 10.4.2. Гладкий горизонтальный диск вращают с уг-

ловой скоростью ω вокруг вертикальной оси, проходящей через его 

центр. В центре диска поместили небольшую шайбу массой m и 

толчком сообщили ей горизонтальную скорость V0. Найти модуль 

силы Кориолиса, действующей на шайбу в системе отсчета «диск» 

в тот момент, когда шайба оказалась на расстоянии R от центра 

диска. 

Ответ: 
222

0кор 2 RVmF   . 

 

Задача 10.4.3. По диаметру диска радиусом R высверлен ка-

нал, в котором вблизи центра диска находится шарик. Диск приво-

дят во вращение вокруг вертикальной оси, проходящей через его 

центр, с угловой скоростью ω. Найти скорость, с которой шарик 

вылетит из канала. Трением пренебречь.  

Ответ: R 2 . 

Задача 10.4.4. Гладкая горизонтальная трубка длиной L рав-

номерно вращается с угловой скоростью ω вокруг вертикальной 

оси, проходящей через один из ее концов. На трубку надета 

муфточка, находящаяся в начальный момент времени на расстоя-

нии l от оси трубки. Начальная скорость муфточки относительно 

трубки равна нулю. Найти модуль силы, действующей на муфточку 

в тот момент, когда она достигнет конца трубки. 

Ответ:   22224 glLmF   . 

 

Задача 10.4.5. Жесткие стержни 

образуют равнобедренный прямоуголь-

ный треугольник, который вращается с 

постоянной угловой скоростью ω вокруг 

вертикального катета АВ (см. рис.). По 

стержню АС скользит без трения муфта 

массой т, связанная пружиной 

жесткостью k с вершиной А 

треугольника. Длина нерастянутой 

 

В С 

А 

ω  
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пружины l. Определить при каком значении модуля угловой 

скорости ω муфта будет в равновесии при недеформированной 

пружине? Будет ли это равновесие устойчивым?  

Ответ: 
l

g 2
 , равновесие устойчиво, если 

2

mg
kl  . 

 

Задача 10.4.6. Велосипедист движется с постоянной скоро-

стью υ по радиусу горизонтального диска, вращающегося с часто-

той n оборотов в минуту. Определить угол наклона α велосипеди-

ста. 

Ответ: 









g

n
arctg

15


 .  

 

Задача 10.4.7 ([2], 290). Иногда устраивают в качестве аттрак-

циона комнату, вращающуюся вокруг вертикальной оси. Пол такой 

комнаты имеет вогнутую форму. Во время вращения все находя-

щиеся там предметы и люди стоят на этом полу, как на плоском, 

устойчиво и нормально к его поверхности. Определить форму по-

ла, если угловая скорость вращения комнаты равна ω. 

Ответ: Пол комнаты представляет собой параболоид враще-

ния )(
2

22
2

yx
g

z 


, ось Z направлена вдоль оси вращения, X, Y – 

в горизонтальной плоскости.  

 

Задача 10.4.8 ([2], 310). Велосипедное колесо радиуса R вра-

щается в горизонтальной плоскости вокруг оси, проходящей через 

его центр. По спице колеса без трения может двигаться шарик. В 

начальный момент времени, шарик находился у обода колеса. Ка-

кую начальную скорость V0 следует сообщить шарику в радиаль-

ном направлении, чтобы он мог достигнуть оси вращения? Угловая 

скорость вращения ω поддерживается постоянной.  

Ответ: R  .  

 

Задача 10.4.9. Из ружья произведен выстрел вверх (парал-

лельно линии отвеса). Географическая широта места  = 60, 
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начальная скорость пули 1000 V  м/с. Определить насколько во-

сточнее или западнее от места выстрела упадет пуля.  

Ответ: пуля отклонится к западу на расстояние 

5,0
cos

3

4
2

3
0 

g

V
x


 м. 

 

Задача 10.4.10. Под каким углом к вертикали надо произвести 

выстрел вверх, чтобы пуля упала обратно в точку, из которой был 

произведен выстрел? Начальная скорость пули V0 = 100 м/c, гео-

графическая широта места φ = 60. 

Ответ: ствол ружья надо наклонить к востоку под углом 

15
3

cos2 0 
g

V 
 . 

 

Задача 10.4.11 ([2], 307). Стрелок и мишень находятся в диа-

метрально противоположных точках карусели радиуса R , равно-

мерно вращающейся вокруг вертикальной оси. Период вращения 

карусели Т , скорость пули υ. Пренебрегая максимальной линейной 

скоростью вращающейся карусели по сравнению со скоростью пу-

ли, определить приближенно, под каким углом α  к диаметру кару-

сели должен целиться стрелок, чтобы поразить мишень. Задачу 

рассмотреть как с точки зрения вращающейся, так и с точки зрения 

неподвижной системы, и сравнить результаты.  

Ответ: 
T

R






4
 .  

 

Задача 10.4.12 ([2], 308). В диаметрально противоположных 

точках карусели диаметра D , вращающейся с постоянным угловым 

ускорением со, расположены стрелок в точке С  и мишень М. 

Стрелок целится в мишень, не вводя поправки на вращение карусе-

ли. Каково должно быть угловое ускорение карусели , чтобы при 

этих условиях пуля попала в цель, если в момент выстрела угловая 

скорость карусели была ω, а скорость пули υ0. Стрелок и условия 

стрельбы предполагаются идеальными. Влиянием центробежной 

силы инерции пренебречь.  

Ответ: 
D

004 
  .  
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Задача 10.4.13 ([2], 292). Суточное вращение Земли приводит 

к отклонению артиллерийских снарядов и ружейных пуль от 

начального направления выстрела, заданного в горизонтальной 

плоскости по земным ориентирам. Рассчитать величину попереч-

ного смещения х  пули, выпущенной в плоскости меридиана по го-

ризонтальному направлению, за первую секунду ее полета. Вы-

стрел произведен на широте Москвы (55°45'), начальная скорость 

пули 1000 м/с. Указать, в какую сторону отклонится пуля, если в 

момент выстрела ствол ружья был направлен на юг. Силу сопро-

тивления воздуха полету пули не учитывать. Решить задачу в си-

стеме отсчета, связанной с Землей. 

Ответ:  sin2tx  = 5,8 см, на запад.  

 

Задача 10.4.14 ([2], 293) Из орудия, установленного в точке 

земной поверхности с географической широтой φ = 30°, произво-

дится выстрел в направлении на восток. Начальная скорость снаря-

да υ0=500 м/с, угол вылета снаряда (т. е. угол наклона касательной в 

начальной точке траектории к плоскости горизонта) α = 60°. Пре-

небрегая сопротивлением воздуха и учитывая вращение Земли, 

определить приближенно отклонение у  точки падения снаряда от 

плоскости стрельбы. Какое это будет отклонение: к югу или к севе-

ру? (Плоскостью стрельбы называется плоскость, проходящая че-

рез направление касательной в начальной точке траектории и 

направление отвеса в той же точке.) 

Ответ: 
2

23
0 sincossin4

g
y


 = 71 м, на юг.  

 

Задача 10.4.15 ([2], 300) Вращение Земли приводит к откло-

нению свободно падающих тел (без начальной скорости) от 

направления отвеса. В какую сторону направлено это отклонение и 

чему равна его величина? Провести решение задачи в системе от-

счета, связанной с Землей. 

Ответ: к востоку:  cos
3

2
вост ths  , к экватору: 

востэкв' sin
2

1
sts   , где φ – широта местности, h – высота, с кото-

рой падает тело, t – время падения  
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Задача 10.4.16. Поезд массой т  движется вдоль меридиана на 

северной широте   со скоростью V . Определить величину и 

направление силы бокового давления поезда на рельсы. 

Ответ: sin2mVF   (на правый по ходу поезда рельс). 

 

Задача 10.4.17. Поезд массой m движется вдоль экватора с по-

стоянной скоростью υ. Определить силу N нормального давления 

поезда на рельсы. Решить задачу в двух неинерциальных системах 

отсчета: в системе, связанной с поверхностью Земли, и в системе, 

связанной с поездом. Радиус Земли R и ее угловую скорость вра-

щения ω считать заданными. 

Ответ: 












 


R

R
gmN

2)( 
. 

 
Задача 10.4.18 ([2], 295). На северной широте φ поезд массой 

m идет с запада на восток со скоростью υ по железнодорожному 

пути, проложенному вдоль географической параллели данной 

местности. Найти величину и направление вертикальной и гори-

зонтальной компонент кориолисовой силы, действующей на поезд.  

Ответ: вертикальная составляющая равна cos2верт mF  , 

горизонтальная составляющая (направленная на юг) 

sin2гориз mF  . 

 

Задача 10.4.19 ([2], 296). Корабль движется на восток вдоль 

параллели с географической широтой φ. Скорость корабля υ.  

Определить вес тела Р  на корабле, если взвешивание производится 

на пружинных весах. Вес того же тела, неподвижного относитель-

но Земли, в той же точке земной поверхности равен Р0 .  

Ответ: 






 


g

R
PP

/cos2
1

2

0


 (R – радиус Земли). 

 

Задача 10.4.20 ([2], 298). На сколько будут отличаться конеч-

ные скорости разбега самолета, если самолет взлетает на экваторе, 

причем один раз его разбег производится с запада на восток, а вто-

рой раз с востока на запад. Подъемная сила, действующая на кры-

лья самолета, пропорциональна квадрату его скорости относитель-
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но Земли. Необходимая конечная скорость разбега самолета вдоль 

меридиана равна υ0. 

Ответ:
Rg 2

0

2
002







  (R – радиус Земли).  

 

Задача 10.4.21 ([2], 309). Представим себе, что в земном шаре 

просверлен канал по диаметру в плоскости экватора. Вычислить 

силу, с которой будет давить на стенку канала тело, падающее по 

нему с поверхности Земли, в тот момент, когда оно достигнет цен-

тра Земли. Считать, что трения нет, а плотность Земли однородна. 

Ответ: P
g

R

T
F

4
 , где P – вес тела на поверхности Земли, 

T – продолжительность звездных суток, R – радиус Земли.  
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ГЛАВА 11 

РЕЛЯТИВИСТСКАЯ КИНЕМАТИКА.  

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛОРЕНЦА И ИХ СЛЕДСТВИЯ. 

ИНВАРИАНТНОСТЬ ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННЫХ 

ИНТЕРВАЛОВ 

 

11.1. Теоретический материал 

Постулаты и основные понятия (специальной)  

теории относительности 

I. Принцип относительности: любое физическое явление в 

природе протекает одинаковым образом во всех инерциальных 

системах отсчета. Следовательно, любой закон природы одинако-

во формулируется во всех инерциальных системах отсчета (урав-

нения, описывающие законы природы в различных инерциальных 

системах отсчета, имеют один и тот же вид).  

II. Принцип постоянства скорости света: скорость распро-

странения электромагнитных волн (в том числе света) в вакууме 

одинакова во всех инерциальных системах отсчета и не зависит 

от скоростей движения источника и приемника излучения.  

Событие. Любое событие, произошедшее в некоторой точке 

пространства, определяется пространственными координатами 

(x,y,z) этой точки и моментом времени t, когда оно произошло.  

Пространственно-временные координаты события – 

(x,y,z,t) или ( r ,t).  

Синхронизация часов в системе отсчета. Для того чтобы ча-

сы, неподвижно расположенные во всех точках системы отсчета S, 

показывали одно и то же время с точки зрения наблюдателя, непо-

движного в той же системе отсчета, необходимо их синхронизо-

вать. В этом случае можно говорить о едином времени в системе 

отсчета.  

Условие синхронизации часов A и B, расположенных в про-

извольных точках системы отсчета S (в предположении об изо-

тропности пространства):  

2

21
AA

B tt
t


 .                                                                            (11.1) 
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Здесь (см. рис. 11.1) At1  – момент времени излучения из точки A 

светового сигнала (кванта света) по часам в точке A, 
Bt  – момент 

времени регистрации этого сигнала в точке B по часам в точке B, 
A

2
t  – момент времени регистрации в точке A отраженного в точке B 

сигнала по часам в точке A. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Преобразования Лоренца 
Преобразования Лоренца – это взаимосвязь пространственно-

временных координат одного и того же события относительно раз-

личных инерциальных систем отсчета (см. рис. 11.2).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пусть система отсчета S' движется относительно системы S с 

постоянной скоростью V вдоль оси X (рис. 11.2). При этом оси си-

стем ориентированы в пространстве одинаково и часы синхро-

низованы так, что событие с пространственно-временными коор-

динатами ( 0r , t = 0) в системе S имеет координаты ( 0'r , t' = 0) 

в системе S'. Тогда в соответствии с постулатами теории относи-

тельности и из однородности времени, а также однородности и 

изотропности пространства пространственно-временные координа-

Рис. 11.1. Синхронизация часов, 

расположенных в разных точках 

инерциальной системы отсчета 

S. 

 

A 

B 
A
1t  

Bt  A
2t  

S 

Рис. 11.2. Взаимная ориентация осей координат движущихся от-

носительно друг друга инерциальных систем отсчета и простран-

ственно-временные координаты события. 

 

X X' 

Z Z' 

Y Y' 
S S' 

V 

( r ,t) 
( r  ,t') 
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ты любого события (x,y,z,t) и (x',y',z',t') в этих системах отсчета свя-

заны преобразованиями Лоренца: 
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или 
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                                 (11.3) 

Здесь 
 

1
1

1

/1

1

22











cV
  Лоренц-фактор 








 1

c

V
 .  

В силу линейности преобразований Лоренца (11.3) аналогич-

ные соотношения можно записать и для интервалов простран-

ственных координат 12 xxxΔ  , 12 yyyΔ  , 12 zzzΔ   и 

12 xxxΔ  , 12 yyyΔ  , 12 zzzΔ  , а также интервалов вре-

мени 12 tttΔ   и 12 tttΔ   между двумя любыми событиями:  
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zΔzΔ

yΔyΔ

tΔVxΔxΔ





                 (11.4) 

Заметим, что величины интервалов пространственных коорди-

нат и времени зависят от выбора системы отсчета.  
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Следствия преобразований Лоренца 

1. Предельная скорость распространения взаимодействий. 

Скорость распространения любых взаимодействий (а значит и ско-

рость движения физических объектов) в природе не превышает 

скорость распространения электромагнитных волн (в том числе 

света) в вакууме.  

2. "Относительность одновременности". События, происхо-

дящие одновременно в одной инерциальной системе отсчета и 

имеющие различные пространственные координаты вдоль направ-

ления движения другой инерциальной системы, не являются в ней 

одновременными. Это утверждение непосредственно следует из 

(11.4). 

3. "Замедление времени". Рассмотрим два события, происхо-

дящие в одной и той же точке пространства в движущейся системе 

S' (например, последовательное "тиканье" часов системы S') 

(рис. 11.3).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Принципиально важно, что эти два события происходят в од-

ной и той же точке пространства в системе S': 21 xx  , 

021  xxxΔ . Для системы S эти события будут происходить в 

разных точках пространства. В этом случае (см. (11.4)): 

 
tΔ

cV

tΔ
tΔ 




 

2
/1

 или 


tΔ
tΔ  .                                  (11.5) 

Рис. 11.3. Взаимная ориентация осей координат движущихся от-

носительно друг друга инерциальных систем отсчета и простран-

ственно-временные координаты рассматриваемых событий.  

 

X X' 

Z Z' 

Y Y' 
S S' 

V 

x1,t1 x2,t2 

1x , 1t   2x  , 2t   
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Здесь t' – интервал времени между событиями, происходящими в 

одной и той же точке пространства в системе S', по часам системы 

S', t – интервал времени между теми же событиями по часам си-

стемы S.  

Другими словами, для системы отсчета, в которой события 

происходят в одной точке пространства, наблюдается сокра-

щение интервала времени между этими событиями (по сравне-
нию с любой другой системой отсчета).  

Если T0  t' – период хода движущихся часов (часов системы 

S') по часам системы S', а T  t – период хода движущихся часов 

по часам системы S, то можно утверждать, что движущиеся часы 

идут медленнее неподвижных часов: 

 
0

2

0

/1
T

cV

T
T 


 , 



T
T 0 .                                               (11.6) 

4. "Сокращение длины". Рассмотрим два события, происхо-

дящие одновременно относительно некоторой системы отсчета S. 

Этими событиями могут быть, например, измерения координат 

правого x2 и левого x1 концов движущейся вместе с системой S' ли-

нейки, расположенной вдоль осей X и X' (см. рис. 11.4).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Принципиально важно, что эти два события происходят одно-

временно в системе S: t1 = t2, t = t2 –t1 = 0. Для системы S' эти со-

бытия будут происходить не одновременно. В соответствии с (11.4) 

Рис. 11.4. Взаимная ориентация осей координат движущихся от-

носительно друг друга инерциальных систем отсчета и простран-

ственно-временные координаты рассматриваемых событий.  

 

X X' 

Z Z' 

Y Y' 
S S' 

V 

x1,t1 x2,t2 

1x , 1t   2x  , 2t   
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для пространственных интервалов 12 xxxΔ   и 12 xxxΔ   

можно записать: 

 
xΔ

cV

xΔ
xΔ 




2
/1

 или 


xΔ
x


Δ .                                (11.7) 

Другими словами, для системы отсчета, в которой события 

происходят одновременно, наблюдается сокращение простран-

ственного интервала между этими событиями (по сравнению с 

любой другой системой отсчета) вдоль направления относи-

тельного движения систем. 

Если событиями являются измерения координат линейки (см. 

рис. 11.4), то: 

 
l

cV

l
l 




2
0

/1
 или 


0ll  .                                           (11.8) 

Здесь xΔl 0  – собственная длина линейки (длина линейки в не-

подвижной относительно линейки системе отсчета S', при этом из-

мерение координат концов линейки может происходить в разные 

моменты времени); xΔl   – длина линейки в системе отсчета S, 

относительно которой линейка движется со скоростью V (измере-

ние координат концов линейки должно происходить в один и тот 

же момент времени).  

Пространственно-временной интервал между двумя собы-

тиями1: 

        
2

12

2

12

2

12

2

12
2

12 zzyyxxttcS  

 2
12

2
12

222222 rtcΔzΔyΔxΔtc  .                     (11.9) 

Здесь 0222
12  zΔyΔxΔr  – пространственный интервал 

(расстояние между точками пространства, в которых произошли 

рассматриваемые события) и 012  tΔt  – временной интервал 

между событиями.  

Воспользовавшись преобразованиями Лоренца (11.2), легко 

показать, что пространственно-временной интервал между дву-

                                                           
1
Возможно введение пространственно-временного интервала в ином виде: 

2
12

22
1212 tcrS  , который используется в ряде учебников и задачников.  
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мя событиями одинаков во всех инерциальных системах отсче-
та, то есть является инвариантом по отношению к преобразовани-

ям Лоренца при переходе от одной инерциальной системы отсчета 

к другой:  

1212 SS  .                                                                                (11.11) 

Заметим, что при этом переходе пространственный r12 и временной 

t12 интервалы либо оба уменьшаются, либо оба увеличиваются. 

Пространственноподобный интервал  мнимый простран-

ственно-временной интервал между двумя событиями, для которо-

го 02
12 S . В этом случае: r12 > ct12.  

Свойства пространственноподобного интервала  

между двумя событиями 

1. Существует такая инерциальная система отсчета, в которой 

события происходят одновременно, но в разных точках простран-

ства. В этой системе отсчета пространственный интервал '
12r  между 

событиями принимает минимальное значение: 

1212
2

12
2
12

2
12 riSrtcS  ,                                                   (11.12) 

2
12

22
1212 tcrr  .                                                                   (11.13) 

2. Не существует системы отсчета, в которой события проис-

ходят в одной точке пространства.  

3. События, связанные пространственноподобным интервалом, 

в результате перехода в другую систему отсчета могут происходить 

во времени в обратной последовательности. 

4. Эти события не могут быть связаны причинно-следственной 

связью, поскольку для этого потребовалась бы скорость передачи 

сигнала, превышающая скорость света: 

02
12 S , 1212 ctr  , c

t

r


12

12 .                                              (11.14) 

5. Эти события не могут происходить с одним и тем же телом 

(достаточно малым, чтобы считать, что события происходят в од-

ной и той же точке пространства относительно системы отсчета, 

связанной с этим телом), поскольку тело не может двигаться со 

скоростью, превышающей скорость света.  
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Времениподобный интервал  вещественный простран-

ственно-временной интервал между двумя событиями, для которо-

го 02
12 S . В этом случае: ct12 > r12.  

Свойства времениподобного интервала  

между двумя событиями 
1. Существует такая инерциальная система отсчета, в которой 

оба события происходят в одной и той же точке пространства, но в 

разное время. В этой системе отсчета временной интервал '
12t  меж-

ду событиями принимает минимальное значение: 

  ,

,

2

12
22

12
2
12

22
12

1212
2

12
2
12

2
12

tcrtcS

tcSrtcS




                                                 (11.15) 

2
12

2
12

2
12

1
rtc

c
t  .                                                                 (11.16) 

2. Не существует системы отсчета, в которой события проис-

ходят в одно и то же время: 012 t .  

3. События, связанные времениподобным интервалом, в ре-

зультате перехода в другую систему отсчета не могут происходить 

во времени в обратной последовательности. 

4. Эти два события могут быть связаны причинно-

следственной связью, поскольку для этого требуется скорость пе-

редачи сигнала меньше скорости света: 

02
12 S , 1212 rct  , c

t

r


12

12 .                                               (11.17) 

5. Эти события могут происходить с одним и тем же телом, 

поскольку тело может двигаться со скоростью, меньшей скорости 

света, то ct12 > r12 и 02
12 S .  

Светоподобный интервал: 02

12
S .  

Свойства светоподобного интервала  

между двумя событиями 
1. Если события происходят в одной точке пространства, то 

они происходят одновременно (и наоборот) в любой инерциальной 

системе отсчета: 

02
12

2
12

2
12  rtcS , 00 1212  tr .                                 (11.18) 
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2. Не существует инерциальной системы отсчета, в которой 

два события, разделенные пространственным интервалом происхо-

дят одновременно или разделенные временным интервалом, про-

исходят в одной точке пространства.  

3. События, связанные светоподобным интервалом, в резуль-

тате перехода в другую систему отсчета не могут происходить во 

времени в обратной последовательности.  

Докажем это. Для рассматриваемых событий tΔcxΔ  , сле-

довательно, в соответствии с преобразованиями Лоренца для ин-

тервалов (11.4), можно записать: 





























c

V
tΔ

tΔ

xΔ

c

V
tΔxΔ

c

V
tΔtΔ 11

22
 .           (11.19) 

Как видим, знак временного интервала tΔ   совпадает со знаком 

интервала tΔ  при любых возможных скоростях движения системы 

S' относительно системы S.  

4. Эти два события могут быть связаны причинно-

следственной связью, если используется сигнал, передающийся со 

скоростью света: 

02
12 S , 1212 ctr  , c

t

r


12

12 .                                             (11.20) 

5. Эти события не могут происходить с одним и тем же телом, 

имеющим массу покоя, поскольку оно не может двигаться со ско-

ростью света.  

Понятия времениподобный, пространственноподобный и све-

топодобный интервалы – понятия абсолютные, не зависящие от 

выбора инерциальной системы отсчета.  

 

11.2. Основные типы задач и методы их решения 

Большинство задач кинематики в теории относительности 

можно условно отнести к следующим типам задач или их комбина-

циям. Задачи на: 

1) преобразования Лоренца или их следствия ("относитель-

ность одновременности", "замедление времени" и "сокращение 

длины"); 

2) инвариантность пространственно-временных интервалов. 

Как правило, один из типов задач имеет основное, другие – 

подчиненное по отношению к условию задачи значение.  
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При решении задачи необходимо последовательно реализовать 

следующие три основных этапа.  

I. Определиться с событиями и системами отсчета.  

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматривае-

мые тела (если это необходимо). 

2. Выбрать движущиеся друг относительно друга инерциаль-

ные системы отсчета и изобразить на чертеже их системы 

координат (из соображений удобства). 

3. Изобразить и обозначить скорости тел.  

4. Выбрать интересующие нас события и записать их про-

странственно-временные координаты относительно вы-

бранных систем отсчета. 

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

1. Записать преобразования Лоренца или их следствия (для за-

дач типа (1)). 

2. Записать пространственно-временные интервалы между со-

бытиями (для задач типа (2)). 

3. Использовать условия задачи (например, соотношения меж-

ду характеристиками системы и пространственно-

временными координатами событий). 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (рассмотреть характерные слу-

чаи). 

3. Получить численный результат. 

 

11.3. Примеры решения задач 

Задача 11.3.1. (Преобразования Лоренца или их следствия) 

Стержень пролетает с постоянной скоростью мимо метки, непо-

движной в системе отсчета S. Время пролета в этой системе 

t = 20 нс. В системе же отсчета S', связанной со стержнем, метка 

движется вдоль него в течение t' = 25 нс. Найти собственную дли-

ну стержня. 
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Решение 
I. Пусть стержень, а значит и система S', движутся со скоро-

стью V вдоль оси X системы S. С такой же по величине скоростью, 

но в обратном направлении, движется метка относительно стержня. 

Для решения задачи воспользуемся рис. 11.4 (см. 

п. 11.1. Теоретический материал). Определим события А и В, как 

моменты пролета метки мимо обоих концов стержня. Обозначим 

пространственно-временные координаты этих событий, как ( 1
x , 1

t  ) 

и ( 2
x , 2

t  ) в системе отсчета S' и как ( 1
x , 1

t ) и ( 2
x , 2

t ) в системе от-

счета S. Заметим, что в соответствии с выбором событий 21
xx  . 

II. Искомая собственная длина стержня 0l  равна простран-

ственному интервалу между событиями А и В в системе отсчета, 

связанной со стержнем  120 xxl  . Поскольку метка движется 

относительно стержня со скоростью V, то 

tΔVl 0 ,                                                                                 (11.23) 

где 12Δ ttt    временной интервал между рассматриваемыми 

событиями в системе отсчета S'. 

Для нахождения V  запишем преобразования Лоренца для 

временных интервалов tΔ  и 12Δ ttt   (см. (11.5)): 

 2/1 cV

tΔ
tΔ


 .                                                                 (11.24) 

Заметим, что в данном случае сокращается интервал времени 

tΔ , поскольку в системе отсчета S события А и В происходят в од-

ной точке пространства (наблюдается "замедление времени"). 

III. Используя (11.24), определим величину скорости V: 

2

1 











tΔ

tΔ
cV .                                                                  (11.25) 

В соответствии с (11.23) и (11.25) искомая собственная длина 

стержня (длина стержня в неподвижной относительно него системе 

отсчета S') равна  

2

0
'

1 









tΔ

tΔ
tΔctΔVl .                                                   (11.26) 
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Подставив в (11.26) значения t = 20 нс и t' = 25 нс, заданные 

в условии задачи, а также значение скорости света м/с103 8c , 

получим: 


0

l 4,5 м. 

Ответ: 
0

l 4,5 м. 

 

Задача 11.3.2. (Преобразования Лоренца или их следствия) 

Собственное время жизни некоторой нестабильной частицы 

0tΔ 10 нс. Какой путь пролетит эта частица, двигаясь с постоян-

ной скоростью, до распада в лабораторной системе отсчета, где ее 

время жизни tΔ 20 нс? 

 

Решение 

I. Выберем системы отсчета. Свяжем систему отсчета S' с дви-

жущейся частицей. Следовательно, система S' движется относи-

тельно лабораторной системы S со скоростью движения частицы V. 

Для решения задачи воспользуемся рис. 11.3 (см. 

п. 5.1. Теоретический материал). Определим события А и В как со-

бытия, состоящие в рождении и распаде частицы соответственно. 

Пусть пространственно-временные координаты этих событий в си-

стеме отсчета S равны ( 1x , 1t ) и ( 2x , 2t ), а в системе отсчета S' – 

( 1x , 1t  ) и ( 2x  , 2t  ), причем 21 xx  . Собственное время жизни неста-

бильной частицы 0Δt  – время жизни в системе отсчета S', в которой 

эти два события происходят в одной и той же точке пространства: 

120 tttΔtΔ                                                                      (11.27) 

II. Искомый путь l, который пролетит частица до своего распа-

да в лабораторной системе отсчета S определяется ее скоростью и 

временем жизни частицы в этой системе: 

tΔVl  .                                                                                   (11.28) 

Для нахождения скорости частицы (а, следовательно, и скоро-

сти движущейся системы отсчета S') воспользуемся следствием 

преобразований Лоренца – "замедлением времени". Поскольку в 

системе отсчета S' события А и В происходят в одной точке про-

странства, то, согласно (11.5), должно наблюдаться сокращение 

интервала времени в системе S' между рассматриваемыми событи-
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ями. Таким образом, собственное время жизни и время жизни в ла-

бораторной системе отсчета связаны следующим соотношением: 

 20 /1 cVtΔ
tΔ

tΔ 


.                                                     (11.29) 

III. Используя (11.29), определим скорость системы отсчета S': 

2

01 









tΔ

tΔ
cV .                                                                 (11.30) 

Подставляя полученное выражение (11.30) для скорости в 

(11.28), определим искомый путь l, который пролетит частица до 

своего распада в лабораторной системе отсчета S: 

2

01 









tΔ

tΔ
tΔcl .                                                               (11.31) 

Подставив в (11.31) численные значения величин 0tΔ  и tΔ , 

заданные в условии задачи, получаем: 

l = 5,2 м.  

Ответ: l = 5,2 м. 

 

Задача 11.3.3. (Преобразования Лоренца или их следствия) 

Система отсчета S' движется относительно системы S вдоль оси X с 

постоянной скоростью V = 0,9c. В каждой системе в точках с коор-

динатами –200 м, –100 м, 0 м, 100 м и 200 м находятся одинаковые 

синхронизованные часы. За начало отсчета времени в обеих систе-

мах отсчета взят такой момент, когда часы, неподвижные относи-

тельно системы S и имеющие координату x = 0 м, окажутся напро-

тив часов, неподвижных относительно системы S' и имеющих ко-

ординату x' = 0 м. Определить время, которое в этот момент будут 

показывать часы, а также их координаты "с точки зрения" наблю-

дателей, находящихся как в системе S, так и в системе S'. Изобра-

зить расположение часов обеих систем и примерное положение 

стрелок этих часов в этот момент времени относительно различных 

систем отсчета. 

 

Решение 
I. Пусть событие Aj (j =1, 2, 3, 4, 5) заключается в том, что в 

момент времени 0A 
j

t  по часам системы S фиксируется показа-
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ния j-ых часов, расположенных в системе S' в точке с координатой 

j
xA
  (принимающей значения –200 м, –100 м, 0 м, 100 м и 200 м для 

разных часов) в системе S'. Событие Bk (k =1, 2, 3, 4, 5) – фиксация 

показания k-ых часов системы S, имеющих координату 
k

xB            

(–200 м, –100 м, 0 м, 100 м и 200 м) в системе S в момент времени 

0B 
k

t  по часам системы S'. Обратим внимание на то, что все со-

бытия Aj происходят в один и тот же момент времени в системе S. 

И наоборот, все события Bj происходят в один и тот же момент 

времени в системе S'. 

II. Пространственно-временные координаты событий Aj и Bk в 

системах S и S' связаны преобразованиями Лоренца (см. (11.3)), 

полученными с учетом 0A 
j

t  и 0B 
k

t : 

jj AA xx  , 
jj AA x

c

V
t 

2
 ;                                                    (11.32) 

kk BB xx   , 
kk BB x

c

V
t  

2
.                                                       (11.33) 

Здесь 
j

tA
  – показания часов системы S', 

j
xA  – координата часов 

системы S' в системе S, 
k

tB  – показания часов системы S, 
k

xB
  – ко-

ордината часов системы S в системе S'. 

Систему уравнений (11.32), (11.33) дополним выражением для 

Лоренц-фактора: 

 2/1

1

cV
 .                                                                    (11.34) 

III. Решая полученную систему уравнений (11.32)  (11.34) от-

носительно неизвестных пространственно-временных координат 

(
j

tA
 , 

j
xA  и 

k
tB , 

k
xB
 ) интересующих нас событий A и B и модуля 

скорости V движения системы отсчета S' относительно S, получим: 

 2/1
1

cVxxx
jjj AAA 


, 

jj
x

c

V
t A2A

 ;                     (11.35) 

 2/1
1

cVxxx
kkk BBB 


, 

kk
x

c

V
t B2B  .                        (11.36) 

Изобразим на рисунках расположение часов обеих систем и 

положение стрелок этих часов относительно различных систем от-
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счета с учетом того, что координаты 
j

xA
  и 

k
xB  часов в каждой из 

своих систем отсчета различны.  

На рис 11.5 расположение часов и положение их стрелок соот-

ветствуют случаю, когда наблюдатель находится в системе S, а на 

рис. 11.6 – когда наблюдатель находится в системе S'. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Как видим, пространственные интервалы между соседними 

часами в обеих системах отсчета "с точки зрения" наблюдателей, 

находящихся в другой системе, уменьшается в  раз (см. (11.35) и 

(11.36)). При этом показания часов линейно зависят от их про-

странственных координат в своих системах отсчета. Если часы 

расположены относительно начала отсчета своей системы коорди-

нат в направлении скорости ее движения относительно другой си-

стемы отсчета, то они отстают от часов, расположенных в начале 

отсчета (см. рис. 11.5 и 11.6). И наоборот, часы расположенные от-

носительно начала отсчета своей системы координат в направле-

Рис. 11.5. Расположение часов и положение их стрелок в случае, 

когда наблюдатель находится в системе отсчета S. 

 

X –200 м –100 м +100 м +200 м 0 м 

V 

S 

S 

Рис. 11.6. Расположение часов и их стрелок в случае, когда наблюдатель 

находится в системе отсчета S. 

 

X –200 м –100 м +100 м +200 м 0 м 

V 

S 

S 
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нии, противоположном скорости ее движения относительно другой 

системы отсчета, опережают часы, расположенные в начале отсче-

та (см. рис. 11.5 и 11.6).  

Оценим максимальное различие в показаниях часов, которое 

соответствует часам, расположенным на максимальном расстоянии 

друг от друга. В соответствии с условием задачи V = 0,9c, 

м200
11 BA  xx  и м200

55 BA  xx , следовательно: 

 
51155 222 AAAAAA xx

c

V
x

c

V
x

c

V
tt

1
 

мкс1,2c102,1 6                                           (11.37) 

и  

 
151515 222 BBBBBB xx

c

V
x

c

V
x

c

V
tt  

мкс1,2c102,1 6   .                                            (11.38) 

Ответ:  2/1 cVxx
jj AA  ,  2/1 cVxx

kk BB  ; 

jj
x

c

V
t A2A

 , 
kk

x
c

V
t B2B  . 

 

Задача 11.3.4. (Преобразования Лоренца или их следствия) 

Межзвездный корабль движется от Земли к звезде, находящейся от 

нее на расстоянии L = 3 световых года, со скоростью V = 5106 м/с. 

Достигнув звезды, корабль возвращается обратно с той же по вели-

чине скоростью. На какое время t часы на корабле отстанут от 

земных часов по возвращении корабля на Землю? При решении 

задачи пренебречь временем, затраченным на разгон и торможение 

ракеты. 

 

Решение 

I. Предположим, что система отсчета S, связанная с Землей и 

звездой, является инерциальной. Другую инерциальную систему 

отсчета S' свяжем с движущимся относительно Земли межзвездным 

кораблем. Пусть корабль, а значит и система S', движутся со скоро-

стью V вдоль оси X системы S. Определим, как обычно, интересу-

ющие нас события: 
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А – межзвездный корабль начал двигаться со скоростью V к 

звезде; 

В – корабль долетел до звезды; 

С – межзвездный корабль возвратился обратно на Землю.  

II. Интервалы времени между событиями А и В и событиями В 

и С в системе отсчета S равны 

V

L
TT BCAB  .                                                                       (11.39) 

С точки зрения космонавта, находящегося в корабле, события 

А, В и события В, С происходят в одной точке пространства. Сле-

довательно, для системы отсчета, связанной с кораблем, происхо-

дит сокращение интервала времени между событиями А, В и В, С, 

то есть наблюдается "замедлением времени". Тогда, согласно 

(11.6), в системе отсчета S': 

V

L
TT BCAB  .                                                                     (11.40) 

Время t, на которое часы на корабле отстанут от земных ча-

сов по возвращении корабля на Землю, равно: 

   BCABBCAB TTTTtΔ                                                  (11.41) 

III. Решая систему уравнений (11.39) – (11.41) относительно t 

получаем: 






  211

2
Δ 

V

L
t .                                                            (11.42) 

Поскольку по условию задачи 20.33 10 1V c    , то 

2

2
22

22

1
11

c

V
   и, следовательно, искомое время, на кото-

рое часы на корабле отстанут от земных часов равно 

22

2

2

2

c

LV

c

V

V

L
tΔ    0,05 года  18 сут.                            (11.43) 

Ответ: 
22

2

2

2

c

LV

c

V

V

L
tΔ    0,05 года  18 сут. 

 

Задача 11.3.5. (Преобразования Лоренца или их следствия) 

Стержень, движущийся со скоростью V = c/2 относительно систе-

мы S, имеет собственную длину l0 = 1 м. В системе отсчета S', свя-
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занной с движущимся стержнем, угол между стержнем и направле-

нием его движения составляет 0 = 45 (рис. 11.7). Найти длину 

стержня l и угол его наклона  в системе S. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 
I. Поскольку в соответствии с условием задачи, необходимо 

определить длину стержня в системе отсчета S, определим следу-

ющие два события – А и В. Эти события состоят в том, что одно-

временно измерены положения двух концов стержня в системе S. 

Пусть пространственно-временные координаты этих событий в си-

стеме отсчета S равны ( 1x , 1y , 1t ) и ( 2x , 2y , 2t ), причем 21 tt  . В 

системе отсчета S' события А и В происходят не одновременно, их 

пространственно-временные координаты равны соответственно 

( 1x , 1y  , 1t  ) и ( 2x  , 2y , 2t  ).  

II. Собственная длина стержня (длина стержня в неподвижной 

относительно него системе отсчета S') равна: 

   222

0 yΔxΔl  .                                                               (11.44) 

Интервалы xΔ  и yΔ  связаны с собственной длиной стержня 

l0 и углом его наклона 0 в системе отсчета S' следующими соот-

ношениями: 

00 coslxΔ   и 00 sinlyΔ  .                                             (11.45) 

Поскольку события A и B происходят одновременно в системе 

отсчета S, для определения длины стержня в системе отсчета S 

воспользуемся следствием преобразований Лоренца – "сокращени-

ем длины" (см. п. 5.1.3). Согласно (11.7): 

xΔxΔ 


1
.                                                                             (11.46) 

X X' 

Y Y' 
S S' 

V 

0l  

0  

Рис. 11.7. Расположение осей систем отсчета S и S и движущегося стержня. 
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При этом в соответствии с преобразованиями Лоренца (11.4) 

сокращение интервала yΔ  между координатами 1y  и 2y  наблю-

даться не будет: yΔyΔ  . 

Длина стержня l определяется его проекциями на оси системы 

отсчета S: 

   222 yΔxΔl  .                                                                  (11.47) 

Угол наклона стержня в системе S связан с интервалами xΔ  и 

yΔ  следующим образом: 











xΔ

yΔ
arctg .                                                                       (11.48) 

III. Подставив в формулу (11.47) соотношения (11.45) и 

(11.46), получим длину стержня в системе отсчета S: 

0
2

2

02

0
2

0
2

0 cos1
cos

sin 



 










c

V
lll .                   (11.49) 

Воспользовавшись соотношениями (11.46) и (11.48) получим 

угол наклона стержня в той же системе отсчета: 

  



























 0

2
tg

/1

1
arctgarctg 




cVxΔ

yΔ
.                        (11.50) 

Подставив в (11.49) и (11.50) заданные в условии задачи зна-

чения 0l  и V, получим численные значения искомых величин: 

м935,0l ,  49 .                                                              (11.51) 

Ответ: 935,0cos1 0
2

2

0 







 

c

V
ll м, 

 

49tg
/1

1
arctg 0

2

















 

cV
. 

 

Задача 11.3.6. (Преобразования Лоренца или их следствия) 

Космический корабль летит со скоростью V = 0,6с от одного непо-

движного космического маяка к другому. В тот момент, когда он 

находится посередине между маяками, каждый из них испускает в 

направлении корабля световой импульс. Найти, какой промежуток 

времени пройдет на корабле между моментами регистрации этих 



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 276 

импульсов. Расстояние между маяками свет проходит за время 

 = 60 сут. 

 

Решение 
I. Свяжем систему отсчета S' с космическим кораблем, а си-

стему отсчета S с неподвижными маяками (рис. 11.8).  

 

 

 

 

 

 

 

Пусть события А и В состоят в том, что на корабле происходит 

последовательная регистрация двух испущенных маяками свето-

вых импульсов. В системе отсчета S сначала в момент времени t1 в 

точке с координатой x1 происходит регистрация импульса, испу-

щенного маяком В. Регистрация импульса, испущенного маяком А, 

происходит в последующий момент времени t2 в точке с координа-

той x2.  

II. Для наблюдателя, находящегося в системе отсчета S, мо-

менты времени регистрации сигналов определяются соотношения-

ми: 

11
2

Vt
L

ct  ,                                                                           (11.52) 

22
2

Vt
L

ct  .                                                                          (11.53) 

Тогда интервал времени между событиями А и В в системе от-

счета S будет равен: 

2212

11

2 Vc

LV

VcVc

L
tttΔ
















 .                           (11.54) 

Здесь L – расстояние между космическими маяками, причем в со-

ответствии с условием задачи 

cL .                                                                                    (11.55) 

L/2

Y Y'

X, X'

S S'
V

A B

L/2

Рис. 11.8. Расположение осей систем отсчета S и S. 
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Воспользуемся следствием преобразований Лоренца – "замед-

лением времени". Поскольку в системе отсчета S' события А и В 

происходят в одной точке пространства, то, согласно (11.6), долж-

но наблюдаться сокращение интервала времени между рассматри-

ваемыми событиями в этой системе: 

2

1 









c

V
tΔ

tΔ
tΔ


.                                                        (11.56) 

III. Воспользовавшись соотношениями (11.54) – (11.56), опре-

делим искомый промежуток времени между моментами регистра-

ции световых импульсов на корабле: 




















22

22

22

2

1
Vcc

Vc

c

Vc

Vc

LV

c

V
tΔtΔ


 

22 Vc

V


 .                                                                    (11.57) 

Подставляя в (11.57) заданные в условии задачи значения ско-

рости космического корабля V = 0,6с и времени, необходимого для 

прохождения света между маяками  = 60 сут., получаем:  

'tΔ  = 45 сут. 

Ответ: 45
22





Vc

V
t   сут. 

 

Задача 11.3.7. (Преобразования Лоренца или их следствия) 

Корабль, летящий по направлению к Земле, испускает последова-

тельно два коротких световых импульса с интервалом времени 

1 = 1 мин. Отраженный от Земли первый импульс возвращается на 

корабль через время T = 1,5 месяца. При этом временной интервал 

между принятыми сигналами составляет 2 = 15 с. Промежутки 

времени 1, 2 и T отсчитываются по часам корабля. Найти скорость 

корабля и время TЗ, которое пройдет на Земле от момента реги-

страции земным наблюдателем первого светового импульса до 

прилета корабля. 

 

Решение 

I. Определим интересующие нас события: 
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А – испускание кораблем первого светового импульса; 

В – испускание кораблем второго светового импульса; 

А1 – отражение первого импульса от поверхности Земли; 

В1 – отражение второго импульса от поверхности Земли; 

А2 – регистрация первого импульса кораблем; 

В2 – регистрация второго импульса кораблем; 

С – прилет корабля на Землю. 

На рис. 11.9 схематично (без соблюдения масштаба) изобра-

жена временная последовательность указанных событий в систе-

мах отчета, связанных с Землей (верхняя на рисунке ось времени t) 

и с кораблем (нижняя ось t').  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

События, произошедшие на корабле, обозначены незакрашен-

ными кружками, а события, произошедшие на Земле, – закрашен-

ными кружками. На рисунке изображены также интервалы времени 

между событиями, заданные в условии задачи по часам корабля, – 

1, 2 и T. В соответствии со следствием преобразований Лоренца – 

так называемым "замедлением времени" (см. Теоретический мате-

риал, формула (11.6)) – интервалы времени, соответствующие тем 

Рис. 11.9. Схематичное изображение временной последовательности событий в 

системах отчета, связанных с Землей (верхняя на рисунке ось времени t) и с 

кораблем (нижняя ось t'). 
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же парам событий, измеренные по земным часам, увеличиваются в 

 раз (см. рис. 11.9).  

II. Поскольку по условию задачи задан интервал времени Т 

между событиями А и А2 в системе отсчета, связанной с кораблем, 

запишем интервал времени AΔt  между теми же событиями в си-

стеме отсчета, связанной с Землей, как функцию скорости корабля: 

 
c

tΔVLL
tΔ AAA

A


 ,                                                        (11.58) 

где LA – расстояние между Землей и кораблем в момент времени, 

когда произошло событие А в системе отсчета, связанной с Землей. 

С другой стороны, используя следствие преобразований Лоренца, 

"замедление времени", можно записать: 

TtΔ A  .                                                                                (11.59) 

Уравнение, аналогичное (11.58), запишем для интервала вре-

мени BtΔ  между событиями B и B2 в системе отсчета, связанной с 

Землей: 

 
c

tΔVLL
tΔ BBB
B


 ,                                                        (11.60) 

где LB – расстояние между Землей и кораблем в момент времени, 

когда произошло событие B в системе отсчета, связанной с Землей. 

Как видно в верхней части рис. 11.9, интервал времени BtΔ  может 

быть выражен через заданные в задаче интервалы 1, 2 и T: 

21   TtΔ B .                                                              (11.61) 

Запишем пройденный кораблем путь с момента испускания 

первого светового импульса до момента испускания второго свето-

вого импульса (пространственный интервал между событиями A и 

B) в системе отсчета, связанной с Землей (за время 1 ): 

1BA VLL  .                                                                       (11.62) 

Искомый интервал времени между событиями A1 и C  

c

L

V

L
T AA

З  .                                                                        (11.63) 

III. Решая систему уравнений (11.58) – (11.63), находим ско-

рость движения корабля V и время TЗ, которое пройдет на Земле от 
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момента регистрации земным наблюдателем первого светового 

импульса до прилета корабля: 

21

21








 cV ,                                                                          (11.64) 

21

21






TTЗ .                                                                        (11.65) 

Подставляя численные значения интервалов времени, задан-

ных в условии задачи, получим: 

cV 6,0 , месяц1З T . 

Ответ: 
21

21








 cV  = 0,6с, 




21

21




TTЗ 1 месяц. 

 

Задача 11.3.8. (Преобразования Лоренца или их следствия) 

Два звездолета с выключенными двигателями движутся навстречу 

друг другу (см. рис. 11.10). На носу и на корме первого звездолета 

периодически, каждые 1 = 1 с, по часам этого звездолета одновре-

менно зажигаются сигнальные огни. На втором звездолете каждые 

2 = 0,5 с наблюдают две вспышки с интервалом времени 

 = 1 мкс. Найти собственную длину l0 первого звездолета и ско-

рость U относительного движения звездолетов.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 

I. Свяжем систему отсчета S с первым звездолетом, тогда вто-

рой звездолет, с которым свяжем систему отсчета S', будет дви-

гаться относительно системы S со скоростью U (рис. 11.10).  

Определим интересующие нас события:  

А и В – две ближайшие по времени вспышки, происходя-

щие на носу первого звездолета; 

А1 и В1 – регистрация этих вспышек на втором звездолете; 

 

l0 

S 
U 

S' 

Рис. 11.10. Расположение осей систем отсчета S и S и двух звездолетов. 
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C – вспышка на корме первого звездолета, которая произо-

шла одновременно в системе отсчета S со вспышкой на 

носу этого звездолета (событие А);  

С1 – регистрация на втором звездолете вспышки, произо-

шедшей на корме первого звездолета. 

На рис. 11.11 схематично изображена временная последова-

тельность указанных событий в системах отчета, связанных с пер-

вым (верхняя на рисунке ось времени t) и со вторым звездолетом 

(нижняя ось t').  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

События, произошедшие на первом звездолете, обозначены 

незакрашенными кружками, а события, произошедшие на втором 

звездолете, – закрашенными кружками.  

На рис. 11.11 изображены также интервалы времени между 

событиями, заданные в условии задачи, – 1, 2 и . Эти интервалы 

времени относятся к событиям, происходящим в одной точке про-

странства, – A и B в системе S (интервал 1), A1 и B1 в системе S' 

(интервал 2), A1 и C1 в системе S' (интервал ). В соответствии со 

следствием преобразований Лоренца – "замедлением времени" (см. 

Теоретический материал, формулу (11.6)) – эти интервалы време-

ни, соответствующие тем же парам событий, измеренные по часам 

Рис. 11.11. Интервалы времени между событиями, произошедшими на первом 

звездолете (незакрашенные кружки) и на втором звездолете (закрашенные 

кружки). 
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другой системы отсчета, увеличиваются в  раз (см. рис. 11.11), где 

 2/1

1

cU
 .  

II. Пусть в момент в момент вспышки света на носу первого 

звездолета (событие A) второй звездолет находился на расстоянии 

LA в системе отсчета S. Тогда интервал времени tA между событи-

ями A и A1 в этой системе отсчета с учетом скорости сближения 

звездолетов равен:  

Uc

L
tΔ A

A


 .                                                                           (11.66) 

Вспышка света на корме первого звездолета (событие С), про-

изошедшая одновременно с первой вспышкой на его носу (событие 

A) будет зарегистрирована на втором звездолете через время CΔt  

по часам первого звездолета: 

Uc

lL
tΔ A
C




 0 .                                                                        (11.67) 

Интервал времени tB между событиями B и B1 в системе от-

счета S с учетом уменьшения расстояния между звездолетами за 

время 1 равен:  

Uc

UL
tΔ A
B




 1 .                                                                     (11.68) 

Как видно на рис. 11.11, рассматриваемые интервалы времени 

связаны между собой соотношениями: 

ΔtΔtΔ AC  ,                                                                    (11.69) 

21   AB tΔtΔ .                                                              (11.70) 

III. Решаем полученную систему уравнений (11.66) – (11.70) 

относительно искомых величин l0 и U:  

2

1
0




Δcl  ,                                                                            (11.71) 

cU
2

1

2

2

2

2

2

1








 .                                                                       (11.72) 

Подставив в (11.71) и (11.72) заданные численные значения 1, 

2 и , определим собственную длину первого звездолета l0 и ско-

рость относительного движения звездолетов U: 
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l0 = 600 м, cU
5

3
 .                                                                (11.73) 

Ответ:  
2

1
0




Δcl  =600 м, сcU

5

3
2

1

2

2

2

2

2

1 








. 

 

Задача 11.3.9. (Инвариантность пространственно-временных 

интервалов). В некоторой системе отсчета происходят два события 

со следующими пространственно-временными координатами: 

x1 = 0; t1 = 0 (событие А) и x2 = 5 м; t2 = 108 c (событие В). Опреде-

лить:  

1) в какой системе отсчета эти события происходят на мини-

мальном расстоянии друг от друга 
min

Δx , найти это расстояние и 

скорость движения системы отсчета V;  

2) в какой системе отсчета эти события происходят с мини-

мальным временным интервалом 
min

Δt  , найти этот интервал и 

скорость системы отсчета V;  

3) могут ли эти события находиться в причинно-следственной 

связи.  

 

Решение 
I. В условии задачи заданы пространственно-временные коор-

динаты событий А и В в системе отсчета S. Определим величину 

квадрата пространственно-временного интервала (11.9) между эти-

ми событиями:  

016ΔΔ 22222

12  мxtcS ,                                             (11.74) 

где 12 xxxΔ   и 12 tttΔ  . 

Так как 0
2

12 S , то интервал между рассматриваемыми собы-

тиями – пространственно-подобный, и поэтому события А и В не 

могут быть связаны причинно-следственной связью (см. 

п. 5.1.4. Пространственно-временной интервал)  

II. Поскольку пространственно-временной интервал инвариан-

тен ( 1212 SS  ), то величина xΔ  будет минимальна в системе S', 

когда 0Δ t : 

   212
22

121212min
Δ ttcxxSiSix  .                (11.75) 
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Очевидно, что 0Δ
min

t  в той же системе отсчета S'. 

Для определения скорости системы отсчета S' можно восполь-

зоваться одним из преобразований Лоренца (11.4): 

 









c

x
tt

Δ
ΔΔ .                                                                (11.76) 

III. Используя (11.76) при 0Δ t , получим: 

12

12

xx

tt
c

xΔ

tΔc

c

V




  и 

12

122

xx

tt
cV




 .                           (11.77) 

Подставив численные значения пространственно-временных 

координат событий в (11.75) и (11.77), получим значения искомых 

величин: 

min
xΔ   = 4 м, 

5

3
  и cV

5

3
 . 

Ответ:    212
22

12min
ttcxxxΔ   = 4 м,  

с
xx

tt
cV

5

3

12

122 



 . 

 

11.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 11.4.1 ([1], 1, с. 180). Найти собственную длину стерж-

ня, если в лабораторной системе отсчета его скорость V = c/2 и угол 

между ним и направлением движения   = 45°. 

Ответ:

 

     2 22
0 1 / sin / 1 /l l V c V c   =1,08 м.   

 

Задача 11.4.2 ([1], 2, с. 180). Два стержня одинаковой соб-

ственной длиной l0 движутся навстречу друг другу параллельно 

общей горизонтальной оси. В системе отсчета, связанной с одним 

из стержней, промежуток времени между моментами совпадения 

левых и правых концов стержней оказался равным t. Какова ско-

рость одного стержня относительно другого? 

Ответ: 
  2

0

2

2
02

ltΔc

tΔcl
V


 .  
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Задача 11.4.3 ([1], 3, с. 180). Стержень, длина которого в си-

стеме отсчета S равна L, расположен в ней так, что составляет с 

осью X угол  . Система отсчета S' движется относительно систе-

мы S со скоростью V = c/2 в сторону, противоположную оси Y. 

Определить, какой угол   составляет стержень с осью X системы 

отсчета S' и чему равна длина L' стержня в этой системе.  

Ответ: 
3

tg tg
2

   , 
23 cos

2
L


  .       

 

Задача 11.4.4 ([1], 4, с. 180).Космонавт спустя время 0  (по 

собственным часам) после старта получает радиограмму с сообще-

нием о рождении внука. Тотчас же, для того, чтобы внук получил 

поздравление вовремя, он посылает ответную радиограмму, в ко-

торой поздравляет внука с совершеннолетием (возраст равен Т). 

Какова скорость космического корабля? 

Ответ: 22
04 TTcV   . 

 

Задача 11.4.5 ([1], 6, с. 180).Два космических корабля летят 

вдоль одной прямой в одном направлении со скоростями 1V  > 2V . 

Со второго корабля вдогонку первому посылается два электромаг-

нитных импульса с интервалом времени 1 относительно лабора-

торной системы отсчета. С каким интервалом времени 2 относи-

тельно той же системы отсчета они вернутся назад после отраже-

ния от первого корабля?  

Ответ: 

























2

2

1

1
12

Vc

Vc

Vc

Vc
 . 

 

Задача 11.4.6 ([1], 7, с. 180).Два события совершаются на рас-

стоянии l = 6105 км друг от друга с промежутком времени  = 1 с 

относительно некоторой инерциальной системы отсчета. С какой 

скоростью V должен лететь космический корабль, чтобы в системе 

отсчета, связанной с кораблем, эти события стали одновременны-

ми? 

Ответ: м/с105,1 8
2


l

c
V


. 
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Задача 11.4.7 ([1], 9, с. 180).Две частицы с одинаковыми ско-

ростями V движутся вдоль одной прямой и попадают в мишень с 

интервалом времени   в системе отсчета, связанной с мишенью. 

Найти расстояние l между летящими частицами в системе отсчета, 

связанной с частицами. 

Ответ: 
 2/1 cV

V
l





. 

 

Задача 11.4.8 ([1], 10, с. 182). Космический корабль удаляется 

от Земли, двигаясь сначала со скоростью υ1, потом со скоростью υ2. 

С точки зрения космонавта, находящегося на космическом корабле, 

время движения со скоростями υ1 и υ2 одинаково. Какое расстояние 

L пролетит корабль, если время движения корабля по земным ча-

сам равно T? (Пренебречь временем, затраченным на изменение 

скорости корабля.) 

Ответ: TL
21

2211








 , где 

 21

1

/1

1

c



 , 

 22

2

/1

1

c



 .  

 

Задача 11.4.9 ([2], 723). Вдоль оси X инерциальной системы 

отсчета S движется ракета со скоростью V = 0,9с (с – скорость све-

та), проходящая начало координат О в момент времени t = 0. В мо-

мент t1 = 9 с вслед за ракетой посылается световой сигнал из точки 

О, а с ракеты – световой сигнал в точку О.  Предполагая, что 

ракета движется в вакууме, найти: 1) момент времени t2, когда све-

товой сигнал, посланный из точки О, достигнет ракеты; 2) момент 

времени t3, когда сигнал, посланный с ракеты, придет в точку О; 3) 

на каком расстоянии х2 от точки О будет ракета, когда к ней придет 

сигнал из точки О; 4) когда вернется в точку О посланный из нее 

сигнал, если он отражается от зеркала, установленного на ракете 

(момент времени t4)? 

Ответ: 1) 
cV

t
t

/1

1
2


 =10 с, 2) 13

/1

/1
t

cV

cV
t




 = 9,9 с,  

3)   14 /1 tcVt  = 9,9 с.  
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Задача 11.4.10 ([2], 725). Космический корабль с постоянной 

скоростью V =  (24/25)с движется по направлению к центру Земли. 

Какое расстояние в системе отсчета, связанной с Землей, пройдет 

корабль за промежуток времени tΔ  =1  с, отсчитанный по кора-

бельным часам? Вращение Земли и ее орбитальное движение не 

учитывать. 

Ответ: tcS  )25/24( =72∙108 м.   

 

Задача 11.4.11 ([3], 1.399). Стержень движется равномерно в 

продольном направлении мимо двух меток А и В, расположенных 

на расстоянии x  друг от друга. Сначала в момент 1t  напротив 

метки А оказался передний конец стержня. Затем напротив метки В 

в моменты 2t  и 3t  оказались соответственно передний и задний 

концы стержня. Найти его собственную длину. 

Ответ: 
22

12

23
0

)/()(

)(

cxtt

ttx
l








 . 

Задача 11.4.12 ([3], 1.401). Стержень пролетает с постоянной 

скоростью мимо метки, неподвижной в S-системе отсчета. Время 

пролета Δt = 20 нс в S-системе. В системе же отсчета, связанной со 

стержнем, метка движется вдоль него в течение Δt' = 25 нc. Найти 

собственную длину стержня. 

Ответ: 2
0 )/(1 tttcl   =4,5 м.  

 

Задача 11.4.13 ([3], 1.403). В К-системе отсчета мюон, движу-

щийся со скоростью V = 0,990 с, пролетел от места своего рожде-

ния до точки распада расстояние l = 3,0 км. Определить: a) соб-

ственное время жизни этого мюона; б) расстояние, которое проле-

тел мюон в А-системе отсчета с «его точки зрения». 

Ответ: а)    20 /1/Δ clt   =1,4 мкс, 

б)  2/1 cll  =0,42 км.  

 

Задача 11.4.14 ([3], 1.404). Две частицы, двигавшиеся в лабо-

раторной системе отсчета по одной прямой с одинаковой скоро-

стью υ = 3с/4, попали в неподвижную мишень с промежутком вре-
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мени Δt = 50 нс. Найти собственное расстояние между частицами 

до по3333падания в мишень. 

Ответ: 2
0 )/(1/ ctl   = 17 м.  

 

Задача 11.4.15 ([3], 1.405). Стержень движется вдоль линейки 

с некоторой постоянной скоростью. Если зафиксировать положе-

ние обоих концов данного стержня одновременно в системе отсче-

та, связанной с линейкой, то разность отсчетов по линейки 

1x  = 4,0 м. Если же положение обоих концов зафиксировать одно-

временно в системе отсчета, связанной со стержнем, то разность 

отсчетов по этой же линейке 2x  = 9,0 м. Найти собственную дли-

ну стержня и его скорость относительно линейки. 

Ответ: 210 xxl   =6 м, )(1 21 xxc    = 2,2∙108 м/с. 
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ГЛАВА 12 

РЕЛЯТИВИСТСКОЕ СЛОЖЕНИЕ СКОРОСТЕЙ 
 

12.1. Теоретический материал 

11.1.5. Преобразование (сложение) скоростей 

Пусть система отсчета S' движется относительно системы S с 

постоянной скоростью V вдоль оси X (см. рис. 11.2). При этом оси 

систем ориентированы в пространстве одинаково и часы синхрони-

зованы (п. 11.1 в Главе 11). Если ),,( zyx υ  и ),,( zyx υ  

– скорости материальной точки относительно систем отсчета S и S', 

то в соответствии с преобразованиями Лоренца (11.2) и определе-

нием скорости (см. п. 1.1 в Главе 1) 
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                                                           (12.1) 

получим: 
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                   (12.2) 

Относительная скорость – скорость движения одного тела 

относительно системы отсчета, связанной с другим телом. Эта ско-

рость не может быть больше скорости света.  
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Скорость сближения тел – скорость изменения расстояния 

между телами в данной системе отсчета. Эта скорость может быть 

больше скорости света. 

 

12.2. Основные типы задач и методы их решения 

Большинство задач, связанных с релятивистским сложением 

скоростей, можно условно отнести к следующим типам задач или 

их комбинациям. Задачи на: 

1) применение формул преобразования скоростей при реше-

нии задач о движении частиц со скоростями, близкими к 

скорости света; 

2) вычисление скорости сближения, относительной скорости, 

ускорений тел, преобразование направления скорости при 

движении с релятивистскими скоростями. 

При решении задачи необходимо последовательно реализовать 

следующие три основных этапа.  

I. Определиться с системами отсчета и скоростями тел.  

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматривае-

мые тела (если это необходимо). 

2. Выбрать движущиеся друг относительно друга инерциаль-

ные системы отсчета и изобразить на чертеже их системы 

координат (из соображений удобства). 

3. Изобразить и обозначить скорости тел.  

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

1. Записать формулы преобразования скоростей. 

2. Использовать условия задачи. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (рассмотреть характерные слу-

чаи). 

3. Получить численный результат. 

 

12.3. Примеры решения задач 

Задача 12.3.1. (Преобразования скоростей, относительная 

скорость) Две релятивистские частицы движутся навстречу друг 
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другу вдоль одной прямой со скоростями 1 и 2 относительно ла-

бораторной системы отсчета. Найти скорость их сближения и отно-

сительную скорость.  

 

Решение 

I. По определению, скорость сближения тел – это скорость из-

менения расстояния между телами в данной системе отсчета; отно-

сительная скорость – это скорость движения одного тела относи-

тельно системы отсчета, связанной с другим телом. Выберем си-

стемы отсчета. Пусть S – лабораторная инерциальная система от-

счета, относительно которой движутся частицы. Свяжем систему 

отсчета S′ с одной из частиц, допустим, с первой; обозначим V – 

скорость движения системы отсчета S′ относительно S. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II. Для нахождения относительной скорости воспользуемся 

формулой преобразования скорости: 

2
1

c

Vυ

Vυ
υ

x

x
x




 .                                                                             (12.1) 

Здесь xυ  – скорость второй частицы относительно системы от-

счета, связанной с первой частицей (т.е. искомая относительная 

скорость), V – скорость системы отсчета S′ относительно S, x  – 

скорость второй частицы относительно лабораторной системы от-

счета. 

S 

Рис. 12.1. Оси лабораторной системы отсчета S и движущейся 

системы отсчета S', связанной с одной из частиц. 

0 
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X
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2 1 
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В соответствии с условием задачи, величины, входящие в 

(12.1) можно представить следующим образом: 

1V , 2 x .                                                                     (12.2) 

III. В соответствии с данным выше определением скорости 

сближения и с (12.1), получаем, что скорость сближения равна 

21  сбл иж ,                                                                       (12.3) 

а относительная скорость 

2

21

21

1

)(

с

отн 







 .                                                                   (12.4) 

Как видно из (12.3) и из (12.4), скорость сближения тел может быть 

больше скорости света, тогда как относительная скорость всегда 

меньше скорости света. 

Ответ: 21  сбл иж , 

2

21

21

1

)(

с

отн 







 . 

 

Задача 12.3.2. (Преобразования скоростей, относительная 

скорость) Две частицы движутся относительно лабораторной си-

стемы отсчета в плоскости (XY) под углом α друг к другу, первая – 

со скоростью 1, вторая – со скоростью 2. Найти их относитель-

ную скорость. 

 

Решение 

 I. Выберем системы отсчета. Пусть S – лабораторная инерци-

альная система отсчета, относительно которой движутся частицы. 

Свяжем систему отсчета S′ с первой частицей; направление осей 

систем S и S′ выберем так, как показано на рис. 12.2. Тогда ско-

рость второй частицы относительно системы отсчета S′ и есть от-

носительная скорость. 

II. Для нахождения относительной скорости воспользуемся 

формулами преобразования компонент скорости, а также выраже-

нием для модуля скорости: 

2
1

c

Vυ

Vυ
υ

x

x
x




 ,                                                                          (12.5) 
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 ,                                                              (12.6) 
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 .                      (12.7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В этих формулах x , y  – компоненты скорости второй ча-

стицы относительно лабораторной системы отсчета, x  , y – ком-

поненты скорости частицы относительно системы отсчета, движу-

щейся относительно лабораторной с постоянной скоростью V, 

направленной вдоль оси X.  

В соответствии с условием задачи, величины, входящие в 

(12.5) – (12.7) представляются следующим образом: 

11   xV ,  cos22 x ,  sin22 y .                         (12.8) 

III. Формулу (12.7) применим для определения относительной 

скорости частиц: 

2

21
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22
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2
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2
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c

c
отн 










 .                   (12.9) 

Рассмотрим частные случаи этого выражения. При α = 0˚ мы 

имеем дело с ситуацией, рассмотренной в задаче 12.3.1: частицы 

Рис. 12.2. Оси лабораторной системы отсчета S и движущейся 

системы отсчета S', связанной с одной из частиц. 
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движутся навстречу друг другу. Тогда, как и в 12.3.1, выражение 

для относительной скорости имеет вид:  

2

21

21

1

)(

с

отн 







 .                                                                 (12.10) 

В другом частном случае, когда α = 90˚, частицы движутся в пер-

пендикулярных направлениях. Тогда относительная скорость пред-

ставляется в виде: 

2

2
2

2
12

2
2
1

c
отн


  .                                                  (12.11) 

Заметим, что и в этом случае при малых скоростях получается 

классический закон сложения скоростей: 

2
2

2
1  отн                                                                              (12.12) 

Ответ: 

2
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c

c
отн 










 . 

 

Задача 12.3.3. (Преобразования направления скорости) Части-

ца движется со скоростью υ, направленной под углом φ к оси X 

системы отсчета, движущейся со скоростью V вдоль оси X лабора-

торной системы отсчета. Найти соответствующий угол φ в лабора-

торной системе отсчета (рис. 12.3). 
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Рис. 12.3. Оси лабораторной системы отсчета S, движущейся 

системы отсчета S', и направление скорости частицы. 
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Решение 
I. Пусть S – лабораторная система отсчета, а S' – система от-

счета, движущаяся относительно S со скоростью V в направлении 

оси X. В системе отсчета S компоненты вектора скорости частицы 

равны x  и y , в системе S' – соответственно x   и y .  

II. Для тангенса угла φ справедливо соотношение:  

x

y









tg .                                                                               (12.13) 

Для тангенса соответствующего угла φ, который составляет 

скорость частицы с осью X лабораторной системы отсчета S, ана-

логичное выражение имеет вид: 

x

y




 tg                                                                                 (12.14) 

Для нахождения x  и y  воспользуемся формулами преобра-

зования скоростей: 

x

x
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c

V
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                                                                      (12.15) 
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1

)/(1 2

                                                              (12.16) 

Компоненты скорости x   и y  могут быть представлены в 

виде: 

  cosx                                                                           (12.17) 

  siny                                                                            (12.18) 

III. Преобразование выражения (12.14) с учетом (12.15) – 

(12.18) приводит к следующему выражению для искомого угла   : 

























/cos

)/(1sin
arctg

2

V

cV
                                               (12.19) 

Заметим, что закон преобразования углов для скоростей иной, 

нежели для отрезков (ср. с задачей 11.3.5 из Главы 11). 
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Ответ: 
























/cos

)/(1sin
arctg

2

V

cV
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Задача 12.3.4. (Преобразования направления скорости) Луч 

света распространяется вдоль оси OY системы отсчета S системы 

отсчета, движущейся со скоростью V вдоль оси OX лабораторной 

системы отсчета. Найти угол, который образует этот луч с осью OY 

лабораторной системы отсчета (угол аберрации). Найти этот угол в 

рамках классической теории, применяя преобразования Галилея. 

На какой порядок относительно величины V/c отличаются класси-

ческая и релятивистские формулы? 

 

Решение 

I. Аберрацией называется изменение направления распростра-

нения света при переходе из одной системы отсчета в другую. 

Пусть в системе отсчета S – система отсчета, движущейся со ско-

ростью V относительно лабораторной системы отсчета S, а луч све-

та распространяется вдоль положительного направления оси OY 

(рис. 12.4). Обозначим искомый угол за . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
II, III. Воспользуемся результатом решения задачи 12.3.3. В 

данном случае υ = с, и, поскольку луч света распространяется  

S 
Y 



X′ 

Y′ 

V

X 

S′ 

с

Рис. 12.4. Оси лабораторной системы отсчета S, движущейся 

системы отсчета S', и направление распространения луча. 
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вдоль оси OY то  = 90˚. Тогда для угла, который составит луч с 

осью OX системы S получаем следующее выражение: 













 


cV

cV

/

)/(1
arctg

2

 .                                                        (12.20) 

Искомый угол – дополнительный к углу  ( +  =90˚). Поэто-

му для угла  имеем: 


















2)/(1

/
arctg

cV

cV
 .                                                       (12.21) 

В соответствии с классическими формулами сложения скоро-

стей получаем: 

0x , cy  , 0z ,                                                         (12.22) 

Vυυ  ,                                                                               (12.23) 
тогда из (12.22) и (12.23)   

Vx  , cy , 0z ,                                                         (12.24) 

 cV /arctg .                                                                      (12.25) 

Воспользовавшись разложением выражения 2)/(1 cV  по мало-

му параметру V/c, обнаруживаем, что классическая и релятивист-

ская формулы совпадают с точностью до 3)/( cV .  

Ответ:  cV /arctg ; классическая и релятивистская фор-

мулы совпадают с точностью до 3)/( cV . 

 

Задача 12.3.5. (Преобразования скорости) В опыте Л.Физо, 

осуществленном в 1851 г, в лабораторной системе отсчета опреде-

лялась скорость света в воде, текущей со скоростью V. Луч света от 

источника проходил через текущую в трубах воду в одном случае по 

направлению её движения, а другом – против направления её движе-

ния.  Получить выражение для скорости света в этом опыте с точ-

ностью до 2)/( cV . 

 

Решение 

I. Пусть S – лабораторная система отсчета, а система S – си-

стема отсчета, связанная с движущейся водой. Направим ось OY 

лабораторной системы отсчета по направлению скорости течения, 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B2%D0%B5%D1%82
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%BE%D0%B4%D0%B0
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ось OX – параллельно ей. Тогда V – скорость движения системы S 

относительно S. Пусть направление распространения света совпа-

дает с направлением скорости V.  

II. В системе S скорость света равна: 

 nсx /                                                                                  (12.26) 

Для нахождения скорости света относительно лабораторной систе-

мы отсчета S воспользуемся формулой преобразования скоростей 

(12.2): 

x

x
x

c

V

V
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1

                                                                        (12.27) 

III. Подставляя (12.26) в (12.27), имеем: 
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Для скорости воды, очевидно, справедливо сV  , тогда знамена-

тель с точностью до 2)/( cV  можно считать равным единице. Тогда  
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x                   (12.29) 

так же с точностью до 2)/( cV .  

В случае, если направление распространения света противопо-

ложно направлению течения воды, аналогичным образом получа-

ем: 











2

1
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n
V

n

c
x .                                                               (12.30) 

Ответ: 









2

1
1

n
V

n

c
x .   

 

Задача 12.3.6. (Преобразования скоростей) Два стержня оди-

наковой собственной длиной l0 движутся в продольном направле-

нии навстречу друг другу параллельно общей оси с одной и той же 

по величине скоростью V относительно лабораторной системы от-
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счета S (рис. 12.5). Чему равна длина каждого стержня в системе 

отсчета, связанной с другим стержнем? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 

I. Свяжем систему отсчета S' с первым стержнем (см. 

рис. 5.12). Скорость этой системы отсчета относительно лабора-

торной системы S совпадает со скоростью первого стержня 1  и 

равна V. Скорость второго стержня относительно той же системы S 

равна V2 .  

Определим длину второго стержня относительно системы от-

счета S', связанной с первым стержнем. Для этого необходимо про-

вести измерение координат концов второго стержня в системе S' 

одновременно. Пусть события А и В состоят в том в системе S' од-

новременно фиксируются положения двух концов второго стержня.  

II. В соответствии со следствием преобразований Лоренца – 

"сокращением длины" – в системе отсчета S', для которой события 

А и В происходят одновременно, наблюдается сокращение про-

странственного интервала – длины второго стержня: 

2

2
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0
2 1 







 


c
l
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,                                                        (12.31) 

где 2   – скорость второго стержня относительно системы от-

счета S'. Определим эту скорость, используя формулу преобразова-

ния скоростей:  
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c

V

V

c
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 .                                                   (12.32) 

Рис. 12.5. Оси лабораторной системы отсчета S, движущейся си-

стемы отсчета S, связанной с первым стержнем, и направления 

скоростей стержней относительно лабораторной системы отсчета. 
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III. Подставив найденную скорость 
2  (12.32) в соотношение 

(12.31), получим:  
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 .                                (12.33) 

Связав систему отсчета S' со вторым стержнем, аналогичным 

образом можно получить длину первого стержня в системе отсчета, 

связанной со вторым стержнем: 
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 .                                                                     (12.34) 

Ответ: 
22
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Vc
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 . 

 

Задача 12.3.7. (Преобразования скоростей) Два неподвижных 

прожектора излучают узкие пучки света в противоположных 

направлениях относительно оси Y лабораторной системы отсчета 

(см. рис. 12.6). С какой скоростью U эти прожекторы должны дви-

гаться в направлении, перпендикулярном оси Y, чтобы пучки света 

распространялись под углом  = 90 друг к другу?  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 

I. В соответствии с условием задачи направим ось Y лабора-

торной системы отсчета S вдоль пучка света, излучаемого одним из 

прожекторов (рис. 12.6), а ось X  в направлении их движения. 

Свяжем систему отсчета S с прожекторами, движущимися со ско-

ростью U относительно лабораторной системы S, и направим ее 

оси X' и Y' вдоль осей X и Yсоответственно.  

Рис. 12.6. Расположение координатных осей лабораторной системы 

отсчета и прожекторов, излучающих пучки света. 

 

X 

Y 

U 

U X 

Y 
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II. Поскольку прожектора покоятся относительно системы S', 

то проекции скоростей распространения двух пучков света относи-

тельно этой системы в соответствии с условием задачи равны: 

021 
xx  , cy 

1  и cy 
2 .                                        (12.35) 

Запишем формулы преобразования (сложения) скоростей для 

определения проекций скоростей распространения пучков света 

относительно лабораторной системы отсчета S: 
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 ,                                            (12.36) 
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 .                          (12.37) 

Для того чтобы пучки света распространялись под углом 

90  в лабораторной системе отсчета, необходимо выполнение 

следующих условий: 

yx 11    и yx 22   .                                                          (12.38) 

III. Определим проекции скоростей распространения пучков 

относительно системы отсчета S (12.36) и (12.37) с учетом соотно-

шений (12.35): 

Uõx  21  , 

2

1 1 
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c

U
cy .      (12.39) 

Подставив полученные значения проекций скоростей в (12.38), 

определим, с какой скоростью U должны двигаться прожекторы в 

направлении, перпендикулярном лучам, для того, чтобы пучки све-

та распространялись под углом 90 друг к другу:  

2

1 









c

U
cU .                                                                    (12.40) 

Следовательно 
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2

c
U  .                                                                                 (12.41) 

Ответ: 
2

c
U  . 

 

Задача 12.3.8. (Преобразования скоростей) Стержень АВ ори-

ентирован параллельно оси X' в системе отсчета S' и движется в 

этой системе со скоростью cU 7,0 , направленной противопо-

ложно оси Y' (см. рис. 12.7). Система S' в свою очередь движется со 

скоростью cV 6,0  относительно лабораторной системы отсчета S 

в направлении ее оси Х, совпадающей по направлению с осью X'. 

Найти угол между стержнем и осью Х в системе S. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 
I. Пусть интересующими нас событиями будут события C и D, 

состоящие в том, что в некоторый момент времени концы стержня 

совпали с осью X' в системе отсчета S'. Пространственно-

временные координаты событий C и D в системе отсчета S равны 

( 1x , 1y , 1t ) и (
2x , 2y

2t ), а в системе отсчета S' – (
1x , 1y , 1t ) и 

(
2x , 2y ,

2t ) (см. рис. 12.8).  

II. События C и D в системе отсчета S' происходят одновре-

менно, то есть  

0Δ 12  ttt .                                                                    (12.42) 

 

X X' 

Y Y' 
S S' 

V 

A B 

U' 

Рис. 12.7. Расположение осей систем отсчета S и S, направление 

скорости системы S относительно S и направление скорости стерж-

ня U относительно системы S. 
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В отличие от системы S' в системе S события C и D происхо-

дят не одновременно. В соответствии с преобразованиями Лоренца 

интервал времени tΔ  между событиями C и D в системе S с учетом 

(12.42) равен: 

 2
2

12

/1

ΔΔ

Δ
cV

x
c

V
t

ttt




 .                                                    (12.43) 

Поскольку 0Δ 12  xxx , то 0Δ 12  ttt . Это означает, 

что в системе отсчета S концы стержня A и B пересекут некоторую 

произвольную прямую y = y0 в разные моменты времени, сначала 

А, потом через интервал времени tΔ  – B (см. рис. 12.9).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 12.8. Расположение стержня и осей систем координат S и S в тот 

момент, когда концы стержня совпали с осью X (события C и D).  

 

X X' 

Y Y' 
S S' 

V 

1x  2x   

U' 

Рис. 12.9. Расположение стержня относительно системы S. События С 

и D заключаются в том, что концы стержня пересекут некоторую пря-

мую y0 в разные моменты времени, и стержень оказывается под углом 

 к прямой y0.  

 

X 

Y 
S 

1x  2x  

Uy 
0y  

yΔ  

  
A 

B 
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Таким образом, в системе отсчета S стержень оказывается 

наклоненным к оси Х под углом . В тот момент времени, когда 

конец А достиг прямой y = y0, конец В оказался выше этой прямой 

на расстоянии 

tUy y ΔΔ  ,                                                                         (12.44) 

где yU  – скорость, с которой стержень движется вдоль оси Y в си-

стеме S. При этом в системе отсчета S произойдет сокращение ин-

тервала 12Δ xxx  : 

 2/1Δ
Δ

Δ cVx
x

x 





.                                                (12.45) 

Угол поворота стержня в системе S определяется следующим 

образом: 











x

y

Δ

Δ
arctg .                                                                    (12.46) 

Проекция скорости стержня yU  на ось Y лабораторной си-

стемы отсчета S в соответствии с одной из формул преобразования 

(сложения) скоростей (12.1) равна  

 

x

y

y

U
c

V

UcV
U






2

2

1

/1
.                                                        (12.47) 

В соответствии с условиями задачи  

0xU , UU y
 .                                                               (12.48) 

III. Искомый угол   между стержнем и осью Х в системе S 

находим, решая полученную систему уравнений (12.43)  (12.48): 

  


















22 /1
arctg

cVc

VU
 .                                                 (12.49) 

Подставляя в (12.49) численные значения скоростей движе-

ния стержня и системы S', заданные в условии задачи, получаем:  

 7,27 .  

Проанализируем зависимость угла   (12.49) от скорости 

движения V системы отсчета S' при различных скоростях движения 

стержня U'. На рис. 12.10 изображены графики зависимости 
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 cV /  при трех значениях параметра cU / . График 1 соответ-

ствует значению 999,0/  cU , график 2  заданному в условии 

задачи значению 7,0/  cU , а график 3  3,0/  cU .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Как видим, при заданной скорости движения системы отсче-

та S' в лабораторной системе отсчета S угол между движущимся 

стержнем и осью X имеет предельное значение пред , определяемое 

графиком 1 на рис. 12.10.  

Ответ: 
 



















 7,27

/1
arctg

22 cVc

VU
 . 

 

Задача 12.3.9. (Преобразование ускорения) Частица движется 

относительно системы отсчета S со скоростью υ и ускорением a. 

Найти ускорение этой частицы в системе отсчета S', которая пере-

мещается в положительном направлении оси X системы S со ско-

ростью V. Рассмотреть случаи, когда частица движется: а) вдоль 

оси X системы S; б) вдоль оси Y системы S. 

 

Решение 

I. В соответствии с условием задачи, S – система отсчета, от-

носительно которой частица движется со скоростью υ и ускорени-

Рис. 12.10. Зависимость угла  от параметра V/c (V – скорость движе-

ния системы отсчета S относительно S) при различных скоростях 

движения стержня U. 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
0 

30 

60 

90 

˚ 

V / c 

2 7 , 7 
o 

1 

2 

3 

пред˚ 
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ем a – в одном случае в направлении оси X, в другом – в направле-

нии оси Y. Система отсчета S' движется относительно S со скоро-

стью V в положительном направлении оси X.  

II. Запишем каждую проекцию ускорения частицы в системе 

отсчета S' следующим образом: 

tttt
a xx

x
/dd

1

d

d

d

d












,                                                         (12.50) 

tttt
a

yy

y
/dd

1

d

d

d

d












.                                                         (12.51) 

Для проекций скорости частицы воспользуемся формулами 

преобразования скоростей: 

2
1

c

Vυ

Vυ
υ

x

x
x




 ,                                                                           (12.52) 

 

2

x

2

1

/1

c

Vυ

cVυ
υ

y

y




 ,                                                               (12.53) 

а для времени t' в системе отсчета – преобразованиями Лоренца для 

времени: 

 2
2

/1 cV

x
c

V
t

t




 .                                                                    (12.54) 

III. Решая систему уравнений (12.50) – (12.54) и учитывая, что 

в первом случае υy = 0, а во втором – υx = 0, получаем выражения 

для проекций искомого ускорения. В первом случае 

 
2

2

1

1

d

d
















c

β

βa

t
x

xx




,                                                               (12.55) 
















c

β

βt

t x1
1

1

d

d

2
,                                                     (12.56) 

в результате из (12.55) и (12.56) получаем: 
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x

x

x a
cβ

β
a

3

2/32

/1

1




 , 0ya .                                             (12.57) 

Во втором случае –  

21
d

d
βa

t
y

y



,                                                                (12.58) 

21

1

d

d

βt

t





,                                                                     (12.59) 

0xa ,   yy a a 21  .                                                       (12.60) 

В этих формулах cVβ / . 

 Заметим, что в случае а) xa   зависит от скорости частицы, а в 

случае б) ya  – не зависит.  

Ответ: 
 
 

3/2
2

3

1

1 /
x x

x

a a
c






 


, 0ya  когда частица движется 

вдоль оси X системы S; 0xa ,   yy a βa 21  когда частица дви-

жется вдоль оси Y системы S. 

 

12.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 12.4.1 ([1], 8, с. 182). В системе отсчета S', движущейся 

со скоростью c/2 вдоль оси X лабораторной системы отсчета S, 

движется тело небольших размеров со скоростью 2/с  под углом 

α' к оси X'. Найти угол α, который составляет скорость тела с осью 

X в системе S.  

Ответ: 
2cos2

sin3
tg









 .  

 

Задача 12.4.2 ([1], 11, с. 183). На легкую подвижную частицу 

налетает тяжелая плита. Определить скорость V, приобретенную 

частицей после упругого столкновения с плитой, движущейся в 

направлении, перпендикулярном своей плоскости, со скоростью 

υ = c/3.  
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Ответ: 
 

2

2

1
V

c







 = 0,6с.  

 

Задача 12.4.3 ([2], 742). Пусть в системе К две частицы дви-

жутся вдоль оси X навстречу друг другу со скоростями и υ1 = a1c и  

υ2=a2с,где a1 и а2 больше 1/2, но меньше 1. Найти скорость сбли-

жения этих частиц в системе К·и их относительную скорость. Убе-

диться, что эта скорость всегда меньше с. 

Ответ: ccaa  )( 21сбл , cc
aa

aa







21

21
отн

1

)(
 .  

 
Задача 12.4.4 ([3], 1.416). Два стержня одинаковой собствен-

ной длины l0  движутся в продольном направлении навстречу друг 
другу параллельно общей оси со скоростями υ1 и υ2 относительно 
лабораторной системы отсчета. Чему равна длина одного стержня 
в системе отсчета, связанной с другим стержнем? 

Ответ: 
 

2 2 2 2
0 1 2 1 2

4 22
1 2

( )
1

1

l
l

c cc

   

 


  


.  

 

Задача 12.4.5 ([3], 1.417). Две релятивистские частицы дви-

жутся под прямым углом друг к другу в лабораторной системе 

отсчета, причем одна со скоростью υ1, а другая – со скоростью 

υ2. Найти их относительную скорость.  

Ответ: 
2

2
2

2
12

2
2
1

c
отн


  . 

 

Задача 12.4.6 ([3], 1.418). Некоторая нестабильная частица 

движется  со  скоростью  υ'  в S '-системе отсчета вдоль ее оси Y ' .  

S '-система в свою очередь перемещается относительно S-системы 

со скоростью V  в положительном направлении ее оси х.  Оси X '  и 

X обеих систем отсчета совпадают, оси Y '  и  Y  параллельны друг 

другу. Найти путь, который частица пролетит в S-системе, если ее 

собственное время жизни равно t0. 
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Ответ: 
)/1)(1(

)1(
222

222

0
c

V
ts








 , где cV / .  

 

Задача 12.4.7 ([3], 1.419). Частица движется в S-системе со 

скоростью υ под углом  к оси X. Найти соответствующий угол в 

S-системе, перемещающейся со скоростью V относительно S-

системы в положительном направлении ее оси X, если оси X и X 

совпадают.  

Ответ: 
























/cos

)/(1sin
arctg

2

V

cV
.  

 

Задача 12.4.8 ([3], 1.422). Стартовавшая с Земли воображаемая 

космическая ракета движется с ускорением а', одинаковым в каж-

дой инерциальной системе, мгновенно сопутствующей ракете. Раз-

гон продолжался по земному времени τ  = 1,0 год. Найти скорость 

ракеты в конце разгона. 

Ответ: 
2)/(1 cta

ta




 . 

 

Задача 12.4.9 ([3], 1.423). Стартовавшая с Земли воображаемая 

космическая ракета движется с ускорением а', одинаковым в каж-

дой инерциальной системе, мгновенно сопутствующей ракете. Раз-

гон продолжался по земному времени τ  = 1,0 год. Определить вре-

мя разгона ракеты τ0 в системе отсчета, связанной с ракетой. 

(Учесть, что   




0

2

0 d/1 tc ), где τ  –  время разгона в системе 

отсчета, связанной с Землей). 

Ответ: 





















 







2

0 1ln
c

a

c

a

a

с 
 .  
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ГЛАВА 13 

ДИНАМИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ  

В РЕЛЯТИВИСТСКОЙ МЕХАНИКЕ. ЭНЕРГИЯ ПОКОЯ 

 
13.1. Теоретический материал 

Релятивистский импульс частицы массой m и скоростью υ: 

 
υυp mm

c








2
/1

1
,                                                      (13.1) 

где c – скорость света. 

Релятивистское уравнение движения частицы импульсом 
p, на которую действует сила F: 

F
p


td

d
                                                                                     (13.2) 

Энергия частицы: 

 

22

2
/1

1
mcmc

c
E 





 .                                                  (13.3) 

Энергия покоя частицы: 
2

0 mcE  . 

Кинетическая энергия частицы: 
2

0 )1( mcEET   .                                                          (13.4) 

Связь релятивистского импульса с энергией: 

υp
2c

E
 .                                                                                   (13.5) 

Связь массы частицы с ее энергией и импульсом: 

2

222

c

cpE
m


 .                                                                    (13.6) 

Соотношение между импульсом и энергией для частиц, 
двигающихся со скоростью света: 

cp
2c

E
 , 0

2

222





c

cpE
m .                                             (13.7) 

Импульс системы из n свободных (невзаимодействующих) 

частиц: 
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n

i

i

1

pp ,                                                                                 (13.8) 

где  ip  – импульсы частиц.  

Энергия системы из n свободных (невзаимодействующих) 
частиц:  





n

i

iEE
1

,                                                                                 (13.9) 

где  iE  – энергии частиц. 

Масса системы из n свободных (невзаимодействующих) ча-
стиц: 

2

2

2

1

2

1

2

222

c

cE

c

cpE
m

n

i

i

n

i
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p

.                     (13.10) 

Дефект массы составной частицы массой m, состоящей из n 

частиц массами mi: 

mmm
n

i

i 
1

 .                                                                     (13.11) 

Импульс и энергия системы из n свободных (невзаимодей-
ствующих) частиц аддитивны, а масса этой системы – нет.  

Масса изолированной системы свободных частиц со време-

нем не меняется:  

const
c

cpE
m 




2

222

.                                                      (13.12) 

Масса изолированной системы свободных частиц не меня-

ется (является инвариантом) при переходе из одной инерци-
альной системы отсчета в другую, несмотря на то, что импульс и 

энергия этой системы могут меняться.  

 

13.2. Основные типы задач и методы их решения 

Большинство задач релятивистской динамики материальной 

точки можно условно отнести к следующим типам задач или их 

комбинациям. Задачи на: 

1) определение динамических характеристик тел, движущихся 

со скоростями, сравнимыми со скоростью света; 
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2) определение динамических или энергетических характери-

стик процессов распада и столкновения релятивистских частиц; 

3) определение динамических или энергетических характери-

стик частиц, движущихся со скоростью света. 

При решении задачи необходимо последовательно реализовать 

следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  
1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматривае-

мые тела. 

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систе-

му координат. 

3. Изобразить и обозначить все силы и необходимые кинема-

тические характеристики движущегося тела или системы 

тел (для задач типа (1)). 

4. Определиться с энергетическими характеристиками процес-

сов, происходящих в системе тел (для задач типа (2)). 

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

1. Записать релятивистское уравнение движения (для задач ти-

па (1)). 

2. Записать релятивистский инвариант (для задач типа (2)). 

3. Использовать условия задачи (например, связь релятивист-

ского импульса и энергии, выражение для кинетической 

энергии, законы сохранения импульса и полной энергии, 

преобразования Лоренца и их следствия и т.п.). 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть предельные и частные случаи, устано-

вить область применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

13.3. Примеры решения задач 

Задача 13.3.1. (Релятивистское уравнение движения). Реляти-

вистская частица массы m начинает двигаться под действием по-

стоянной силы F. Найти зависимость скорости частицы от време-
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ни. Сравнить полученное выражение с выражением, полученным в 

рамках классической механики.  

 

Решение 

I, II. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, 

ось X которой направим в направлении действия силы F. Тогда в 

проекциях на эту ось релятивистское уравнение движения будет 

иметь вид: 

F
t

p


d

d
.                                                                                  (13.13) 

Запишем выражение для релятивистского импульса частицы: 

2)/(1 c

m
p






 .                                                                    (13.14) 

Из (13.13) и (13.14) имеем: 

F
c

m

t
















 2)/(1d

d




,                                                           (13.15) 

Fdt
c

m
















 2)/(1
d




.                                                          (13.16) 

III. Проинтегрируем (13.15) с учетом постоянства силы F и то-

го, что при t = 0 υ = 0: 

 
















t

tF
c

m

00
2

d
)/(1

d






,                                                     (13.17) 

Ft
c

m


 2)/(1 


.                                                                  (13.18) 

Отсюда получаем искомое выражение для )(t : 

2)/(1

/
)(

mcFt

mFt
t


 .                                                                  (13.19) 

Сравним полученное выражение с выражением для скорости кл , 

получаемым в классическом случае. Согласно второму закону Ню-

тона,  
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m

F
a  ,                                                                                              (13.20) 

m

Ft
atкл  .                                                                                  (13.21) 

Представим выражение (13.19) с учетом (13.21) в виде: 

2)/)((1

)(
)(

ct

t
t

кл

кл







 .                                                                (13.22) 

Из (13.22) видно, что скорость в релятивистском случае растет со 

временем медленнее, чем в классическом, причем при t  ско-

рость с . Заметим, что импульс частицы при этом будет расти 

линейно со временем: Ftp  . В этом заключается особенность ре-

лятивистского движения: в то время, как скорость стремится к ско-

рости света, импульс частицы продолжает расти. 

Ответ: 
2)/(1

/
)(

mcFt

mFt
t


 . 

 

Задача 13.3.2. (Релятивистское уравнение движения). Реляти-

вистский протон с импульсом 0p  влетел в момент t = 0 плоский 

конденсатор параллельно его пластинам. В конденсаторе создано 

однородное электрическое поле напряженности E. Найти зависи-

мость компонент скорости протона от времени, а также его закон 

движения.  

 

Решение 

I. Выберем инерциальную систему отсчета, ось X которой 

направим вдоль первоначального импульса протона, а ось Y – 

вдоль направления электрического поля E (см. рис. 13.1).  

 

Y 

0 
X 

Рис. 13.1. Расположение 

осей системы координат и 

направление первоначаль-

ного импульса протона. 

E 
p0 

 

+ 
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На протон действует сила со стороны электрического поля EF e , 

направленная вертикально вверх. 

II, III. Запишем релятивистское уравнение движения 

F
p


td

d
                                                                                   (13.23) 

в проекциях на оси выбранной системы координат: 

0
d

d


t

px ,                                                                                 (13.24) 

eE
t

p y


d

d
.                                                                               (13.25) 

Здесь e – заряд протона (равный по модулю заряду электрона). В 

результате интегрирования, учитывая, что по условию задачи 

0)0( ppx  , 0)0( yp , получаем: 

0ppx  ,                                                                                  (13.26) 

eEtpy  .                                                                                (13.27) 

Воспользуемся выражением для релятивистского импульса в про-

екциях на оси координат и представим (13.26) и (13.27) в виде: 

0
2)/(1

p
c

m x 
 


,                                                                   (13.28) 

eEt
c

m y


 2)/(1 


.                                                                 (13.29) 

Из (13.28) и (13.29), воспользовавшись формулой для полной 

энергии частицы (обозначим ее символом E , чтобы не было пута-

ницы с символом E, обозначающим напряженность электрического 

поля) 

2

2

)/(1 c

mc


E                                                                      (13.30) 

получим: 

E

0
2 pc

x  ,                                                                              (13.31) 

E

eEtc
y

2

 .                                                                            (13.32) 



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 316 

Заметим, что (13.31) и (13.32) можно было получить также, вос-

пользовавшись связью между скоростью частицы, ее энергией и 

импульсом, см. (13.5). 

Запишем связь между полной энергией и импульсом частицы и 

преобразуем его, учитывая (13.26) и (13.27): 
4222 cmcp E = 22 )((0) ceEtE ,                                        (13.33) 

где введено обозначение 4222
0

2(0) cmcp E . 

Из (13.31) и (13.32) с учетом (13.33) получаем искомые выра-

жения для зависимости компонент скоростей от времени:  

22

0
2

)()0( ceEt

pc
x




E
 ,                                                         (13.34) 

22

2

)()0( ceEt

eEtc
y




E
 .                                                         (13.35) 

Найдем теперь закон движения протона. Из (13.34) имеем: 

22

0
2

)()0(d

d

ceEt

pc

t

x




E
,                                                         

(13.36) 

22

0
2

)()0(

d
d

ceEt

tpc
x




E
.                                                         (13.37) 

Интегрируя (13.37) с учетом начальных условий, получаем  

























 1

)0()0(
ln)(

2

0

EE

ceEtceEt

eE

cp
tx 










)0(
arsh0

E

ceEt

eE

cp
,      (13.38) 

Где ( )1ln()arsh( 2  zzz  – гиперболический ареасинус, график 

этой функции изображен на рис. 13.2). 

Так же, из (13.35): 

2

2

)()0(d

d

ceEt

eEtc

t

y




E
,                                                           (13.39) 

2

2

)()0(

d
d

ceEt

teEtc
y




E
,                                                           (13.40) 
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Интегрируя (13.40) с учетом начальных условий, получаем: 

eE
ceEt

eE
ty

)0(
)()0(

1
)( 22 E

E  .                                      (13.41) 

Сравним полученный результат с классическим. В классиче-

ском случае закон движения для протона имеет вид: 

ttx 0)(  ,                                                                               (13.42) 

2

2

1
)( t

m

eE
ty  .                                                                        (13.43) 

Используя разложение функции )arsh(z  в ряд по малому параметру  

...
32

1
)arsh(

3


z

zz                                                             (13.44) 

 

и учитывая только слагаемое первого порядка, а также учитывая, 

что в классическом случае c0 , 00 mp  , 

424222
0

2(0) cmcmcp E , из (13.38) и (13.41) получаем классиче-

ский результат (13.42) и (13.43). 

Интересно отметить также, что, как видно из (13.34), в отличие 

от классического случая, компонента скорости x  уменьшается с 

течением времени.  

 

Рис. 13.2. График функции arsh(z). 
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Ответ: 
22

0
2

)()0( ceEt

pc
x




E
 , 

22

2

)()0( ceEt

eEtc
y




E
 , 











)0(
arsh)( 0

E

ceEt

eE

cp
tx , 

eE
ceEt

eE
ty

)0(
)()0(

1
)( 22 E

E  , 

где 4222
0(0) cmcp E . 

 

Задача 13.2.3. (Релятивистской уравнение движения, энергия 

релятивистской частицы). В ускорителе протоны из-за воздей-

ствия магнитного поля движутся по окружности радиуса R. Индук-

ция магнитного поля равна B и ее вектор направлен перпендику-

лярно к плоскости траектории протонов. Найдите полную энергию 

E протона. 

 

Решение 

I. Будем рассматривать движение протонов относительно ла-

бораторной инерциальной системы отсчета, связанной с ускорите-

лем. Ось X системы координат направим к центру окружности, по 

которой движутся протоны. 

II. Релятивистское уравнение движения частицы с импульсом 

p, на которую действует сила F, имеет следующий вид: 

F
p


td

d
                                                                                   (13.45) 

где сила F в условиях данной задачи – сила Лоренца: 

 BF  υe .                                                                           (13.46) 

Здесь e – заряд протона (равный по модулю заряду электрона). 

В соответствии с определением, релятивистский импульс ча-

стицы массы m, движущейся со скоростью υ , равен: 

2)/(1 c

m




υ
p ;                                                                    (13.47) 

полная энергия частицы (протона) выражается формулой: 

2

2

)/(1 c

mc
E


 .                                                                    (13.48) 

III. Уравнение (13.45) с учетом (13.46) представляется в виде: 
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 Bυ
p

 e
td

d
                                                                          (13.49) 

Преобразуем выражение (13.49), учитывая, что скорость протона 

при движении по окружности не изменяется по модулю и изменя-

ется по направлению: 

a
υυp




m
t

m
t

m

t


d

d

d

)(d

d

d
,                                                (13.50) 

где  – лоренцевский фактор, 

2)/(1

1

c



 ,                                                                    (13.51) 

a – центростремительное ускорение протона: 

R
a

2
 ,                                                                                   (13.52) 

R – радиус окружности, по которой движется протон. 

Из (13.49), учитывая (13.50) – (13.52), произведя алгебраические 

преобразования, получаем соотношение: 

























2

22

22

2

1
1

c
BR

m

e

cc


.                                                    (13.53) 

Из (13.53) находим выражение для 22 / cυ : 

2

2

2

2

)/(1

)/(

mceBR

mceBR

с 



.                                                             (13.54) 

Из (13.51) и (13.54) получаем выражение для : 

2

1 









mc

eBR
 ;                                                                  (13.55) 

после чего, используя (13.48) и (13.55), находим выражение для 

искомой полной энергии протона: 

ecBR
mc

eBR
mc

mc

eBR
mcE 








 22 1 .                              (13.56) 

Ответ: ecBR
mc

eBR
mc

mc

eBR
mcE 








 22 1 . 

 

Задача 13.2.4 (Импульс и кинетическая энергия релятивист-

ской частицы). Пучок релятивистских частиц с кинетической энер-
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гией T падает на поглощающую мишень. Сила тока в пучке равна I, 

заряд и масса каждой частицы равны m и e. Найти силу давления 

пучка на мишень.  

 

Решение 
I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, ось 

X которой направим вдоль направления движения частиц в пучке. 

Будем считать удар частиц о мишень абсолютно неупругим.  

II. Каждая частица, ударяясь о мишень, передает ей импульс, 

равный по модулю первоначальному импульсу частицы p  (в силу 

того, что удар абсолютно неупругий): 

pp  .                                                                                  (13.57) 

Сила, с которой мишень действует при этом на частицу (а значит, 

по третьему закону Ньютона, и частица на мишень) связана с изме-

нением импульса соотношением: 

t

p
F




0 ,                                                                                (13.58) 

где t  – время взаимодействия. Тогда сила, которая действует на 

мишень со стороны частиц пучка выражается следующим образом: 

t

p
N

t

p
NNFF




 0 ,                                                      (13.59) 

где N – число частиц, попавших в мишень за время t .  

Сила тока в пучке может быть представлена следующим обра-

зом: 

t

Ne

t

q
I




 ,                                                                         (13.60) 

где Neq   – заряд, прошедший через сечение мишени за время 

t . 

Для того, чтобы выразить импульс частицы 0p  через ее кине-

тическую энергию T, воспользуемся соотношениями:  
22242 cpEcm  ,                                                                 (13.61) 

2mcTE  .                                                                           (13.62) 

III. Решаем полученную систему уравнений. Из (13.61) и 

(13.62) получаем связь импульса частицы и ее кинетической энер-

гии: 
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c

TmcTT
p

)2( 2
 .                                                             (13.63) 

Используя (13.59), (13.60) и (13.63) получаем выражение для иско-

мой силы давления пучка на мишень:  

)2( 2mcTT
ec

I
F  .                                                          (13.64) 

Ответ: )2( 2mcTT
ec

I
F  . 

 

Задача 13.2.5. (Кинетическая энергия релятивистской ча-

стицы, релятивистские инварианты). Два протона движутся 

навстречу друг другу с одинаковыми кинетическими энергиями Т. 

Найти кинетическую энергию T   одного протона в системе отсче-

та, где другой протон покоится. Провести численную оценку для 

случая, когда кинетическая энергия протона равна 50 ГэВ (энергия 

покоя протона 
2mc = 1 ГэВ).  

 

Решение 

I. Выберем неподвижную инерциальную лабораторную си-

стему отсчета S, относительно которой движутся протоны, и дви-

жущуюся систему отсчета S, относительно которой один из прото-

нов покоится (рис. 13.3).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II. Воспользуемся инвариантностью величины  

Рис. 13.3. Оси лабораторной системы отсчета S и движущейся 

системы отсчета S', связанной с одним из протонов. 

0 

Y 

X 

Y′ 

X 

S′ 

1 

S 
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422

2

1

2

1

cmсE
n
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n

i

i 



















p ,                                            (13.65) 

где 


n

i

iE
1

 и 


n

i

i

1

p  – соответственно полная энергия и импульс си-

стемы из n невзаимодействующих частиц, m – масса системы. За-

пишем эту величину первый раз в S – системе, а второй раз – в си-

стеме S, относительно которой один из протонов покоится и при-

равняем эти величины: 
222

0
2 )()()2( cEEE p .                                             (13.66) 

Здесь учтено, что относительно системы S суммарный импульс си-

стемы протонов равен нулю, а относительно системы S один из 

протонов покоится, поэтому его полная энергия равна энергии по-

коя E0 
2

0 mcE  ,                                                                               (13.67) 

а второй протон движется, и его полная энергия равна некоторому 

значению E, а импульс – величине p. 

Полная энергия и импульс релятивистской частицы, в данном 

случае – второй частицы, следующим образом связаны с ее кине-

тической энергией T  : 
2mcTE  ,                                                                      (13.68) 

c

mcTT
p

)2( 2
 .                                                         (13.69) 

III. Подставляя (13.67), (13.68) и (13.69) в (13.66), получаем: 

)2())(())(2( 222222 mcTTmcTmcmcТ  .      (13.70) 

Отсюда, в результате алгебраических преобразований получаем 

искомую кинетическую энергию T   одного протона в системе от-

счета, относительно которой другой протон покоится: 

2

2 )2(2

mc

mcTT
T


 .                                                            (13.71) 

Подставляя численные данные из условия задачи, T = 50 ГэВ, 
2mc = 1 ГэВ, получаем, что T   = 5103 ГэВ. Как видим, получается 

огромный «выигрыш» в энергии. Этот эффект лежит в основе так 

называемого метода встречных пучков – экспериментального ме-

тода исследования элементарных частиц, в котором два пучка за-
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ряженных частиц, ускоренных до заданной энергии, движутся 

навстречу друг другу, взаимодействуя на участке встречи. Самое 

важное преимущество этого метода – достижение энергии реакции, 

недоступной ускорителям с неподвижной мишенью, что мы и про-

иллюстрировали в данной задаче.  

 

Задача 13.2.6. (Кинетическая энергия релятивистской части-

цы, закон сохранения полной энергии).  Две релятивистские части-

цы, массы которых m и 2m и кинетические энергии T и 2T соответ-

ственно, движутся навстречу друг другу. Найти скорость составной 

частицы, образовавшейся в результате их соударения. 

 

Решение 

I. Задачу решаем относительно неподвижной лабораторной си-

стемы отсчета, в которой частицы движутся навстречу друг другу. 

Ось X системы координат направим так, как направлен импульс 

первой частицы. 

II. Запишем законы сохранения для системы частиц. Закон со-

хранения полной энергии для частиц на интервале времени «до со-

ударения», «после соударения»: 

EEE  21 .                                                                           (13.72) 

Закон сохранения импульса для частиц на том же интервале време-

ни: 

ppp  21 .                                                                            (13.73) 

Выражения для полной энергии и релятивистского импульса со-

ставной частицы имеют вид: 
2McE  ,                                                                               (13.74) 

Vp M .                                                                                (13.75) 

Запишем также взаимосвязь импульса и кинетической энергии для 

релятивистской частицы и выражение для ее полной энергии: 

)2( 222 mcTTcp  ,                                                             (13.76) 

2mcTE  ,                                                                           (13.77) 

III. Из (13.74) и (13.75) получаем выражение для скорости со-

ставной частицы, получившейся в результате соударения: 

E

c2
p

V  .                                                                                (13.78) 
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Запишем закон сохранения импульса (13.73) в проекциях на ось X 

лабораторной системы отсчета: 

ppp 21  .                                                                            (13.79) 

Из (13.76) для первой и второй частиц имеем: 

)2( 2
111

22
1 cmTTcp  ,                                                            (13.80) 

)2( 2
222

22
2 cmTTcp  .                                                           (13.81) 

Отсюда получаем выражение для импульсов частиц: 

с

cmTT
p

)2( 2
111

1


 ,                                                            (13.82) 

с

cmTT
p

)2( 2
222

2


 .                                                           (13.83) 

Из (13.72) с учетом (13.77) получим выражение для полной энергии 

соударяющихся частиц: 
2

22
2

1121 cmTcmTEEE  .                                      (13.84) 

Искомую скорость получим из (13.78), используя (13.79), (13.82), 

(13.83) и (13.84): 
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.                                                          (13.85) 

Ответ:

 
)(3
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2

Tmc

mcTTс
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  . 

 

Задача 13.2.7. (Определение динамических характеристик ча-

стиц, движущихся со скоростью света). Релятивистский -мезон 

массы m распадается на лету на два фотона с энергиями E1 и E2 от-

носительно лабораторной системы отсчета. Найти угол  разлета 

этих фотонов.  

 

Решение 

I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета S, 

относительно которой первоначально двигался -мезон, и инерци-

альную систему отсчета S, связанную с -мезоном.  
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II. Воспользуемся инвариантностью величины  

2

2

1

2

1

42 сEcm
n

i

i

n

i

i 
















 



p .                                               (13.86) 

Запишем эту величину до распада -мезона относительно системы 

отсчета, связанной с ним (S) а сразу после распада – относительно 

лабораторной системы отсчета S: 

    22

1

2

21
42 сEEcm 2pp  ,                                            (13.87) 

где p1 и p2 – импульсы разлетающихся фотонов.  

Учтем также, что для фотонов связь между энергией и импульсом 

имеет вид: 

cp
2
1

1
c

E
 ,                                                                               (13.88) 

cp
2
2

2
c

E
 .                                                                               (13.89) 

III. Преобразуем (13.87): 
2

21
22

2
22

1
2
221

2
1

42 22 cccEEEEcm pppp  ,                (13.90) 

подставим (13.88) и (13.89) в (13.90) и представим скалярное про-

изведение импульсов частиц через угол  между ними:  

cos22 2121
42 EEEEcm  .                                                  (13.91) 

Используя известные тригонометрические формулы, окончательно 

получаем: 

2
sin)cos1(2 2

2121
42 

 EEEEcm  ,                                 (13.92) 

21

2

22
sin

EE

mc



.                                                                    (13.93) 
















21

2

2
arcsin2

EE

mc
 .                                                          (13.94) 

Ответ: 















21

2

arcsin2
EE

mc
 . 

 

Задача 13.2.8. (Взаимосвязь между массой и энергией). Сол-

нечная постоянная (плотность потока энергии, излучаемая Солн-
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цем) равна 31036.1 I Вт/м2. Расстояние от Солнца до Земли равно 
8105.1 R  км. Найдите массу m вещества Солнца, которая пре-

вращается в энергию за одну секунду. 

 

Решение 

I. Выберем инерциальную систему отсчета, связанную с Солн-

цем, ось X которой направлена от Солнца к Земле.  

II, III. Энергия, переносимая через площадь сферы, радиус ко-

торой равен расстоянию от Солнца до Земли, равна: 
24 RIE  .                                                                          (13.95) 

Связь между массой и энергией имеет вид: 

2mcE  .                                                                           (13.96) 

Из (13.95) и (13.96) имеем: 

2

2 )4(
Δ

c

RI
m


 .                                                                       (13.97) 

Подставляя численные данные из условия задачи, получаем: 
9103.4Δ m  кг. 

Ответ: 
9

2

2

103.4
)4(

Δ 
c

RI
m


кг. 

 

Задача 13.2.9. (Энергетический выход ядерной реакции, де-

фект масс). Найти энергетический выход ядерной реакции: 

HeHLi 4
2

1
1

7
3 2 . Измеренные массы ядер составляют: 

)(7
3Lim = 7,0160 а.е.м., )(1

1Hm = 1,0078, )( 4
2Hem =4,0024 a.e.м.   

 

Решение 

I. Задачу решаем относительно инерциальной лабораторной 

системы отсчета. 

II. Применим к данной реакции закон сохранения полной энер-

гии: 

321 EEE  ,                                                                           (13.98) 

где 1E , 2E , 3E  – полные энергии частиц, участвующих в реакции.  

Полная энергия частицы может быть представлена в виде: 

TmcE  2
,                                                                           (13.99) 
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где T – кинетическая энергия частицы.  

III. Подставим выражения для полной энергии частиц (13.98) в 

(13.99): 

)()()( 3
2

32
2

21
2

1 TcmTcmTcm  ,                                (13.100) 

где )(7
31 Limm  , )(1

12 Hmm  , )( 4
23 Hemm   – массы ядер, T1, T2, T3 – 

соответственно, их кинетические энергии.  

Преобразуем выражение (13.96) следующим образом: 

)()( 213
2

321 TTTcmmm  .                                               (13.101) 

В левой части (13.101) стоит выражение для дефекта масс состав-

ного ядра. В правой части – приращение суммарной кинетической 

энергии рассматриваемых ядер. Это приращение называется энер-

гетическим выходом ядерной реакции. Обозначим эту величину Q: 

)( 213 TTTQ  .                                                                         (13.102) 

Подставляя в (13.102) численные данные из условия задачи и учи-

тывая, что 1 а.е.м. = 931, 4 МэВ, получаем: Q = 17,7 МэВ. 

 

13.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 13.4.1 ([3], 1.428). Какую работу надо совершить, 

чтобы увеличить скорость частицы с массой т  от 0,60с до 0,80с? 

Сравнить полученный результат со значением, вычисленным по 

нерелятивистской формуле.  

Ответ: 
242,0 mcA   вместо 

214,0 mc .  

 

Задача 13.4.2 ([3], 1.431). Найти зависимость импульса ча-

стицы с массой т  от ее кинетической энергии. 

Ответ: cmcTTp /)2( 2 .  

 

Задача 13.4.3 ([3], 1.434). Сколько энергии (в расчете на еди-

ницу массы) необходимо затратить, чтобы сообщить первоначаль-

но покоившемуся космическому кораблю скорость υ  = 0,980с ? 

Ответ: 
 

2

2
1

/1

1
c

cm

E






















= 3,6∙1017 Дж/кг.  
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Задача 13.4.4 ([3], 1.435). Частица массы т  в момент t  = 0 

начинает двигаться под действием постоянной силы F. Найти ско-

рость  частицы и пройденный ею путь в зависимости от времени t .  

Ответ: 
 2/1 Ftmc

с


 , 

 

F

mсmcFt

s

22
1/1 





 

 .  

 

Задача 13.4.5 ([3], 1.440). Показать, что величина Е2–р2с2  

является инвариантом, т.е. имеет одно и то же значение во всех 

инерциальных системах отсчета. Каково значение этого инвариан-

та? 

Ответ: m2c4. 

 

Задача 13.4.6 ([2], 1.441). Две частицы, каждая массы т ,  ле-

тят навстречу друг другу с одинаковой скоростью V .  Найти V ,  

если масса образовавшейся при столкновении частицы равна М .  

Ответ:  2/21 Mmс  .  

 

Задача 13.4.7 ([3], 1.442). Нейтрон с кинетической энергией 

Т  = 2тс2 ,  где т  –  его масса, налетает на другой, покоящийся 

нейтрон. Найти в системе их центра масс: а) суммарную кинетиче-

скую энергию T
~

 нейтронов; б) импульс р  каждого нейтрона. 

Ответ:  а) 12/12
~ 22  mcTmcT ,  

б) 
2

mT
p  .  

 

Задача 13.4.8 ([2], 770). При распаде некоторой частицы по-

являются две частицы с массами m1 и т2. Из опыта известны абсо-

лютные величины импульсов р1 и р2 этих частиц и угол θ между 

направлениями их разлета. Найти массу распавшейся частицы. 

Ответ:  
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ГЛАВА 14 

КИНЕМАТИКА  

АБСОЛЮТНО ТВЕРДОГО ТЕЛА 

 

14.1. Теоретический материал 

Абсолютно твердое тело – тело (система материальных то-

чек), расстояния между двумя любыми материальными точками 

которого можно считать постоянными в условиях данной задачи.  

Рассмотрим движение абсолютно твердого тела относительно 

лабораторной системы отсчета S. Для этого жестко свяжем систему 

отсчета S' с этим телом. Таким образом, интересующее нас абсо-

лютно твердое тело выступает в качестве тела отсчета системы S'.  

Запишем формулы, связывающие кинематические характери-

стики некоторой материальной точки относительно двух произ-

вольно движущихся относительно друг друга систем отсчета S и S' 

(см. Главу 4): 
'rRr  ,                                                                                 (14.1) 

  'υωr'Vυ  ,                                                                     (14.2) 

       'aωυ'2ωr'ωr'ωAa   .                                       (14.3) 

Здесь )(tr , )(' tr   радиус-векторы, )(tυ , )(' tυ   скорости и 

)(ta , )(' ta   ускорения некоторой материальной точки относи-

тельно систем отсчета S и S' соответственно; )(tR , )(tV  и )(tA  – 

радиус-вектор, скорость и ускорение начала системы отсчета S', 

которое может и не совпадать с материальной точкой рассматрива-

емого абсолютно твердого тела; )(tω  и )(tω  – угловая скорость и 

угловое ускорение системы S' (абсолютно твердого тела) вокруг 

оси вращения, проходящей через начало системы отсчета S' 

(рис. 6.1).  

Если некоторая материальная точка M (см. рис. 6.1) принадле-

жит абсолютно твердому телу (телу отсчета системы S'), то, по-

скольку 0'υ  и 0'a , для этой точки:  

'rRr  ,                                                                                 (14.4) 

 ωr'Vυ  ,                                                                            (14.5) 

    ωr'ωr'ωAa   .                                                            (14.6) 
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Из уравнения для скорости произвольной материальной точки 

абсолютно твердого тела (6.5) следует принцип суперпозиции дви-

жений (материальных точек) абсолютно твердого тела.  

Принцип суперпозиции движений абсолютно твердого тела 
– любое перемещение абсолютно твердого тела (материальных то-

чек этого тела) в пространстве можно представить как суперпози-

цию последовательно осуществляемых поступательного движения 

этого тела (параллельного переноса со скоростью V ) и поворота 

вокруг оси вращения (вращательного движения с угловой скоро-

стью ω ).  

Поступательное движение абсолютно твердого тела – движе-

ние, при котором прямая, соединяющая любые две материальные 

точки тела, перемещается параллельно самой себе. Для описания 

поступательного движения абсолютно твердого тела достаточно 

описать движение любой материальной точки этого тела.  

Произвольное движение абсолютно твердого тела (и жестко 

связанной с ней системы отсчета S') однозначно задается законом 

движения любой материальной точки тела (начало системы отсчета 

S' совпадает с этой точкой тела) )(tR  и законом изменения угловой 

скорости вращения тела (системы отсчета S') относительно этой 

точки )(tω . 

Число степеней свободы механической системы – число не-

зависимых физических величин, так называемых обобщенных ко-

ординат, однозначно определяющих положение тел системы в 

пространстве.  

Рис. 14.1. Радиус-векторы произвольной материальной точки M 

абсолютно твердого тела в лабораторной системе отсчета S и 

системе отсчета S', связанной с телом. 
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У абсолютно твердого тела шесть степеней свободы. Напри-

мер, три координаты произвольной материальной точки тела, два 

угла, задающих направление прямой, соединяющей две точки и 

угол поворота тела вокруг этой прямой.  

Плоское движение абсолютно твердого тела 
Плоское движение – движение тела, при котором траектории 

всех материальных точек тела лежат в параллельных плоскостях. В 

случае плоского движения абсолютно твердое тело имеет три сте-

пени свободы.  

Вращательное движение абсолютно твердого тела вокруг не-

подвижной оси – плоское движение, при котором материальные 

точки тела двигаются по окружностям с центрами, лежащими на 

этой оси, называемой осью вращения. В этом случае абсолютно 

твердое тело обладает одной степенью свободы.  

При плоском движении скорость )(tυ  и ускорение )(ta  мате-

риальной точки абсолютно твердого тела лежат все время в плос-

кости движения P этой точки (см. рис. 14.2).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Действительно, пусть constn  – единичный вектор нормали к 

плоскости движения, тогда 

  0
d

d











t

r
nnυ , 

 
      0




naυnυn

nυ


t
.                  (14.7) 

Рис. 16.2. Кинематические характеристики материальной точки 

М абсолютно твердого тела при его плоском движении. 
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Угловая скорость ω  и угловое ускорение ω  абсолютно твер-

дого тела в случае плоского движения всегда перпендикулярны 

плоскости движения.  

Действительно, умножим обе части уравнения взаимосвязи 

скоростей (16.5) скалярно на нормаль к плоскости движения. Так 

как результат будет справедлив при любых )(tV  и )(' tr , то: 

       0'

00




ωrnnVnυ , 

Vn , ωn ||  и Vω .                                                           (14.8) 

Умножим обе части уравнения взаимосвязи ускорений (16.6) 

скалярно на нормаль к плоскости движения. Так как результат бу-

дет справедлив при любых )(tA  и )(' tr , то: 

           0''

||,000








ωn

ωrωnrωnnAna ,  

An  и ωn || .                                                                         (14.9) 

Покажем, что в случае плоского движения абсолютно твердого те-

ла в любой момент времени найдется такой вектор 0r  , что 

   0' rωωrVυ  .                                                               (14.10) 

Действительно, преобразуя (14.10), получим:  

  0', 0  rrωV , 0' rrd  ,    0,  ωdVn . 

При этом будем искать такой вектор d , что nd  , тогда: 

               0

0





nωdnVnωdndωnVωdnnV 
, 

 
 

 


nV

nω

nV
d  .                                                                   (14.11) 

И, наконец, найдем радиус-вектор нового начала системы отсчета 

0R , для которой будет выполняться соотношение (14.10): 

00' rRrRr  ,  

 


nV
RdRrrRR  00 ' .                                       (14.12) 

Итак, плоское движение абсолютно твердого тела в течение 

бесконечно малого интервала времени можно представить, как 
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"чистый" поворот относительно некоторой оси – мгновенной оси 

вращения.  

На рис. 14.3 изображена векторная диаграмма скоростей мате-

риальных точек тела, лежащих в плоскости движения на одной 

прямой, проходящей через мгновенную ось вращения.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Как видно на рис. 14.3, в этом случае выполняется соотноше-

ние: 

i

i

RRR


  

2

2

1

1 ,                                                          (14.13) 

где i  – скорость материальной точки абсолютно твердого тела, а 

Ri – расстояние от этой материальной точки до мгновенной оси 

вращения. 

Мгновенная ось вращения – ось вращения, относительно ко-

торой в течение бесконечно малого интервала времени можно 

представить абсолютно твердого тела, как "чистый" поворот, т.е. 

представить скорость движения произвольной материальной точки 

тела в виде (14.10). 

В общем случае положение мгновенной оси вращения изменя-

ется относительно абсолютно твердого тела в выбранной системы 

отсчета – радиус-вектор 0R , задающий положение мгновенной оси, 

является функцией времени (см. (14.12)).  

Мгновенная ось вращения всегда перпендикулярна плоскости 

движения и проходит через неподвижную в данный момент време-

ни материальную точку абсолютно твердого тела или точку про-

странства, которая жестко связана с этим абсолютно твердым те-

лом.  

 

Рис. 14.3. Векторная диаграмма скоростей материальных точек 

абсолютно твердого тела при его плоском движении. 
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Движение абсолютно твердого тела, закрепленного в точке 
Если абсолютно твердое тело (тело отсчета системы S') за-

креплено в точке, покоящейся относительно системы S, то, совме-

стив начала отсчета обеих систем ( 0R , 0V , 0A ), получим:  

'rRr  ,                                                                               (14.14) 

 ωr'υ  ,                                                                                 (14.15) 

    ωr'ωr'ωa   .                                                    (14.16) 

Из уравнения (14.15) для скорости произвольной материаль-

ной точки абсолютно твердого тела, закрепленного в точке, следует 

теорема Эйлера.  

Теорема Эйлера – абсолютно твердое тело, закрепленное в 

точке, может быть переведено из одного положения в любое другое 

одним поворотом вокруг неподвижной оси, проходящей через точ-

ку закрепления. Причем это утверждение справедливо как для бес-

конечно малого, так и для конечного поворота. Однако результат 

двух конечных поворотов зависит от их последовательности, в от-

личие от двух бесконечно малых поворотов.  

Если система отсчета S1 с общим началом с системой S враща-

ется относительно нее с угловой скоростью Ω  и абсолютно твер-

дое тело, закрепленное в начале отсчета этих систем, вращается с 

угловой скоростью 1ω  относительно системы S1, то в соответствии 

с (16.5): 

          '','''' 11

0

ωrrωΩrωΩrυΩrVυ 


,            (14.17) 

.ωΩω 1                                                                             (14.18) 

Здесь υ   скорость материальной точки абсолютно твердого тела 

относительно системы S, ω   угловая скорость вращения абсо-

лютно твердого тела относительно той же системы.  

Как видим, угловая скорость ω  вращения данного тела, за-

крепленного в точке относительно первой системы отсчета, будет 

равна сумме угловых скоростей второй системы отсчета 1ω  и тела 

относительно этой системы 2ω . 
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Как и в случае плоского движения, движение абсолютно твер-

дого тела, закрепленного в точке, можно представить как "чистый" 

поворот вокруг мгновенной оси вращения.  

 

16.2. Основные типы задач и методы их решения. 

Большинство задач кинематики абсолютно твердого тела мож-

но условно отнести к следующим типам задач или их комбинаци-

ям: 

а) определение линейной скорости некоторой точки твердого 

тела,  

б) определение угловой скорости вращения для плоского дви-

жения твердого тела, 

в) определение мгновенной оси вращения при плоском движе-

нии, 

г) определение угловой скорости вращения твердого тела при 

сложном (не плоском) движении твердого тела. 

При решении задачи необходимо последовательно реализовать 

следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений. 

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматривае-

мые тела. 

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систе-

му координат, а также точку (ось), относительно которой 

будет рассматриваться вращение тела (из соображений 

удобства). 

3. Изобразить и обозначить на чертеже все необходимые ки-

нематические характеристики системы. 

4. Выбрать модели тел (если это не сделано в условии задачи) 

и рассмотреть особенности их движения.  

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 
1. Записать уравнения кинематической связи. 

2. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 
1. Решить систему полученных уравнений. 
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2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть характерные случаи, установить об-

ласть применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

14.3. Примеры решения задач 

Задача 14.1. (Плоское движение абсолютно твердого тела). 

Колесо радиусом R катится с проскальзыванием по горизонтальной 

поверхности. Модуль скорости верхней точки обода колеса А, ле-

жащей на вертикальном диаметре, равен A . Модуль скорости 

точки обода колеса B, лежащей на горизонтальном диаметре, равен 

AB 5  . Определить угловую скорость вращения колеса  , ско-

рость движения его центра 0  и положение мгновенной оси вра-

щения колеса M (рис. 14.4).  

 

Решение 

I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, свя-

занную с горизонтальной поверхностью. Направим оси X и Y де-

картовой системы координат так, как показано на рис. 14.4.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Плоское движение колеса в течение бесконечно малого интер-

вала времени можно представить, как "чистый" поворот относи-

тельно мгновенной оси вращения, перпендикулярной плоскости 

движения и проходящей через точку пересечения прямых, перпен-

дикулярных скоростям движения материальных точек колеса (см. 

п. 14.1. Теоретический материал). Поскольку при движении колеса 

Рис. 14.4. Компоненты скоростей точек А, B 

и O колеса относительно осей выбранной 

декартовой системы координат.  
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не происходит его отрыва от горизонтальной поверхности, то ско-

рость нижней точки обода колеса, которая соприкасается с поверх-

ностью, может быть направлена только вдоль поверхности. Следо-

вательно, мгновенная ось вращения проходит через одну из точек 

вертикального диаметра колеса. В общем случае мгновенная ось 

вращения может находиться как выше, так и ниже поверхности, по 

которой катится колесо.  

Пусть yМ – координата мгновенной оси вращения (см. 

рис. 16.4) в лабораторной системе отсчета. Для удобства решения 

задачи введем вторую систему отсчета, движущуюся поступатель-

но вместе с центром колеса со скоростью 0  относительно лабора-

торной системы, с осями координат, параллельными осям лабора-

торной системы координат X и Y.  

II. При решении задачи воспользуемся формулой (14.2), связы-

вающей скорости материальной точки в лабораторной и движу-

щейся системах отсчета (см. п. 14.1. Теоретический материал). В 

движущейся со скоростью 0  системе отсчета модули скоростей 

точек обода колеса A и B одинаковы и равны R . Для модулей 

этих скоростей относительно лабораторной системы отсчета можно 

записать (см. рис. 14.4): 

R  0A ,                                                                         (14.19) 

222

0B R  .                                                                 (14.20) 

Здесь и далее положительным значениям   соответствует враще-

ние колеса по часовой стрелке.  

Воспользуемся очевидными геометрическими соотношениями 

(см. рис. 14.4): 

0

tg





R
 ,                                                                              (14.21) 

M

tg
yR

R


 ,                                                                        (14.22) 

где  – угол между скоростью точки B и направлением движения 

центра колеса. 

III. Преобразуя систему уравнений (14.19) и (14.20) получаем 

уравнение относительно угловой скорости  вращения колеса: 
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0
2 2

2

B

2

AA2 



RR


 .  

Решая полученное квадратное уравнение, получаем два значе-

ния угловой скорости: 

2

A

2

B
A

2,1 2
2

1

2



 

RR
.  

По условию задачи AB 5  , следовательно:  

R

A
1 4


   и 

R

A
2 3


  .                                                       (14.23) 

Согласно (14.19) этим значениям угловой скорости вращения 

колеса  соответствуют два значения скорости центра колеса: 

A01 3   и A02 4  .                                                         (14.24) 

Используя (14.21) и (14.22) для координаты мгновенной оси 

вращения получаем следующее выражение: 



0
M   Ry .                                                                         (14.25) 

Подставляя (14.23) и (14.24) в (14.25), получаем два значения 

координаты мгновенной оси вращения: 

Ry
4

7
M1  , Ry

3

7
M2  . 

Итак, задача имеет 

два решения. 

1. Скорость центра 

колеса направлена в от-

рицательном направле-

нии оси X, вращение ко-

леса происходит по ча-

совой стрелке, мгновен-

ная ось вращения распо-

ложена на вертикальном 

диаметре ниже точки A, 

но выше центра колеса 

(см. рис. 14.5): 

A01 3  , 
R

A
1 4


  , Ry

4

7
M1  .  

 A 

B 

M 

Y 

0 X 

0υ  

Aυ  

Bυ  

0υ  

R  

  

O 

Рис. 14.5. Положение мгновенной 

оси вращения при вращении коле-

са по часовой стрелке.  
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Рис. 14.7. Положение точек А, В, С, М и N 

колеса относительно осей выбранной декар-

товой системы координат.  

0 X 

 

A 

B 

Y 

0υ  


 

O 

С 

N 



a0 

/2 

М 

2. Скорость центра колеса направлена в положительном 

направлении оси X, вра-

щение колеса происхо-

дит против часовой 

стрелки, мгновенная ось 

вращения расположена 

выше точки A (см. 

рис. 14.6): 

A02 4  , 

R

A
2 3


  ,  

Ry
3

7
M2  . 

Ответ: A01 3  , 
R

A
1 4


  , Ry

4

7
M1  ;  

A02 4  , 
R

A
2 3


  , Ry

3

7
M2  . 

 

Задача 14.2. (Плоское движение абсолютно твердого тела). 

Колесо радиусом R катится без проскальзывания по горизонталь-

ной поверхности с постоянным ускорением а0. Определите модули 

ускорений и скоростей относительно неподвижной системы отсче-

та точек А, В, С, М и N (рис. 14.7) в тот момент, когда скорость 

центра колеса равна 
0υ . 

Точки обода колеса А и 

М лежат на вертикаль-

ном его диаметре, точки 

B и С лежат на горизон-

тальном диаметре 

(рис. 14.7), причем В 

находится на ободе коле-

са, а С − на расстоянии r 

от центра колеса. Точка 

N находится на ободе 

колеса и смещена на угол 

 относительно точки А. 
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Рис. 14.6. Положение мгновенной 

оси вращения при вращении ко-

леса против часовой стрелки.  
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Решение 
I. Выберем инерциальную систему отсчета S, связанную с го-

ризонтальной поверхностью. Направим оси X и Y декартовой си-

стемы координат так, как показано на рис. 14.7.  

Для удобства решения задачи введем вторую, жестко связан-

ную с колесом неинерциальную систему отсчета S', начало отсчета 

которой совпадает с центром масс колеса. Система S' движется 

вместе с центром масс колеса со скоростью  t0υ  и ускорением a0 

относительно лабораторной системы, а также вращается вместе с 

колесом с угловой скоростью )(tω . 

Плоское движение колеса в течение бесконечно малого интер-

вала времени можно представить как "чистый" поворот относи-

тельно мгновенной оси вращения, перпендикулярной плоскости 

движения и проходящей через точку пересечения прямых, перпен-

дикулярных скоростям движения материальных точек колеса. По-

скольку, по условию задачи, колесо катится без проскальзывания, 

скорость нижней точки обода колеса 0М υ , а значит, мгновенная 

ось вращения проходит через точку М. 

II. Скорость и ускорение центра масс колеса связаны следую-

щим соотношением: 

)(00 tυa  . 

При решении задачи воспользуемся формулой, связывающей 

скорости материальной точки в лабораторной S и движущейся S' 

системах отсчета: 

 ωr'υυ  0 ,                                                                          (14.26) 

где )(' tr   радиус-вектор материальной точки относительно систе-

мы отсчета S', то есть вектор, проведенный из точки О колеса в 

рассматриваемую точку, )(tω – угловая скорость системы S' вокруг 

оси вращения, проходящей через начало этой системы отсчета. 

Запишем, используя соотношение (14.26), проекцию скорости 

точки М на ось X системы координат относительно лабораторной 

системы отсчета S:  

      00М  Rttt  .                                                        (14.27) 

Здесь и далее положительным значениям   соответствует враще-

ние колеса по часовой стрелке.  
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Поскольку точки А и В можно рассматривать как частный 

случай точки N при  = 0 и  = /2 (см. рис. 14.8), запишем, ис-

пользуя (14.26), проекции ее скорости на оси системы координат 

относительно лабораторной системы отсчета: 

       cos0Nx Rttt  ,                                                   (14.28) 

     sinNy Rtt  .                                                             (14.29) 

Проекции скоростей точки С на оси X и Y лабораторной си-

стемы отсчета имеют следующий вид: 

   tt 0Cx   ,                                                                         (14.30) 

   rtt  Cy .                                                                         (14.31) 

Тогда модули скоростей точек N и М соответственно равны 

     ttt Ny
22

NxN   ,                                                         (14.32) 

     ttt 2
Cy

2
CxC   .                                                         (14.33) 

Для определения ускорений воспользуемся связью между 

ускорениями материальной точки относительно лабораторной и 

движущейся систем отсчета: 

    ωr'ωr'ωaa  
0 .                                                         (14.34) 

Здесь )(ta   ускорение материальной точки относительно лабора-

торной системы отсчета S; )(0 ta  – ускорение начала системы от-

счета S', )(' tr   радиус-вектор материальной точки относительно 

движущейся системы отсчета S', )(tω  и )(tω  – угловая скорость и 

угловое ускорение системы S' вокруг оси вращения, проходящей 

через начало этой системы отсчета.  

Рис. 14.8. Компоненты скоростей точек С, М и N 

колеса относительно осей выбранной декартовой 

системы координат.  

Оси выбранной декартовой системы координат, 

скорости цилиндра и двух досок  
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Заметим, что  r'ω  и   ωr'ω  являются соответственно тан-

генциальным (a) и нормальным (an) ускорениями точки N (см. 

рис. 14.9). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Воспользовавшись соотношением (14.34), запишем проекции 

ускорений точек N и C на оси X и Y лабораторной системы отсче-

та: 

   sincos 2
0Nx RRata  ,                                         (14.35) 

   cossin 2
N RRta y  ,                                              (14.36) 

  rata 2

0Cx  ,                                                                  (14.37) 

  rta Cy ,                                                                              (14.38) 

где  – проекция вектора углового ускорения на ось декартовой 

системы координат, совпадающую с осью вращения. Величина  

может быть определена путем дифференцирования соотношения 

(14.27): 

Ra   00
 .                                                                         (14.39) 

Модули ускорений точек N и C относительно лабораторной 

системы отсчета равны: 

       2Ny

2

NxN tatata  ,                                                 (14.40) 

       2Cy

2

CxC tatata  .                                                 (14.41) 

III. Используя соотношения (14.27) – (14.33), определим ско-

рости точек N и С относительно лабораторной системы отсчета:  

Рис. 14.9. Компоненты ускорений точек С, М и N 

колеса относительно осей выбранной декартовой 

системы координат. 
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00N sincos  tttt  

    cos120  t ,                                                               (14.42) 

   
 

 
2

0

2

02
0C 1 



















R

r
t

R

rt
tt 


 .  

Подставив значения углов  = 0 и  = /2 в (14.42), определим 

искомые скорости точек А и В: 

 t0A 2          

 t0B 2  .       

Решая систему уравнений (14.35) – (14.42) с учетом (14.27), 

получим модули ускорений для точек N и C: 
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Подставив значения углов  = 0,  = /2 и  =  в (14.43), 

определим ускорения точек А, В и М: 
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Заметим, что модуль скорости точки N можно определить бо-

лее простым способом, рассматривая движение колеса относитель-

но мгновенной оси вращения. 
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Угол /2 в прямоугольном треугольнике АNМ равен половине 

центрального угла АОN (см. рис. 14.7). Тогда скорость точки N 

равна: 

     
2

cos2
2

cos2 0N





 tRtt  .     

В ходе разбора задачи на семинаре следует отметить, что ис-

пользовать понятие мгновенной оси вращения для определения 

ускорений сложно, поскольку положение мгновенной оси меняется 

при перемещении твердого тела. Для определения ускорений необ-

ходимо дифференцировать и орты системы координат, связанной с 

мгновенной осью вращения.  

Ответ: 

      cos120N  tt ,    
2

0C 1 









R

r
tt  ,  

R 2A  , R 2B  , 0М  ,  
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Задача 14.3. (Плоское движение абсолютно твердого тела). 

Катушку, лежащую на горизонтальной поверхности, тянут за намо-

танную на ее внутреннюю цилиндрическую часть нерастяжимую 

нить так, что ее конец движется со скоростью V под углом  к го-

ризонту. При этом катушка катится без проскальзывания, а ее ось 

движется поступательно. Найти скорость движения оси катушки 

0 , если отношение внешнего и внутреннего радиусов катушки 

равно n
r

R
 . 
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Решение 
I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, свя-

занную с горизонтальной поверхностью. Направим оси X и Y де-

картовой системы координат так, как показано на рис. 14.10.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Введем дополнительную ось , совпадающую с направлением 

нити. 

Поскольку по условию задачи катушка катится без проскаль-

зывания, скорость нижней точки катушки 0M   относительно 

лабораторной системы отсчета. 

Так как по условию задачи нить нерастяжима, скорость точки 

В вдоль оси  должна быть равна V относительно лабораторной 

системы отсчета. Будем считать для определенности, что катушка 

движется в положительном направлении оси X. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Рис. 14.11. Проекции скоростей точек В и М на оси X и . 
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Рис. 14.10. Ориентация катушки и нити относительно осей выбран-

ной декартовой системы координат и дополнительной оси . 
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II. Для скорости точки M относительно лабораторной системы 

отсчета можно записать (см. рис. 14.11): 

R  0M .                                                                   (14.44) 

Для проекции скорости точки В на ось , запишем: 

0 cosV r    .                                                          (14.45) 

III. Используя условие равенства нулю скорости точки M 

)0( M  , а также соотношения (14.44) и (14.45), получим: 

rR

V







cos
,   

rR

VR
R







cos
0 . 

Так как по условию задачи R r n , то  

1cos
0







n

Vn
.  

При решении задачи мы предполагали, что катушка движется 

в положительном направлении оси X. Это возможно при условии:  

01cos n .  

Таким образом, в случае, когда  

cos r R  ,  

катушка будет двигаться в положительном направлении оси X, 

в противном случае – в другую сторону.  

При 01cos n  движение без проскальзывания невозможно. 

Ответ: 
1cos

0






n

Vn
.  

 

Задача 14.4. (Плоское движение абсолютно твердого тела). В 

некоторый момент времени скорость центра стержня АВ, движу-

щегося в горизонтальной плоскости, составила угол  =30° с 

направлением стержня (см. рис. 14.12). Величина скорости точки В 

равна B = 2 м/с, а скорость точки А перпендикулярна к скорости 
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точки В. Определите величину скорости 0, с которой движется 

центр стержня в этот момент времени. 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 

I. При решении задачи удобно воспользоваться понятием 

мгновенной оси вращения. Мгновенная ось вращения перпендику-

лярна плоскости и находится на пересечении перпендикуляров, 

проведённых к векторам скоростей точек стержня (А, В и центра 

стержня). Поскольку скорости точек А и В взаимно перпендику-

лярны по условию задачи, то мгновенная ось вращения будет пере-

секать плоскость чертежа в точках, лежащих на окружности, диа-

метром которой является отрезок АВ (рис. 14.13).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Проведя перпендикуляр к скорости точки О, являющейся цен-

тром стержня, определим две возможных мгновенных оси враще-

ния. Мгновенные оси вращения могут проходить через точки M и 

Рис. 14.12. Ориентация вектора скоро-

сти центра стержня. 

А O 



B 



Рис. 14.13. Нахождение мгновенной оси 

вращения стержня. 

А 
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O 
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N, являющиеся точками пересечения окружности и проведенного к 

скорости 0 перпендикуляра. 

II. В случае, когда мгновенная ось проходит через точку M, 

скорость точки В и скорость, с которой движется центр стержня в 

этот момент времени равны: 

BM B , OM0  , 

где  − угловая скорость вращения стержня.  

В случае, когда мгновенная ось проходит через точку N, ско-

рость точки В и скорость, с которой движется центр стержня в этот 

момент времени равны: 

BN B , OM0  . 

III. В первом случае искомая скорость равна 

BM

OM
0  B . 

В треугольнике МОВ угол МОВ равен 120. Пусть радиус 

окружности равен R, тогда 3sin602BM RR  . Отсюда  

3

3
2

3

3

3
0  BB

R

R
 м/с. 

Во втором случае искомая скорость равна  

BN

OM
0  B . 

Поскольку в треугольнике NОВ угол NОВ равен 60, RNB . 

Отсюда  

20  B м/с. 

Ответ:  
3

3
2

3

3
0  B м/с; 20  B м/с. 

 

Задача 14.5. (Вращательное движение абсолютно твердого 

тела вокруг оси, вращающейся относительно неподвижной в про-

странстве оси). Два соосных колеса с радиусами r1 и r2 (r1 < r2) 

вращаются в одну сторону с постоянными угловыми скоростями 

1ω  и 2ω  ( 21 ω ). Между колесами зажато третье колесо радиу-

сом r3 = (r2 – r1)/2, движущееся без проскальзывания (рис. 14.14). 

Найти угловую скорость ω  вращения третьего колеса и скорость 

0  его центра.  
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Решение 
I. Обозначим точки соприкосно-

вения третьего колеса с первым и 

вторым точками B и A соответствен-

но. Для третьего колеса, зажатого 

между двумя вращающимися коле-

сами, скорости точек A и B совпада-

ют со скоростями точек, находящих-

ся на ободах соответствующих колес 

(см. рис. 14.14).  

II. Поскольку первое и второе 

колеса вращаются с угловыми ско-

ростями 1ω  и 2ω , скорости движе-

ния точек A и B при вращении этих 

колес равны: 

22A r  ,                                                                               (14.46) 

11B r  .                                                                                 (14.47) 

При решении задачи удобно воспользоваться понятием мгно-

венной оси вращения для третьего колеса (см. 

п. 14.1. Теоретический материал), относительно которой колесо 

вращается с угловой скоростью ω . В данном случае эта ось пер-

пендикулярна плоскости чертежа и пересекает прямую, проходя-

щую через точки O, B и A. Пусть мгновенная ось вращения лежит 

между точками O и B на расстоянии rx от точки O, тогда:  

 31A 2rrr x   ,                                                               (14.48) 

 xrr  1B  ,                                                                       (14.49) 

при этом для скорости центра третьего колеса можно записать:  

 310 rrr x   .                                                                  (14.50) 

III. Решая систему уравнений (14.46)  (14.49) относительно 

угловой скорости вращения третьего колеса ω , получаем: 

3

1122

2r

rr 



 .                                                                     (14.51) 

Подставляя (14.51) в (14.50), получаем искомую скорость цен-

тра третьего колеса:  

2

2211
0

rr 



 .                                                                     

 

O 
M 

A 
B 

1r  

2r  

3r  

2  
1  

Рис. 14.14. Взаимное рас-

положение колес. 
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Ответ: 
2

2211
0

rr 



 . 

 

Задача 14.6. (Движение абсолютно твердого тела с одной не-

подвижной точкой). Конус, высота которого h = 4 см и радиус ос-

нования r = 3 см, катится по горизонтальной поверхности без про-

скальзывания, имея неподвижную вершину в точке O (рис. 14.15. 

Определить угловую скорость вращения конуса относительно ла-

бораторной системы отсчета, связанной с поверхностью, если ко-

нус делает один оборот вокруг оси OZ за время T = 3 с. 

 

Решение 

I. В соответствии с условием задачи выберем лабораторную 

систему отсчета, жестко связанную с горизонтальной поверхно-

стью. При этом ось Z системы направим перпендикулярно поверх-

ности, а начало отсчета совместим с неподвижной вершиной кону-

са O (см. рис. 14.15).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В соответствии с принципом суперпозиции движений движе-

ние каждой материальной точки конуса (за исключением точек, 

лежащих на оси конуса OC) относительно выбранной лаборатор-

ной системы отсчета можно рассматривать как суперпозицию двух 

движений – вращение с угловой скоростью 1ω  вокруг оси конуса 

OC и вращение с угловой скоростью 2ω  вокруг оси Z. Точки, ле-

жащие на прямой OA соприкосновения конуса с поверхностью, в 

 

X 

Y 

Z 

ω  

r  
С 

A 

h 

O 

Рис. 14.15. Взаимное расположение конуса и 

осей выбранной декартовой системы координат. 
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данный момент времени покоятся, так как нет проскальзывания. 

Эта прямая является мгновенной осью вращения, вокруг которой 

конус вращается с угловой скоростью 21 ωωω  .  

II. Материальная точка C в центре основания конуса участвует 

только в одном движении  вращении вокруг оси Z с радиусом R 

(см. рис. 14.16). При этом ее 

скорость в соответствии с усло-

вием задачи равна: 

R
T

R



2

2C  .       (14.52) 

Можно считать, что в тече-

ние бесконечно малого интерва-

ла времени точка C вращается 

вокруг мгновенной оси враще-

ния OA с угловой скоростью ω . 

Следовательно, скорость материальной точки C в центре основания 

конуса относительно лабораторной системы отсчета равна:  

f C ,                                                                               (14.53) 

Как видно на рис. 14.14, для R и f выполняются следующие 

соотношения: 

22 fh

h

f

r


 ,                                                                    (14.54) 

22 fhR  .                                                                        (14.55) 

III. Решая систему уравнений (14.52) и (14.55), получаем: 

Tf

R 


2
 .  

Из (14.54) и (14.55) определяем R и f: 

22 hr

rh
f


 , 

22

2

hr

h
R


 .  

Искомая угловая скорость вращения конуса вокруг мгновен-

ной оси относительно лабораторной системы отсчета равна: 


Tr

h 


2
2,79 рад/с.  

Z 

O 

C R 

f 

A 
ω
 2 

1 

Рис. 14.16. Ориентация угловых 

скоростей вращения конуса.  
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Проанализируем полученный результат. В частности, убедим-

ся, что выполняется соотношение между угловыми скоростями 

вращения конуса: 

ωωω  21 .  

Определим модуль угловой скорости 1ω . Для этого воспользу-

емся тем, что точка A, лежащая на мгновенной оси вращения, 

участвует в двух движениях, при этом ее скорость относительно 

лабораторной системы отсчета равна нулю: 

012  rOA  .                                                              (14.56) 

Следовательно, угловая скорость вращения конуса вокруг оси 

OZ в соответствии с (14.56) и рис. 14.15 равна: 

r

rh 22

21


  .                                                                 (14.57) 

Направления векторов 1ω , 2ω , и ω  показаны на рис. 14.17.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Вектор 1ω  направлен вдоль оси конуса OC, 2ω  – вдоль оси Z 

лабораторной системы отсчета, ω  – вдоль мгновенной оси враще-

ния. Все три вектора лежат в одной плоскости и составляют прямо-

угольный треугольник (см. рис. 14.17). Используя соотношения 

(14.56) и (14.57), убеждаемся, что 

2

2

2
2

22

22
2

2

2

2

2

1 1  

















r

h

r

rh
.  

Рис. 14.17. Ориентация векторов угловых скоростей вращения 

конуса 1, 2 и . 
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Ответ: 
Tr

h 


2
2,79 рад/с. 

 

Задача 14.7. (Вращательное движение абсолютно твердого 

тела вокруг подвижной в пространстве оси). Твердое тело враща-

ется с постоянной угловой скоростью ω0 = 0,5 рад/с вокруг гори-

зонтальной оси ОВ. В момент t = 0 ось ОА начали поворачивать 

вокруг вертикали с постоянным угловым ускорением 

β0 = 0,1 рад/с2. Найти угловую скорость и угловое ускорение тела 

через t = 5 с. 

 

Решение 

I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, свя-

занную с неподвижным наблюдателем. Направим ось X декартовой 

системы координат вдоль горизонтальной оси ОА, а ось Y – верти-

кально вверх. Угловая скорость тела ω0 направлена вдоль оси X, а 

угловое ускорение β0 – вдоль оси Y. 

II. Угловая скорость вращения тела относительно вертикаль-

ной оси равна t01 βω  . Угловая скорость тела определяется как 

векторная сумма угловых скоростей (см. 14.18): 

t0010 βωωωω  .                                                          (14.58) 

Угловое ускорение тела является суммой двух слагаемых: 

0
010 β

ωωωω
β 

dt

d

dt

d

dt

d

dt

d
.                                         (14.59) 

Для определения 
dt

d 0ω  рас-

смотрим, как изменяется ориен-

тация вектора угловой скорости 

0 при повороте тела относи-

тельно оси вращения ОА (рис. 

14.18). 

Как видно на рис. 14.18, ве-

личины d и d связаны соот-

ношением: 

 00 dd ωω  .  

Тогда: 

Рис. 14.18. Изменение ориентации 

вектора угловой скорости враще-

ния твердого тела ω0 за время ∆t. 
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   00010
0

d

d

d

d
ωβωωω

ω
t

tt












,                                        (14.60) 

так, как
dt

d
1


ω . 

III. Поскольку вектора ω0 и ω взаимно перпендикулярны, мо-

дуль угловой скорости равен: 

        7,051,05,0
222

0

2

0  t  рад/с. 

Объединяя (14.59) и (14.60), определим искомое угловое уско-

рение:  

  000 βωββ  t .                                    

Модуль углового ускорения равен: 

        2,055,011,01
22

00

2

00

2

0  tt   рад/с2. 

Ответ:     7,0
2

0

2

0  t  рад/с, 

  2,01
2

00  t  рад/с2. 

 

Задача 14.8. Два твердых тела вращаются вокруг неподвиж-

ных взаимно перпендикулярных пересекающихся осей с постоян-

ными угловыми скоростями ω1 = 3 рад/с и ω2 = 4 рад/с. Найти уг-

ловую скорость и угловое ускорение одного тела относительно 

другого. 

 

Решение 

I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, свя-

занную с неподвижным наблюдателем. Направим ось X декартовой 

системы координат вдоль угловой скорости ω1, а ось Y – вдоль уг-

ловой скорости ω2.  

II. Угловая скорость первого тела, вращающегося с угловой 

скоростью ω1 относительно неподвижного наблюдателя, относи-

тельно второго тела равна: 

211 ωωω  .  

Относительное угловое ускорение можно получить, используя 

результат предыдущей задачи 14.7.  

 21ωωβ  . 
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III. Поскольку вектора ω1 и ω2 взаимно перпендикулярны, мо-

дуль угловой скорости ω равен: 

    543 222

2

2

1   рад/с. 

В силу взаимной перпендикулярности векторов ω1 и ω2, мо-

дуль относительного углового ускорения равен  

1221  ωωβ  рад/с2. 

Ответ:     543 222

2

2

1   рад/с, 

1221  ωωβ  рад/с2. 

 

14.4. Задачи для самостоятельного решения  

Плоское движение 

Задача 14.4.1 ([1], 1, с. 226). Две параллельные рейки движут-

ся в одну сторону с постоянны-

ми скоростями 1 и 2 относи-

тельно лабораторной системы 

отсчета XY. Между рейками 

зажата катушка с радиусами R и 

r, которая движется вдоль реек 

без проскальзывания 

(рис. 14.19). Найти координату 

yм мгновенной оси вращения, 

угловую скорость вращения  

катушки и скорость  ее оси.  

Ответ: 
21

2
м

)(










rR
y , 

)(

21

rR 





 , 

rR

rR




 21 

 . 

 

Задача 14.4.2 ([2], 59). Колесо радиусом R катится без сколь-

жения по горизонтальной дороге со скоростью 0 (рис. 14.20). 

Найти горизонтальную компоненту x линейной скорости движе-

ния произвольной точки на ободе колеса, вертикальную компонен-

ту y этой скорости и модуль полной скорости для этой точки. 

Найти значение угла  между вектором полной скорости точек на 

ободе колеса и направлением поступательного движения его оси. 

Показать, что направление вектора полной скорости произвольной 

точки А на ободе колеса всегда перпендикулярно прямой АВ и 

Рис. 14.19. Взаимное расположение 

системы тел и осей декартовой си-

стемы координат. 

 

0 

X 

Y 

1 

2 

R r 
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проходит через высшую точку катящегося колеса. Показать, что 

для точки А ВAполн   . 

Построить график распре-

деления скоростей для 

всех точек на вертикаль-

ном диаметре (в данный 

момент времени) катяще-

гося без скольжения коле-

са. 

Выразить все искомые 

величины через 0, R и 

угол , составленный 

верхним вертикальным радиусом колеса и радиусом, проведенным 

из центра колеса О в исследуемую точку его обода А. 

Указание. Движение точек обода колеса можно рассматривать 

как результат сложения двух движений: поступательного движения 

со скоростью 0 оси колеса и вращения вокруг этой оси. Для этих 

точек при отсутствии скольжения колеса модули векторов скоро-

сти поступательного движения и линейной скорости, обусловлен-

ной вращением, равны друг другу.  

Ответ:  
2

cos2cos1 2
00x


  ,  sin0y  ,  

2
cos2 0полн


  , 

22
tgarctg


 








 . 

 

Задача 14.4.3 ([2], 62). Колесо радиусом R равномерно катится 

без скольжения по горизонтальному пути со скоростью . Найти 

координаты x и y произвольной точки А на ободе колеса, выразив 

их как функции времени t или угла поворота колеса , полагая, что 

при t = 0  = 0, x = 0, y = 0. По найденным выражениям для x и y 

построить график траектории точки на ободе колеса.  

Ответ:    ttRRx  sinsin  , 

   tRRy  cos1cos1  ,  

где t   
и R   − угловая скорость вращения колеса. 

Траекторией точек, находящихся на ободе движущегося коле-

са, является простая циклоида, уравнение которой получено в 

параметрическом виде. 

Рис. 14.20. Положение точек А и В на 

катящемся колесе. 

R 

B 

Y 

0 

0υ

 
O 

A 


X 
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Задача 14.4.4 ([2], 63). Пользуясь выражением для полной 

скорости точек, лежащих на ободе катящегося колеса (см. задачи 

14.4.2 и 14.4.3), найти длину полного пути S каждой точки обода 

колеса между двумя ее последовательными касаниями полотна до-

роги. 

Ответ: RS 8 . 

 

Задача 14.4.5 ([2], 64). Автомобиль с колесами радиусом R 

движется со скоростью  по горизонтальной дороге, причем 

Rg2 , где g — ускорение свободного падения. На какую макси-

мальную высоту h может быть заброшена вверх грязь, срывающая-

ся с колес автомобиля? Указать положение той точки на покрышке 

колеса, с которой при данной скорости движения автомобиля грязь 

будет забрасываться всего выше. Сопротивление воздуха движе-

нию отброшенной вверх грязи не учитывать. 

Ответ: 
2

22

max
22 

 gR

g
Rh  , 

2
cos




Rg
 ,  

где  – угловая координата искомой точки на ободе колеса. 

 

Задача 14.4.6 ([2], 65). Используя условия качения колеса из 

задачи 14.4.2 и результаты ее решения, найти горизонтальную и 

вертикальную компоненты вектора ускорения произвольной точки 

на ободе колеса. Указать величину и направление вектора полного 

ускорения точек, лежащих на ободе колеса. 

Ответ: 2
гор ( )sina R  , 2

верт ( )cosa R  ,  

при равномерном вращении полное ускорение всегда направ-

лено к центру колеса.  

 

Вращательное движение 

Задача 14.4.7 ([1], 2, с. 226). Круглый конус высотой h и ради-

усом основания r катится без скольжения по горизонтальной по-

верхности (рис. 14.21). Вершина конуса шарнирно закреплена в 

точке O на уровне центра основания конуса, который движется с 

постоянной по модулю скоростью  . Найти угловую скорость 

вращения конуса  и его угловое ускорение . 
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Ответ: 

2

1 









h
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r


 , 

rh

2
  .  

 

Задача 14.4.8 ([1] 4, с. 227). Кривошип, 

соединяющий оси двух зубчатых колес ра-

диусами R и r, вращается с угловой скоро-

стью   (рис. 14.22). Внутреннее колесо 

неподвижно. Найти угловую скорость вра-

щения внешнего колеса   и его относи-

тельную (по отношению к кривошипу) уг-

ловую скорость вращения отн . 

Ответ: 
r

rR )( 



 , 
r

R
 отн . 

 

Задача 14.4.9 ([2], 68). Некоторое твердое тело одновременно 

вращается с угловыми скоростями 1, 2 = 21, 3 = 31 вокруг 

трех взаимно перпендикулярных мгновенных осей, проходящих 

через одну точку. Найти, как по отношению к названным трем осям 

должна быть ориентирована одна ось, вращение вокруг которой 

могло бы заменить сразу все три указанных независимых враще-

ния. С какой угловой скоростью тогда должно вращаться тело во-

круг найденной новой оси вращения? 

Ответ: Косинусы углов между новой осью вращения и тремя 

прежними осями определяются выражениями cos 1 14  , 

cos 2 14  , cos 3 14  , угловая скорость вращения вокруг 

новой оси будет равна 141 . 

 

Рис. 14.21. Вращение конуса, шарнирно закрепленного в 

точке О, по горизонтальной поверхности. 

 

r  

h 

O 

Рис. 14.22. Кривошип, 

соединяющий оси двух 

зубчатых колес. 

R 

r 
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Задача 14.4.10 ([2], 69). Горизонтальный диск вращается с уг-

ловой скоростью 1 вокруг вертикальной оси. В некоторой точке 

на этом диске на расстоянии R от его оси установлен второй диск, 

ось которого также вертикальна. Второй диск вращается вокруг 

своей оси в ту же сторону, что и первый диск, но с угловой скоро-

стью 2. Где располагается та мгновенная ось вращения, движение 

вокруг которой второго диска будет эквивалентно его участию в 

двух описанных вращательных движениях с угловыми скоростями 

1, и 2? С какой угловой скоростью  должен вращаться второй 

диск вокруг этой мгновенной оси? 

Ответ: Искомая мгновенная ось вращения будет описывать 

окружность с радиусом  212   Rr  вокруг оси первого дис-

ка. Угловая скорость вращения вокруг этой мгновенной оси будет 

21   . 

 

Задача 14.4.11 ([2], 70). Вращение от мотора автомобиля пере-

дается ведущим колесам через дифференциал — устройство, бла-

годаря которому каждое из ведущих колес может вращаться с раз-

ной скоростью. Зачем нужен дифференциал? Почему нельзя оба 

ведущих колеса закрепить жестко на одной оси, которой передает-

ся вращение от мотора? 

Ответ: При повороте автомобиля его внешние и внутренние 

(по отношению к центру закругления дороги) колеса описывают 

разные окружности, т. е. проходят разные пути, и угловая скорость 

вращения колес, если они не скользят по дороге, должна быть раз-

личной. Это условие для задних ведущих колес обеспечивает диф-

ференциал в заднем мосте автомобиля. Колеса, не имеющие приво-

да от мотора, могут вращаться независимо друг от друга с различ-

ной угловой скоростью, так как они установлены на подшипниках. 

 

Задача 14.4.12 ([3], 1.48). Твердое тело начинает вращаться 

вокруг неподвижной оси с угловым ускорением β = αt, где  = 2,0 

10-2 рад/с3. Через сколько времени после начала вращения вектор 

полного ускорения произвольной точки тела будет составлять угол 

 = 60° с ее вектором скорости? 

Ответ:  3 tg4 t = 7 с.  

 



Глава 14. Кинематика абсолютно твердого тела 361 

Задача 14.4.13 ([3], 1.49). Твердое тело вращается, замедляясь, 

вокруг неподвижной оси с угловым ускорением   ~ , где  – 

его угловая скорость. Найти среднюю угловую скорость тела за 

время, в течение которого оно будет вращаться, если в начальный 

момент его угловая скорость была равна 0. 

Ответ: 30  . 

 

Задача 14.4.14 ([3], 1.50). Твердое тело вращается вокруг не-

подвижной оси так, что его угловая скорость зависит от угла пово-

рота  по закону   0 , где 0 и  – положительные посто-

янные. В момент 0t  угол 0 . Найти зависимости от времени:  

а) угла поворота; б) угловой скорости. 

Ответ: а)  /))exp(1( 0t ; 

б) )exp(0 t  .  

 

Задача 14.4.15 ([3], 1.55). Два твердых тела вращаются вокруг 

неподвижных взаимно перпендикулярных пересекающихся осей с 

постоянными угловыми скоростями 1 = 3,0 рад/с и 2 = 4,0 рад/с. 

Найти угловую скорость и угловое ускорение одного тела относи-

тельно другого. 

Ответ:  2
2

2
1  5 рад/с, 21  = 12 рад/с2. 

 

Задача 14.4.16 ([3], 1.58). Твердое тело вращается с постоян-

ной угловой скоростью 0 = 0,50 рад/с вокруг горизонтальной оси 

АВ.  В момент времени 0t  ось АВ начали поворачивать вокруг 

вертикали с постоянным угловым ускорением 0 = 0,10 рад/с2. 

Найти модули угловой скорости и углового ускорения тела через 

t = 3,5 с. 

Ответ:  2000 1  t = 0.6 рад/с.  
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ГЛАВА 15 

ДИНАМИКА ПОСТУПАТЕЛЬНОГО И ВРАЩАТЕЛЬНОГО 

ДВИЖЕНИЯ АБСОЛЮТНО ТВЕРДОГО ТЕЛА. 

ЧАСТЬ 1 

 

15.1. Теоретический материал 

Момент импульса L  материальной точки относительно 

некоторой точки пространства – векторное произведение радиус-

вектора r  материальной точки относительно данной точки про-

странства на ее импульс p  в заданной системе отсчета: 

 rpL  .                                                                                    (15.1) 

Момент импульса L  механической системы относительно 

точки – сумма моментов импульсов iL  материальных точек, вхо-

дящих в систему: 


i

iLL .                                                                                 (15.2) 

Найдем связь между мо-

ментом импульса механиче-

ской системы L  относитель-

но произвольной неподвиж-

ной точки О и моментом им-

пульса этой системы 0L  от-

носительно ее центра масс O' 

в лабораторной системе от-

счета (см. рис. 15. 1). Радиус-

вектор i-ой материальной 

точки ir  относительно точки 

О равен:  

ii rrr  цм ,                                                                               (15.3) 

где цмr  – радиус-вектор центра масс относительно точки О, ir   – 

радиус-вектор материальной точки системы относительно ее цен-

тра масс. 

Момент импульса системы материальных точек относи-

тельно точки О в соответствии с (15.1) и (15.2) равен: 

Рис. 15.1. Связь между радиус-

векторами материальной точки в лабо-

раторной системе отсчета S и в системе 

центра масс S'. 

 mi 

ir  
'ir  

O 

цмr  
O' S 

S' 
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Преобразуем (15.4) с учетом (15.3): 
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ii

i

i ,            (15.5) 

где ip  – импульс i-ой материальной точки механической системы, 

 
i

i

i

iim pυpцм  – импульс центра масс этой системы, 

  
i

ii prL ,0  – момент импульса механической системы относи-

тельно центра масс O' и  цмцмцм , prL   – момент импульса центра 

масс механической системы относительно точки O, в лабораторной 

системе отсчета.  

Введем поступательно движущуюся систему отсчета S', начало 

которой O' совпадает с центром масс механической системы и ося-

ми, ориентированными параллельно осям лабораторной системы 

отсчета (см. рис. 15.1). В соответствии с принципом суперпозиции 

движений (см. п. 1.1 и формулу (1.24) в Главе 1) можно записать: 

ii υυυ  цм ,                                                                              (15.6) 

В соответствии с (15.6) импульс i-ой материальной точки ме-

ханической системы относительно лабораторной системы отсчета 

равен: 

iii m pυp  цм .                                                                         (15.7) 

Подставляя (6.25) в (6.23), получаем: 

          
i

i

i

ii

i

ii m prυrprprprL ,,,,, цмцмцмцмцм  

    









i

i

i

iim prυrpr ,,, цмцмцм .                                  (15.8) 

В соответствии с определением центра масс (см. п.5.1 в Гла-

ве 5) 0
i

iim r , следовательно, выражение (15.8) для момента им-

пульса механической системы относительно произвольной непо-

движной точки О принимает вид: 
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      0цмцмцмцм ,,, LprprprL  
i

i ,                              (15.9) 

  
i

i prL ,0  –момент импульса механической системы относи-

тельно центра масс O' в системе отсчета S'.  

Таким образом, момент импульса механической системы 

относительно неподвижной точки в лабораторной системе от-

счета равен сумме момента импульса центра масс этой системы 

относительно данной точки и момента импульса механической 

системы относительно ее центра масс. Заметим, что момент им-

пульса механической системы относительно ее центра масс в лабо-

раторной системе отсчета и в системе центра масс одинаковы (ср. 

(15.5) с (15.9)).  

Сформулированное утверждение справедливо для абсолютно 

твердого тела, поскольку оно является механической системой. 

В случае вращения абсолютно твердого тела относительно не-

подвижной точки скорость материальной точки и угловая скорость 

вращения тела связаны соотношением (14.15), следовательно, мо-

мент импульса относительно этой точки может быть представлен в 

виде: 

       
i

iiii

i

iii

i

iii mmm )(,, 2
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.                                            (15.10) 

Здесь ir  – радиус-вектор i-ой материальной точки массой im , iυ  – 

ее скорость, 


















z
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ω  – угловая скорость вращения тела и 
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zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

JJJ

JJJ

JJJ

J  – тензор инерции абсолютно твердого тела 

относительно неподвижной точки.  

Диагональные элементы тензора zzyyxx JJJ ,,  называются осе-

выми моментами инерции, а недиагональные yxxy JJ  , zxxz JJ  , 

zyyz JJ   – центробежными моментами инерции. Осевые момен-

ты инерции в соответствии с определением являются моментами 

инерции тела относительно соответствующих осей координат.  

Поскольку тензор инерции тела является симметричным тен-

зором, он обладает главными осями инерции, при записи в кото-

рых диагонализуется:  



















z

y

x

J

J

J

00

00

00

J .                                                                (15.11) 

В этом случае центробежные моменты инерции равны нулю, а 

осевые моменты инерции xJ , yJ  и zJ  называются главными мо-

ментами инерции тела, при этом:  

 ωL J ,                                                                             (15.12) 

где L  и ω  – составляющие момента импульса L  и угловой ско-

рости ω  вдоль главных осей инерции ( zyx ,, ). 

Заметим, что в случае сферической симметрии абсолютно 

твердого тела JJJJ zyx   и согласно (15.10) направления мо-

мента импульса тела и его угловой скорости вращения совпадают: 

ωJωL J .                                                                          (15.13) 

Поскольку в системе центра масс S' абсолютно твердое тело 

вращается с угловой скоростью ω , его момент импульса относи-

тельно центра масс равен: 

ωJLL 0 .                                                                          (15.14) 

Здесь 0J  – тензор инерции абсолютно твердого тела относительно 

его центра масс.  
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Следовательно, выражение для момента импульса механиче-

ской системы относительно неподвижной точки в лабораторной 

системе отсчета равен: 

ωJLL 0цм  .                                                                        (15.15) 

Момент импульса nL  механической системы относительно 

некоторой оси – проекция на эту ось момента импульса относи-

тельно произвольной точки, лежащей на данной оси:  

 nLnL ,                                                                              (15.16) 

где n  – единичный вектор, задающий направление оси. 

Найдем связь между моментом импульса тела nL  относитель-

но некоторой оси в заданной системе отсчета и моментом импульса 

тела n0,L  относительно оси, проходящей через центр масс и парал-

лельной заданной оси, в системе отсчета, связанной с центром 

масс. Умножая скалярно на единичный вектор n  левую и правую 

части соотношения 0цм LLL  , получаем: 

nnn LLL ,0цм,  ,                                                                     (15.17) 

где nLцм,  – момент импульса центра масс тела относительно задан-

ной оси в лабораторной системе отсчета.  

Точка приложения силы – материальная точка, на которую 

действует сила.  

Момент силы относительно точки M  – векторное произве-

дение радиус-вектора r  точки приложения силы на силу F : 

 rFM  .                                                                               (15.18) 

Момент силы относительно оси nM  – проекция на эту ось 

момента силы относительно произвольной точки, лежащей на дан-

ной оси:  

 nMnM .                                                                            (15.19) 

Равнодействующая сил. В ряде случаев, когда несколько сил 

действует на абсолютно твердое тело, их действие можно заменить 

действием одной равнодействующей силы. Это возможно, по-

скольку движение абсолютно твердого тела определяется в общем 

случае совокупностью двух уравнений – уравнением движения 

центра масс тела и уравнением моментов относительно некоторой 

точки, неподвижной относительно инерциальной системы отсчета.  



Глава 15. Динамика поступательного и вращательного движения … Часть 1 367 

Понятие равнодействующей силы можно ввести только для 

совокупности сил, действующих на абсолютно твердое тело, если 

сумма этих сил не равна нулю и если существует точка простран-

ства, относительно которой сумма моментов действующих на тело 

сил равна нулю.  

Равнодействующая pF  совокупности сил  iF , действую-

щих на абсолютно твердое тело, – сила, равная сумме этой сово-

купности сил 
i

iFFp ; точка приложения равнодействующей 

силы совпадает с точкой, относительно которой сумма моментов 

этих сил равна нулю. Точка приложения равнодействующей силы 

не обязательно должна совпадать с одной из материальных точек 

тела, на которое действует совокупность сил.  

Под силой инерции, действующей на произвольно движу-

щееся абсолютно твердое тело, в дальнейшем понимается равно-

действующая сил инерции для материальных точек этого тела (см. 

Главу 9) в неинерциальной системе отсчета, которая движется по-

ступательно относительно инерциальной системы отсчета. В этом 

случае равнодействующая сил инерции приложена к центру масс 

тела.  

Центр тяжести тела – точка приложения равнодействующей 

сил тяжести, действующих на материальные точки этого тела при 

его произвольной ориентации в однородном поле сил тяжести 

(например, вблизи земной поверхности). Центр тяжести тела опре-

деляется только распределением массы в этом теле и может не сов-

падать ни с одной из материальных точек данного тела.  

Уравнения движения абсолютно твердого тела – уравнение 

движения центра масс (см. п.5.1 в Главе 5) и уравнение моментов 

для этого тела относительно инерциальной системы отсчета.  

Уравнение моментов (закон изменения момента импульса) 

для механической системы относительно точки – скорость из-

менения момента импульса системы L относительно данной точки 

в инерциальной системе отсчета равна сумме моментов внешних 

сил ex
M , действующих на систему: 

ex

d

d
M

L


t
,                                                                              (15.20) 

где   
i

ii

i

i
exexex

FrMM . 
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Уравнение моментов (закон изменения момента импульса) 
для механической системы относительно неподвижной оси – 

скорость изменения момента импульса системы nL  относительно 

данной оси в инерциальной системе отсчета равна сумме моментов 

внешних сил ex
nM , действующих на систему: 

ex

d

d
n

n M
t

L
 .                                                                             (15.21) 

Момент инерции тела относительно оси – физическая вели-

чина, равная сумме произведений масс материальных точек, из ко-

торых состоит тело, на квадрат расстояния их до оси: 


i

iirmJ 2
.                                                                           (15.22) 

В случае непрерывного распределения в пространстве массы 

тела, расчет момента инерции тела сводится к вычислению инте-

грала: 

 

V

VrmrJ dd 22  ,                                                            (15.23) 

где r  – расстояние от элемента тела объемом Vd  и массой md ,   

– плотность тела.  

Теорема Гюйгенса  Штейнера – момент инерции тела J  

относительно произвольной оси равен сумме момента инерции те-

ла 0J  относительно оси, проходящей через центр масс тела и па-

раллельной данной и произведения массы тела на квадрат расстоя-

ния между осями: 
2

0 maJJ  .                                                                         (15.24) 

Вычислим моменты инерции однородных тонкого стержня, 

цилиндра и шара относительно осей, проходящих через их центры 

масс.  

Момент инерции тонкого стержня относительно оси, прохо-

дящей через центр масс перпендикулярно стержню, в соответствии 

с (15.23) равен:  

12
d

2/2

/2

2
ст

ml
x

l

m
xJ

l

l

 


,                                                         (15.25) 

где m  масса стержня, l  его длина, x  декартова координата ма-

териальной точки стержня с началом отсчета в центре стержня.  
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Момент инерции однородного цилиндра (диска) относительно 

его оси в соответствии с (15.23) равен:  

2
ddd

2/2

/2 0

2

0

2
ц

mR
zrrrJ

L

L

R

   




 ,                                            (15.26) 

где m, R и L  масса, радиус и длина цилиндра, r и z  цилиндриче-

ские координаты материальной точки цилиндра.  

Момент инерции однородного шара относительно оси, прохо-

дящей через его центр, в соответствии с (15.23) равен:  

  2

0 0

2

0

22

ш
5

2
dddsinsin mRrrrJ

R

   
 

 ,                        (15.27) 

где m и R  масса и радиус шара, r,  и   сферические координа-

ты материальной точки шара.  

Плоское движение абсолютно твердого тела 

Если в качестве оси вращения выбрать ось n , проходящую че-

рез центр масс абсолютно твердого тела, то его уравнениями дви-

жения будут: 

- уравнение движения центра масс (см. п.5.1 в Главе 5) 
ex

цм Fa m ;                                                                            (15.28) 

- уравнение моментов относительно оси n , проходящей через 

центр масс 

ex
0,0,

d

d
nn M

t
J 


.                                                                       (15.29) 

Здесь m  – масса тела, цмa  – ускорение центра масс тела, ex
F  – 

сумма всех внешних сил, действующих на тело, nJ0,  – момент 

инерции тела относительно оси, проходящей через центр масс и 

перпендикулярной плоскости движения,   – угловая скорость 

вращения тела относительно этой оси, ex
0,nM  – сумма моментов 

внешних сил, действующих на тело, относительно той же оси.  

Вращательное движение абсолютно твердого тела  
В случае вращательного движения абсолютно твердого тела 

вокруг неподвижной относительно инерциальной системы отсчета 

оси уравнением движения тела будет уравнение моментов для 

этого тела относительно данной оси, которое принимает вид: 
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ex

d

d
nn M

t
J 


,                                                                         (15.30) 

где nJ  – момент инерции тела относительно оси,   – угловая ско-

рость вращения тела, ex
nM  – сумма моментов внешних сил, дей-

ствующих на тело.  

Заметим, что при рассмотрении плоского движения абсолютно 

твердого тела в ряде случаев удобно записывать уравнение момен-

тов (15.30) относительно неподвижной оси, совпадающей в данный 

момент времени с мгновенной осью вращения.  

 

15.2. Основные типы задач и методы их решения 

Большинство задач динамики твердого тела можно условно 

отнести к следующим типам задач или их комбинациям. 

а) определение углового ускорения при плоском движении 

твердого тела, 

б) определение ускорения центра масс твердого тела при одно-

временном вращательном и поступательном плоском движении 

твердого тела, 

в) определение сил взаимодействия между твердыми телами 

при их движении (силы трения, силы упругости). 

При решении задачи необходимо последовательно реализовать 

следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматривае-

мые тела. 

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систе-

му координат, а также точку (ось), относительно которой 

будет рассматриваться вращение тела (из соображений 

удобства). 

3. Изобразить и обозначить на чертеже все необходимые силы 

и кинематические характеристики системы. 

4. Выбрать модели тел (если это не сделано в условии задачи) 

и рассмотреть особенности их движения.  

5. Провести анализ действующих на тела системы сил и их 

моментов относительно выбранной точки (оси) вращения.  
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II. Записать полную систему уравнений по отношению к 

искомым величинам. 

1. Записать уравнения движения для тел системы в выбранной 

системе отсчета. 

2. Записать уравнения моментов для тел системы относительно 

выбранных осей. 

3. Записать законы, описывающие индивидуальные свойства 

сил. 

4. Записать моменты сил, действующих на тела системы. 

5. Записать моменты инерции тел относительно выбранных 

осей вращения. 

6. Записать уравнения кинематической связи. 

7. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 
1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть характерные случаи, установить об-

ласть применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

15.3. Примеры решения задач 

Задача 15.1. (Плоское движение абсолютно твердого тела). С 

наклонной поверхности клина с углом   при вершине скатывается 

без проскальзывания однородный шар массой m и радиусом R. 

Найти ускорение a центра шара. 

 

Решение 
I. При самопроизвольном скатывании шара по наклонной по-

верхности клина в сторону его ребра движение шара является 

плоским, поскольку все его материальные точки движутся в парал-

лельных плоскостях. Мгновенная ось вращения в данный момент 

времени проходит через точку M (см. рис. 15.2) соприкосновения 

шара с поверхностью параллельно ребру клина (перпендикулярно 

скорости центра масс шара).  
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Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, жест-

ко связанную с наклонной поверхностью, ось X декартовой систе-

мы координат которой направлена вдоль наклонной поверхности 

клина, а ось Y  перпендикулярно, причем плоскость XY парал-

лельна плоскостям, в которых движутся материальные точки шара 

(рис. 15.2).  

На шар в процессе движения действуют три силы – сила тяже-

сти gm , сила трения покоя трF  (проскальзывания нет) и сила реак-

ции опоры N  (рис. 15.2).  

II. Запишем уравнение вращательного движения (уравнение 

моментов (15.30)) для шара относительно неподвижной оси, совпа-

дающей в данный момент времени с мгновенной осью вращения 

(см. рис. 15.2), в лабораторной инерциальной системе отсчета: 




sin
d

d
mgR

t
J  ,                                                                  (15.31) 

где    угловая скорость вращения шара, J  момент инерции ша-

ра относительно мгновенной оси вращения. Моменты силы трения 

и силы нормальной реакции опоры относительно этой оси равны 

нулю. 

Запишем также уравнение кинематической связи между уско-

рением центра масс a и угловым ускорением шара 
td

d
 (вследствие 

движения шара без проскальзывания): 

t
Ra

d

d
 .                                                                               (15.32) 

Рис. 15.2. Ориентация мгновенной 

оси вращения шара относительно 

выбранной системы отсчета. 

 

 
Y 

X 

mg 

N 

M 
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Момент инерции шара относительно мгновенной оси враще-

ния найдем, используя теорему Гюйгенса-Штейнера (15.24): 
2

0 mRJJ  ,                                                                         (15.33) 

где 0J   момент инерции шара относительно оси, проходящей че-

рез его центр масс (15.27), равный  

2
0

5

2
mRJ  .                                                                            (15.34) 

III. Решая систему уравнений (15.31) – (15.33) относительно 

ускорения центра масс шара, получим: 

sin

1

1

2
0

g

mR

J
a



 .                                                               (15.35) 

Учитывая выражение (15.34) для момента инерции шара, по-

лучаем искомое ускорение центра шара: 

sin
7

5
ga  .                                                                           

Определим условия, при которых полученный результат явля-

ется верным. Для движения шара по поверхности клина без про-

скальзывания необходимо, чтобы сила трения в соответствии с за-

коном Амонтона–Кулона (см. п. 4.1 в Главе 4) удовлетворяла не-

равенству: 

NF тр .                                                                                (15.36) 

Здесь   – коэффициент трения. 

Модули сил трения и нормальной реакции опоры можно найти 

из уравнения движения шара, записанного в проекциях на оси X и 

Y выбранной системы координат (см. рис. 15.2): 

трsin Fmgma   ,                                                               (15.37) 

Nmg  cos0 .                                                                   (15.38) 

Решая систему двух уравнений (15.37) – (15.38) и одного нера-

венства (15.36) с учетом найденного ускорения центра шара 

(15.35), получаем условие качения шара без проскальзывания по 

наклонной поверхности клина: 


2

7
tg  .                                                                               
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Ответ: sin
7

5
ga   при 

2

7
tg   . 

 

Задача 15.2. (Плоское движение абсолютно твердого тела). 

На гладкой горизонтальной поверхности лежит доска массой m1 и 

на ней  однородный шар массой m2. К доске приложили постоян-

ную горизонтальную силу F. С какими ускорениями будут дви-

гаться доска а1 и центр шара а2 в отсутствие скольжения между 

ними? 

 

Решение 

I Введем лабораторную инерциальную систему отсчета, оси X 

и Y декартовой системы координат которой направлены так, как 

показано на рис. 15.3. При движении шара по доске вдоль горизон-

тальной поверхности в направлении силы F движение шара являет-

ся плоским.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В лабораторной системе отсчета движение шара будем рас-

сматривать как суперпозицию его поступательного движения и 

вращения шара относительно горизонтальной оси, проходящей че-

рез его центр масс.  

II. Уравнение движения центра масс шара (совпадающего с его 

геометрическим центром) в проекциях на оси X и Y лабораторной 

системы координат имеют вид: 

тр22 Fam  ,                                                                             (15.39) 

gmN 20  ,                                                                           (15.40) 

где Fтр – модуль силы трения покоя, действующей на шар со сторо-

ны доски, N – модуль силы нормальной реакции доски, действую-

щей на шар.  

Рис. 15.3. Ориентация осей лаборатор-

ной системы координат. 

 

m2g 
N 

Fтр 

Y 

X F 
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Доска движется с ускорением а1 в направлении оси X под дей-

ствием силы F и силы трения со стороны шара, модуль которой в 

соответствии с третьим законом Ньютона равен модулю Fтр силы 

трения покоя, действующей на шар со стороны доски.  

Уравнение движения доски относительно лабораторной инер-

циальной системы отсчета в проекции на ось X имеет вид: 

тр11 FFam  .                                                                        (15.41) 

Уравнение моментов (15.29) для шара запишем относительно 

оси вращения, проходящей через его центр масс перпендикулярно 

плоскостям движения всех материальных точек шара: 

RFJ тр0  ,                                                                            (15.42) 

где 0J  – момент инерции шара относительно данной оси, 
td

d
   

– угловое ускорение шара. В (15.42) учтено, что моменты сил тяже-

сти и нормальной реакции доски равны нулю, поскольку линии их 

действия проходят через ось вращения.  

Дополним систему уравнений движения шара и доски (15.39) –

 (15.42) уравнением кинематической связи, которое следует из 

условия отсутствия проскальзывания между шаром и доской: 

Raa  12 .                                                                           (15.43) 

Учтем также, что момент инерции однородного шара относи-

тельно оси, проходящей через его центр масс (6.45) равен: 

2
0

5

2
mRJ  .                                                                            (15.44) 

III. Решая систему уравнений (15.39), (15.41) – (15.44), получа-

ем искомые ускорения доски и центра шара: 

21

1
27

7

mm

F
a


 ,                                                                      (15.45) 

21

2
27

2

mm

F
a


 .                                                                     (15.46) 

Определим условия, при которых движение шара будет проис-

ходить без проскальзывания. Для движения шара по доске без про-

скальзывания необходимо, чтобы сила трения в соответствии с за-

коном Амонтона–Кулона (см. п. 4.1 в Главе 4) удовлетворяла не-

равенству: 

NF тр .                                                                               (15.47) 



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 376 

Здесь   – коэффициент трения. 

Модули сил трения и нормальной реакции опоры находим из 

уравнения движения шара, записанного в проекциях на оси X и Y 

выбранной системы координат (15.39) и (15.40) и подставляем в 

неравенство (15.47). В результате с учетом найденного ускорения 

центра шара (15.46) получим:  

2

27 21 mm
gF


  .                                                                  

Ответ:  

21

1
27

7

mm

F
a


  и 

21

2
27

2

mm

F
a


  при 

2

27 21 mm
gF


  . 

 

Задача 15.3. (Динамика плоского движения абсолютно 

твердого тела). Система тел, 

состоящая из двух грузов, 

связанных между собой с по-

мощью невесомой нерастя-

жимой нити, и двух одинако-

вых блоков, изображена на 

рис. 15.4. Ось левого блока 

закреплена, а правый блок 

свободно лежит на нити. При 

движении тел системы не 

происходит проскальзывания 

нити относительно поверхно-

стей блоков. Считая задан-

ными массы грузов m1 и m2, 

массы блоков M и их радиусы 

R, определить ускорения гру-

зов a1 и a2, а также разности 

сил натяжения нитей по обе 

стороны каждого из блоков. Трением в оси блока пренебречь.  

 

Решение 

I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, 

жестко связанную с точкой подвеса оси левого блока, оси X и Y 

декартовой системы координат которой изображены на рис. 17.4. 

Выберем положительное направление оси вращения, перпендику-

m2g 

T4 

T2 

T1 Mg 

T1 

Y 

X 

T3 

T3 

T2 

m1g 

Рис. 15.4. Силы, действующие на гру-

зы и блоки в выбранной декартовой 

системе координат.  
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лярной плоскости рисунка, как указано на рис. 15.4. В рассматри-

ваемой системе оба груза и незакрепленный блок движутся посту-

пательно вдоль оси X, при этом блоки вращаются вокруг собствен-

ных осей под действием сил натяжения нитей (T1, T2, T3 и T4). По-

скольку массы блоков по условию задачи отличны от нуля, то силы 

натяжения нити слева и справа от блоков различны.  

II. Запишем уравнения движения грузов и центра масс неза-

крепленного блока в проекции на ось X выбранной системы коор-

динат: 

1111 Tgmam  ,                                                                       (15.48) 

2222 Tgmam  ,                                                                     (15.49) 

4322 TTTMgMa  .                                                         (15.50) 

Уравнения моментов для вращающихся блоков относительно 

осей, проходящих через их центры масс (см. рис. 15.4), имеют вид: 

RTRTJ 3110  ,                                                                    (15.51) 

RTRTJ 3420  ,                                                                   (15.52) 

где 1 и 2  угловые ускорения блоков, моменты инерции J0 кото-

рых относительно указанных осей равны: 

2

2

0

MR
J  .                                                                              (15.53) 

Дополним полученную систему уравнений уравнениями кине-

матических связей, следующими из условий нерастяжимости нитей 

и отсутствия проскальзывания нитей по блокам: 

Ra 22  ,                                                                                (15.54) 

Ra 11  ,                                                                                 (15.55) 

122   .                                                                               (15.56) 

В результате получена полная система уравнений для девяти 

неизвестных величин: 1a , 2a , 1T , 2T , 3T , 4T , 1 , 2  и 0J . 

III. Используя уравнения кинематической связи (15.54) –

 (15.56), получим: 

2

1
2

a
a  ,                                                                                (15.57) 

Выразим все силы натяжения нитей через ускорение a1, ис-

пользуя уравнения (15.48), (15.49), (15.51)  (15.53) и (15.57): 

1111 amgmT  ,                                                                       (15.58) 
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1
2

22
2

a
m

gmT  ,                                                                    (15.59) 

1113
2

a
M

mgmT 







 ,                                                          (15.60) 

1114
4

3
aMmgmT 







 .                                                       (15.61) 

Подставляя (15.58) – (15.61) в уравнение (15.50), находим ис-

комое ускорение первого груза в проекции на ось X: 

 
g

Mmm

mmM
a

728

24

21

21
1




 .                                                       (15.62) 

Используя уравнение кинематической связи (15.62), получим 

искомое ускорение второго груза также в проекции на ось X: 

 
g

Mmm

mmM
a

728

22

21

21
2




 .                                                            

Искомые разности сил натяжения нитей с учетом (15.62) рав-

ны: 

 
g

Mmm

mmMM
a

M
TT

728

22

2 21

21
131




 .                                   

 
g

Mmm

mmMM
a

M
TT

728

2

4 21

21
143




 .                                   

Ответ:
 

g
Mmm

mmM
a

728

24

21

21
1




 , 

 
g

Mmm

mmM
a

728

22

21

21
2




 , 

 
g

Mmm

mmMM
TT

728

22

21

21
31




 , 

 
g

Mmm

mmMM
TT

728

2

21

21
43




 . 

 

Задача 15.4. (Динамика плоского движения абсолютно твер-

дого тела). В системе тел, показанной на рис. 6.15, известны масса 

груза m1, масса ступенчатого блока m2, момент инерции блока J0 

относительно его оси и радиусы ступеней блока R1 и R2 (R2 > R1). 

Масса нитей пренебрежимо мала. Найти ускорения груза a1 и цен-

тра масс блока a2 в лабораторной системе отсчета. 
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Решение 
I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, 

жестко связанную с потолком (см. рис. 15.5), ось Y декартовой си-

стемы координат которой направим 

вертикально вниз. В зависимости от со-

отношения между массами тел системы 

блок может как в положительном, так и 

в отрицательном направлении оси Y, 

совершая при этом чисто вращательное 

движение относительно мгновенной оси 

вращения. Поскольку нить, прикреп-

ленная к потолку, нерастяжима, то 

мгновенная ось вращения блока прохо-

дит через точку A соприкосновения 

блока и этой нити. При этом мгновенная 

ось вращения перпендикулярна плоско-

сти чертежа, а ее выбранное положи-

тельное направление указано на рис. 

15.5.  

II. Уравнение движения груза в проекции на ось Y (см. 

рис. 15.5) имеет вид: 

Tgmam  111 ,                                                                       (15.63) 

где T – сила натяжения нити, на которой подвешен груз. 

Уравнение вращательного движения (уравнение моментов) 

блока запишем относительно мгновенной оси вращения в лабора-

торной инерциальной системе отсчета: 

)( 122 RRTgRmJ  .                                                        (15.64) 

Здесь J – момент инерции блока относительно мгновенной оси,  – 

угловое ускорение блока. В (15.63) учтено, что момент силы натя-

жения T0 верхней нити, прикрепленной к потолку (рис. 15.5), отно-

сительно мгновенной оси вращения равен нулю.  

Момент инерции блока относительно мгновенной оси выразим 

через заданный в условии задачи момент инерции J0 относительно 

его оси в соответствии с теоремой Гюйгенса-Штейнера (15.24): 
2
120 RmJJ  .                                                                        (15.65) 

Дополним уравнения (15.63) – (15.65) уравнениями кинемати-

ческой связи, которые следуют из условия нерастяжимости нитей:  

Рис. 15.5. Силы, действу-

ющие на ступенчатый 

блок и груз в выбранной 

декартовой системе коор-

динат. 
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)( 121 RRa   ,                                                                    (15.66) 

12 Ra  .                                                                                 (15.67) 

III. Решая систему уравнений (15.63) – (15.67), получаем вы-

ражения для искомых ускорений груза a1 и центра масс блока a2:  

  
 

 12

0
2
12

2

121

12121
1 RR

JRmRRm

gRmRRm
a 




 ,                                (15.68) 

  
  1

0
2
12

2

121

12121
2 R

JRmRRm

gRmRRm
a




 .                                        (15.69) 

Как видим, ускорения груза и центра блока направлены проти-

воположно при любом соотношении масс груза и блока (см. 

(15.68)) и (15.69))), при этом каждое из тел изначально покоящейся 

системы может как опускаться, так и подниматься в зависимости от 

соотношения масс тел системы и радиусов ступеней блока.  

Если 
12

1

2

1

RR

R

m

m


 , то груз будет опускаться с ускорением 1a  

(15.68), а центр блока будет подниматься с ускорением 

12

1
12

RR

R
aa


 , модуль которого может быть как больше (при 

12 2RR  ), так и меньше ( 12 2RR  ) модуля ускорения груза 1a .  

При обратном соотношении масс груз будет подниматься, а 

центр блока опускаться с тем же соотношением ускорений.  

Заметим, что в частном случае равенства радиусов ступеней 

блока 12 RR   вне зависимости от соотношения масс груза и блока 

ускорение груза 1a  равно нулю, а ускорение центра блока направ-

лено вниз и равно g
JRm

Rm
a

0
2
12

2
12

2


 . Для цилиндрического одно-

родного блока 2
120

2

1
RmJ   и ускорение его центра будет равно 

ga
3

2
2  .  

Ответ: 
  

 
 12

0
2
12

2

121

12121
1 RR

JRmRRm

gRmRRm
a 




 , 
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  1
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2
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12121
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JRmRRm

gRmRRm
a




  

 

Задача 15.5. (Динамика плоского движения абсолютно твер-

дого тела). На лежащую на горизонтальной поверхности катушку 

массой m = 100 г и моментом инерции J0 = 400 гсм2 относительно 

ее оси намотана невесомая нерастяжимая нить. Внешний радиус 

катушки равен R = 4 см, а внутренний – r = 1 см. К концу нити под 

углом  = 60 к горизонтальной поверхности приложена сила 

F = 0.2 Н (см. рис. 15.6).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Найти ускорение центра масс катушки a для случая, когда ка-

тушка движется в горизонтальном направлении без проскальзыва-

ния и величину коэффициента трения, при котором такое движение 

возможно.  

Решение 
I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, оси 

X, Y и Z декартовой системы координат которой направлены так, 

как показано на рис. 15.6. Поскольку движение катушки является 

плоским, то существует мгновенная ось вращения, направленная 

перпендикулярно параллельным плоскостям, в которых двигаются 

материальные точки катушки. В отсутствие проскальзывания 

мгновенная ось вращения проходит через точки соприкосновения 

катушки с горизонтальной поверхностью. Зададим в качестве по-

ложительного направления оси вращения положительное направ-

Рис. 15.6. Силы, действующие на 

катушку в выбранной декартовой 

системе координат. 
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ление оси Z выбранной системы координат, начало отсчета кото-

рой совпадает с одной из точек соприкосновения (рис. 15.6).  

II. Запишем систему уравнений движения катушки вместе с 

намотанной на нее невесомой нитью относительно лабораторной 

инерциальной системы отсчета, в которую войдут уравнение вра-

щательного движения вокруг мгновенной оси вращения и уравне-

ние движения центра масс катушки в проекциях на оси X и Y вы-

бранной системы координат:  

Fd
dt

d
J 


,                                                                             (15.70) 

sin0 FmgN  .                                                             (15.71) 

трcos FFma   ,                                                                 (15.72) 

Здесь J – момент инерции катушки относительно мгновенной оси 

вращения,  – угловая скорость вращения катушки, d – кратчайшее 

расстояние от мгновенной оси вращения до линии действия силы F 

(плечо силы F), Fтр – сила трения покоя, действующая на катушку 

со стороны горизонтальной поверхности, N – сила нормальной ре-

акции опоры.  

Уравнения (15.70) – (15.72) дополним уравнением кинемати-

ческой связи (в силу отсутствия проскальзывания при движении 

катушки), теоремой Гюйгенса-Штейнера (15.24) для момента инер-

ции J и очевидным геометрическим соотношением (см. рис. 15.6): 

R
dt

d
a


 ,                                                                               (15.73) 

2
0 mRJJ  .                                                                         (15.74) 

R
rd


 coscos

.                                                                 (15.75) 

Для определения коэффициента трения, при котором возмож-

но движение без проскальзывания, в соответствии с законом Амон-

тона–Кулона (см. п. 4.1 в Главе 4) запишем: 

NF тр .                                                                                (15.76) 

III. Решая систему уравнений (15.70) – (15.75) относительно 

искомого ускорения центра масс катушки a, получаем: 














R

r

mRJ

FR
a cos

2
0

2

.                                                     (15.77) 



Глава 15. Динамика поступательного и вращательного движения … Часть 1 383 

Для отсутствия проскальзывания катушки относительно гори-

зонтальной поверхности коэффициент трения должен удовлетво-

рять неравенству: 

2
0

0 cos

sin mRJ

mrRJ

Fmg

F












 .                                         

Проанализируем полученный результат. В соответствии с 

(15.77) направление ускорения a определяется знаком выражения 











R

r
cos . В том случае, когда точка пересечения линии дей-

ствия силы F и оси Y лежит левее начала отсчета системы коорди-

нат, катушка будет двигаться слева направо, поскольку 

0cos 
R

r
 . В противном случае качение будет происходить 

справа налево.  

Подставляя численные значения физических величин, задан-

ные в условии задачи, получим для ускорения центра масс катушки 

и коэффициента трения: 

a = 0.4 м/с2,   0,075. 

Ответ: 












R

r

mRJ

FR
a cos

2
0

2

0.4 м/с2, 

2
0

0 cos

sin mRJ

mrRJ

Fmg

F












  0,075. 

 

Задача 15.6. (Динамика плоского движения абсолютно твер-

дого тела). Оси сплошного и тонкостенного цилиндров соединены 

невесомой штангой. Цилиндры скатываются без проскальзывания 

по наклонной поверхности клина с углом при основании   (см. 

рис. 15.7). Радиусы цилиндров одинаковы и равны R, при этом мас-

са сплошного цилиндра равна m1, а тонкостенного  m2. Найти угол 

 , при котором цилиндры будут скатываться без проскальзывания. 

 

Решение 
I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, 

жестко связанную с клином, оси X и Y декартовой системы коор-

динат которой изображены на рис. 15.7. На цилиндры в процессе 

их плоского движения действуют силы тяжести g1m  и g2m , силы 
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трения 1трF  и тр2F , силы нормальной реакции опоры 1N  и 2N , а 

также силы реакции штанги T  (см. рис. 15.7).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II. Запишем уравнения движения центров масс цилиндров в 

проекции на оси X и Y выбранной системы координат: 

1тр11 sin FTgmam   ,                                                      (15.78) 

2тр22 sin FTgmam   ,                                                     (15.79) 

cos0 11 gmN  ,                                                                 (15.80) 

cos0 22 gmN  ,                                                                (15.81) 

При записи уравнений (15.78) и (15.79) учтено, что силы реак-

ции штанги T, действующие на цилиндры, равны по модулю. Это 

легко доказать, используя уравнение движения невесомой штанги в 

проекции на ось X и третий закон Ньютона. Ускорения центров 

масс a  цилиндров также равны, поскольку штангу считаем абсо-

лютно твердым телом.  

Уравнения моментов для цилиндров относительно осей вра-

щения, проходящих через их центры масс, имеют вид (см. (15.29)): 

RFJ 1тр1  ,                                                                            (15.82) 

RFJ 2тр2  .                                                                           (15.83) 

Здесь 1J  и 2J   моменты инерции сплошного и тонкостенного 

цилиндров относительно осей, проходящих через их центры масс 

соответственно;   – угловое ускорение, одинаковое для сплошно-

го и тонкостенного цилиндров в силу уравнения кинематической 

Рис. 15.7. Силы, действующие на цилиндры в 

выбранной декартовой системе координат. 

 

 

N1 

N2 

T 

T 

m1g 

m2g 
Fтр1 

Fтр2 

X 

Y 
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связи, которое следует из условия качения цилиндра без проскаль-

зывания:  

aR  .                                                                                   (15.84) 

Воспользуемся известными выражениями для моментов инер-

ции однородных сплошного (6.44) и тонкостенного цилиндров от-

носительно осей, проходящих через их центры масс: 

2

2
1

1

Rm
J  ,                                                                              (15.85) 

2
22 RmJ  .                                                                              (15.86) 

В соответствии с законом Амонтона–Кулона (см. п. 4.1 в Гла-

ве 4) для сил трения покоя, действующих на цилиндры, справедли-

вы неравенства: 

1тр1 NF  .                                                                              (15.87) 

2тр2 NF  .                                                                             (15.88) 

III. Воспользовавшись соотношениями (15.78)  (15.86), выра-

зим силы нормальной реакции наклонной поверхности клина и сил 

трения покоя со стороны этой поверхности на оба цилиндра через 

величины, заданные в условии задачи, и искомый угол при основа-

нии клина  : 

cos11 gmN  ,                                                                       (15.89) 

cos22 gmN  ,                                                                      (15.90) 

sin
43

1

21

21
тр1 gm

mm

mm
F




 ,                                                    (15.91) 

 
sin

43

2
2

21

21
тр2 gm

mm

mm
F




 .                                                   (15.92) 

Подставляя выражения (15.89)  (15.92) в неравенства (15.87) и 

(15.88), получим условия, при которых качение цилиндров проис-

ходит без проскальзывания: 

21

21 43

mm

mm
tg




  ,                                                                (15.93) 

 21

21

2

43

mm

mm
tg




  .                                                                (15.94) 

Поскольку правая часть неравенства (15.94) меньше правой 

части неравенства (15.93) при любых значениях коэффициента 
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трения  и масс цилиндров m1 и m2, то искомая область значений 

угла при основании клина , при которых цилиндры будут скаты-

ваться без проскальзывания, определяется неравенством (15.94).  

В соответствии с (15.94) область возможных значений угла  

однозначно определяется отношением масс цилиндров при задан-

ном значении коэффициента трения :  

 














1/2

4/3
arctg

21

21

mm

mm
 .                                                     

На рис. 15.8 изображен график зависимости предельной вели-

чины  /tg пр  от отношения массы сплошного цилиндра к массе 

тонкостенного 21 / mm .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Как видим, область значений угла , при которых цилиндры 

будут скатываться без проскальзывания, ограничена сверху пре-

дельным значением пр , которое равно  2arctg  при 21 mm   и 

асимптотически стремится к значению 









2

3
arctg  при неограни-

ченном увеличении отношения масс цилиндров 21 / mm  

Ответ: 
 















1/2

4/3
arctg

21

21

mm

mm
 . 

 

Рис. 15.8. График зависимости пре-

дельной величины  /tg пр  от от-

ношения массы сплошного цилин-

дра к массе тонкостенного 
21 / mm . 
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 /tg пр  
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Задача 15.7. (Динамика плоского движения абсолютно твер-

дого тела). Цилиндрическая шайба радиусом r = 3 см касается бор-

та гладкой горизонтальной площадки, имеющей форму круга ради-

усом R = 10 м. Шайбе придали скорость 300  м/с, направленную 

вдоль борта. Коэффициент трения между бортом и шайбой равен 

1,0 . Определить модуль скорости шайбы к  после того, как 

прекратится проскальзывание между бортом и шайбой, а также ин-

тервал времени tк, через который это произойдет. 

 

Решение 
I. Движение шайбы рассматриваем относительно лаборатор-

ной инерциальной системы отсчета, жестко 

связанной с горизонтальной площадкой. 

Уравнение движения центра масс шайбы бу-

дем записывать в проекциях на нормальную 

n  и тангенциальную τ  оси (см. 

п. 1.1. Теоретический материал в Главе 1), 

связанные с центром движущейся шайбы 

(см. рис. 15.19).  

При плоском движении шайбы вдоль 

борта площадки на нее действуют сила нор-

мальной реакции N  и сила трения трF  

со стороны борта. При этом момент силы 

трения относительно оси, проходящей 

через центр масс шайбы, вызывает ее вращение вокруг указанной 

оси. Скорость центра масс шайбы будет уменьшаться, а угловая 

скорость ее вращения  увеличиваться, до тех пор, пока не прекра-

тится проскальзывание шайбы о борт площадки. Начиная с этого 

момента сила трения шайбы о борт равна нулю, а модуль скорости 

центра масс шайбы не изменяется.  

II. Запишем уравнение движения центра масс шайбы относи-

тельно лабораторной системы отсчета в проекциях на выбранные 

нормальную n  и тангенциальную τ  оси:  

Nman  ,                                                                                (15.95) 

трFma  .                                                                            (15.96) 

Рис. 15.9. Силы, действу-

ющие на шайбу в выбран-

ной системе координат. 

 

0  

)(t  

к  

n  

τ  

N  

трF  
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Нормальная и тангенциальная проекции ускорения центра 

масс шайбы определяются соотношениями (см. 

п. 1.1. Теоретический материал в Главе 1): 

rR
an




2
,                                                                              (15.97) 

t
a

d

d
  ,                                                                                 (15.98) 

где    модуль скорости центра масс шайбы и )( rR    радиус 

кривизны его траектории.  

Уравнение моментов (15.29) для вращающейся шайбы относи-

тельно оси, проходящей через ее центр масс, имеет вид: 

rF
t

J тр0
d

d



.                                                                       (15.99) 

Момент инерции шайбы относительно указанной оси (15.26) равен: 

2

2

0

mr
J  .                                                                             (15.100) 

На начальном этапе ( кtt  ) шайба движется с проскальзывани-

ем и на нее в соответствии с законом Амонтона  Кулона (см. п. 4.1 

в Главе 4) действует сила трения скольжения, равная: 

NF тр .                                                                            (15.101) 

Запишем уравнение кинематической связи между угловой ско-

ростью вращения и скоростью центра масс шайбы после прекра-

щения проскальзывания (при кtt  ): 

 r .                                                                                  (15.102) 

III. Воспользовавшись соотношениями (15.95)  (15.98) и 

(15.101), получим дифференциальное уравнение для модуля скоро-

сти центра масс шайбы на начальном этапе движения шайбы 

( кtt  ): 

rRt 


2

d

d 



.                                                                     (15.103) 

Решаем уравнение (15.103) с помощью метода разделения пе-

ременных: 

 


t

t
rR

0

2
d

d

0










,                                                               (15.104) 
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trR

rR
t




0

0)(



 .                                                          (15.105) 

Связь угловой скорости вращения шайбы с модулем скорости 

ее центра масс получаем из (15.95)  (15.101): 

 
22

d

d




rRrt 
 ,                                                                  (15.106) 

Подставляя (15.105) в (15.106), получаем: 

 
 






t

t
trRr

rR
t

0

2

0

2
0 d

12
)(




 .                               (15.107) 

В результате угловая скорость шайбы на начальном этапе ее 

движения равна: 

 trRr

t
t






0

2
02

)(


 .                                                          (15.108) 

В соответствии с (15.105) модуль скорости центра масс шайбы 

уменьшается от значения 0  (при t = 0), в то время как угловая 

скорость вращения шайбы увеличивается по закону (15.108). В мо-

мент прекращения проскальзывания (через интервал времени tк по-

сле сообщения шайбе скорости 0 ) угловая скорость вращения 

шайбы и модуль скорости ее центра масс связаны уравнением ки-

нематической связи (15.104).  

На рис. 15.10 представлены зависимости модуля скорости цен-

тра масс шайбы   и произведения угловой скорости вращения 

шайбы на ее радиус r .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 15.10. Зависимости модуля скорости цен-

тра масс шайбы   и произведения угловой 

скорости вращения шайбы на ее радиус r . 
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Графики представленных зависимостей пересекаются в мо-

мент времени tк (см. рис. 15.10). Подставляя (15.105) − (15.108) в 

уравнение (15.104) получаем значение интервала времени tк:  

0

к
2

rR
t


 .                                                                            (15.109) 

После прекращения проскальзывания при дальнейшем движе-

нии шайбы модуль скорости ее центра масс не меняется и равен:  

0кк
3

2
)(   tt .                                                             (15.110) 

Как видим, искомый модуль скорости шайбы определяется 

только ее начальной скоростью 0  и не зависит от других величин, 

заданных в условии задачи.  

Подставляя заданные численные значения в (15.109) и 

(15.110), находим искомые величины: 

66,1к t с, 20к  м/с.  

Ответ: 
0

к
2

rR
t


 66,1 с,  

20
3

2
0к   м/с. 

 

Задача 15.8. (Динамика плоско-

го движения абсолютно твердого 

тела). Система состоит из ступенча-

того блока (с радиусами r и R = 2r и 

моментом инерции J0 относительно 

его оси), подвижного блока массой 

2m и двух грузов массами m и 4m. 

Тела связаны легкими нерастяжи-

мыми нитями так, как показано на 

рисунке. Определить ускорение гру-

за массой m. Трением в оси блока, 

сопротивлением воздуха и про-

скальзыванием нити по блоку пре-

небречь. 

 

 

Рис. 15.11. Силы, действу-

ющие на грузы и блоки в 

выбранной декартовой си-

стеме координат. 
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Решение 
I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, 

жестко связанную с потолком (см. рис. 15.11), ось Y декартовой 

системы координат которой направим вертикально вниз.  

Выберем положительное направление оси вращения, перпен-

дикулярной плоскости рисунка, как указано на рис. 15.11. В рас-

сматриваемой системе оба груза и незакрепленный блок движутся 

поступательно вдоль оси Y, при этом блоки вращаются вокруг соб-

ственных осей. Поскольку массы блоков по условию задачи отлич-

ны от нуля, то силы натяжения нити слева и справа от блоков раз-

личны.  

II. Запишем уравнения движения двух грузов и подвижного 

блока в проекции на ось Y: 

11 Tmgma  ,                                                                (15.111) 

22 44 Tmgma  ,                                                           (15.112) 

4311 22 TTTmgma  .                                               (15.113) 

Уравнения моментов для двух блоков в проекции на ось вра-

щения имеют следующий вид: 

rTRTRTJ 4320  ,                                                         (15.114) 

222
2

2

1
43

2
rR

T
rR

T
rR

m












 
 ,                              (15.115) 

где   и    угловые ускорения ступенчатого и подвижного бло-

ков соответственно. 

Запишем уравнения кинематической связи: 

Ra 2 ,                                                                               (15.116) 

0
2

21 


 a
R

rR
a ,                                                            (15.117) 

r
rR

a   



2

1 .                                                           (15.118) 
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III. Из уравнений кинематической связи (15.116) – (15.118) с 

учетом условия задачи R = 2r получаем: 

   , ra 22  , 
2

1

r
a


 . 

Из (15.111) – (15.113), (15.115) с использованием (15.116) – 

(15.117) выразим силы натяжения нитей через  : 

2
1

rm
mgT


 , rmmgT 842  , rmmgT 

2

3

2

3
3  , 

mgT
2

3
4  . 

Подставляя полученные соотношения в (15.114), получим уг-

ловое ускорение 

2
0 382

13

mrJ

mgr


 . 

Используя уравнение кинематической связи, получаем иско-

мое ускорение груза массой m: 

2
0

2

1
764

13

mrJ

mgr
a


 . 

Ответ: 
2

0

2

1
764

13

mrJ

mgr
a


 . 

 

15.4. Задачи для самостоятельного решения  

Задача 15.4.1 ([1], 6, с. 228). 

Тонкостенный цилиндр массой m 

скатывается без проскальзывания 

по наклонной поверхности клина с 

углом при основании   (см. 

рис. 15.12). Найти ускорение a оси 

цилиндра и силу трения, действу-

ющая на него со стороны наклон-

ной поверхности клина. 

  

Рис. 15.12. Тонкостенный ци-

линдр, скатывающийся по 

наклонной поверхности клина. 



Глава 15. Динамика поступательного и вращательного движения … Часть 1 393 

Ответ: sin
2

1
ga  , sin

 2

1
тр mgF  .  

 

Задача 15.4.2 ([1], 3, с. 227). Однородный диск радиусом R 

раскрутили вокруг его оси до угловой скорости   и положили на 

горизонтальную поверхность. Коэффициент трения между поверх-

ностью и диском равен  . Через какое время  угловая скорость 

вращения уменьшится в n = 2 раза?  

Ответ: 
g

R




 

8

3
.  

 

Задача 15.4.3 ([1], 7, с. 228). Оси тонкостенного и сплошного 

цилиндров соединены неве-

сомым стержнем. Цилиндры 

скатываются без проскальзы-

вания по наклонной поверх-

ности клина с углом при ос-

новании   (см. рис. 15.13). 

Радиусы цилиндров одинако-

вы, масса каждого цилиндра 

m. Определить силу F реак-

ции стержня. 

Ответ: sin 7F mg  . 

 

Задача 15.4.4 ([1], 8, с. 228). Сплошному однородному цилин-

дру массой m и радиусом R сообщили вращение вокруг его оси с 

угловой скоростью  . Затем положили его боковой поверхностью 

на горизонтальную плоскость и предоставили самому себе. На ка-

кое расстояние переместится цилиндр за время, в течение которого 

движение цилиндра происходило со скольжением. Коэффициент 

трения между поверхностью и цилиндром равен  . 

Ответ: 
g

R
x





18
Δ

22

 .  

 

Рис. 15.13. Цилиндры, скатывающиеся 

по наклонной поверхности. 
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Задача 15.4.5 ([1], 9, с. 228). Два 

тела массами m1 и m2 соединены неве-

сомой нерастяжимой нитью, переки-

нутой через однородный блок массой 

m (см. рис. 15.14). Коэффициент тре-

ния между первым телом и горизон-

тальной поверхностью равен  . В 

процессе движения тел не происходит 

проскальзывания нити по поверхности 

блока. Найти ускорение второго тела, 

пренебрегая трением в оси блока. 

Ответ: 2 1

1 2 2

m m
a g

m m m




 
 при 12 mm  ;   

0a  при 12 mm  .  

 

Задача 15.4.6 ([1], 11, с. 230). Систе-

ма тел, состоящая из груза и двух одина-

ковых блоков, изображена на рис. 15.15. 

Ось левого блока закреплена, а правый 

блок свободно лежит на нити. При движе-

нии тел системы не происходит проскаль-

зывания нити относительно поверхностей 

блоков. Считая заданными массу груза m, 

массы блоков M и их радиусы R, опреде-

лить ускорение груза a. Трением в оси 

блока пренебречь.  

Ответ: g

Mm

Mm
a

2

7



 . 

 

Задача 15.4.7 ([2], 315). Представьте себе, что груз Р  (см. 

условие задачи 17.4.7) состоит из двух одинаковых частей, связан-

ных нитью. Определить натяжение этой нити Т.  

Ответ: 
 PMg

Mg
T

2/14 
 . 

 

 

m m1 

m2 

Рис. 15.14. Два тела, сое-

диненные нитью, переки-

нутой чез блок. 

 

m 

M

m 

M 

 
 

Рис. 15.15. Система 

тел, состоящая из гру-

за и двух блоков. 
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Задача 15.4.8 ([2], 314). Однородный 

цилиндр массой M и радиусом R враща-

ется без трения вокруг горизонтальной 

оси под действием груза весом P, при-

крепленного к легкой нити, намотанной 

на цилиндр (рис. 15.16). Найти угол  по-

ворота цилиндра в зависимости от време-

ни, если  = 0 при t = 0. 

Ответ: 
 PMgR

gt

2/12

2


 .  

 

 

Задача 15.4.9 ([2], 319). Схема демонстрационного прибора 

(диск Максвелла) изображен на рис. 15.17. На валик радиусом r 

наглухо насажен сплошной диск радиусом R и массой M. Валик и 

диск сделаны из одного материала, 

причем выступающие из диска ча-

сти оси имеют массу т.  К валику 

прикреплены нити одинаковой 

длины, при помощи которых при-

бор подвешивается к штативу. На 

валик симметрично наматываются 

нити в один ряд, благодаря чему 

диск поднимается, а затем предо-

ставляют диску свободно опус-

каться. Найти ускорение, с кото-

рым опускается диск. 

Ответ: 
 

 
g

rmMMRmr

rmM
a

222

2

2

2




 . 

 

Задача 15.4.10 ([2], 321). На горизонтальную неподвижную 

ось насажен блок, представляющий собой сплошной цилиндр мас-

сой М.  Через него перекинута невесомая веревка, на концах кото-

рой висят две обезьяны массой т  каждая. Первая обезьяна начина-

ет подниматься с ускорением а  относительно веревки. Определить, 

с каким ускорением относительно неподвижной системы коорди-

нат будет двигаться вторая обезьяна. 

R 

M 

P 

Рис. 15.16. Система тел, 

состоящая из груза и од 

родного цилиндра. 

 

2R 

2r 

 
 

Рис. 15.17. Диск Максвелла. 
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Ответ: 
mM

ma
a

4

2
2


 .  

 

Задача 15.4.11 ([2], 323). С каким уско-

рением а  будет опускаться катушка с массой 

М  и моментом инерции J относительно оси 

симметрии, если она подвешена аналогично 

диску с валиком в задаче 17.4.9 (рис. 15.18)? 

На катушку намотаны еще две нити, к кото-

рым подвешен груз массой т. Определить 

натяжения нитей. 

Ответ: 
2

2

4

M m
a g

m M J r




 
, 

1 2
2

J
T m a mg

r

 
   
 

,  agmT 22  .  

 

Задача 15.4.12 ([3], 1.289). Горизонтальный тонкий однород-

ный стержень АВ  массой т  и длиной l  может свободно вращаться 

вокруг вертикальной оси, проходящей через его конец А .  В неко-

торый момент на конец В  начала действовать постоянная сила F, 

которая все время перпендикулярна первоначальному положению 

покоившегося стержня и направлена в горизонтальной плоскости. 

Найти угловую скорость стержня как функцию его угла поворота  

из начального положения. 

Ответ: mlF /sin6   .  

 

r 

m 

M 

Рис. 15.18. Катушка 

и подвешенный к 

ней груз.  
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ГЛАВА 16 

ДИНАМИКА ПОСТУПАТЕЛЬНОГО И ВРАЩАТЕЛЬНОГО 

ДВИЖЕНИЯ АБСОЛЮТНО ТВЕРДОГО ТЕЛА. 

ЧАСТЬ 2 

 

16.1. Теоретический материал 

Тензор инерции абсолютно твердого тела и его свойства: 




















zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

JJJ

JJJ

JJJ
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zrmyzmxzm

zymyrmxym

zxmyxmxrm

22

22

22

, 

где ir  – радиус-вектор и iii zyx ,,  – координаты i-й материальной 

точки массой im , iυ  – ее скорость. 

Осевые моменты инерции. Диагональные элементы тензора 

инерции zzyyxx JJJ ,,  называются осевыми моментами инерции. 

Осевые моменты инерции в соответствии с определением являются 

моментами инерции тела относительно соответствующих осей ко-

ординат.  

Центробежные моменты инерции. Недиагональные элемен-

ты тензора инерции yxxy JJ  , zxxz JJ  , zyyz JJ   называются цен-

тробежными моментами инерции. 

Главные оси и моменты инерции. Поскольку тензор инер-

ции тела является симметричным тензором, он обладает главными 

осями инерции, при записи в которых он диагонализуется:  



















z

y

x

J

J

J

00

00

00

J .  
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В этом случае центробежные моменты инерции равны нулю, а 

осевые моменты инерции xJ , yJ  и zJ  называются главными мо-

ментами инерции тела, при этом:  

 ωL J ,  

где L  и ω  – составляющие момента импульса L  и угловой ско-

рости ω  вдоль главных осей инерции ( zyx ,, ). 

Равнодействующая совокупности сил. Равнодействующая 

pF  совокупности сил  iF , действующих на абсолютно твердое 

тело, – сила, равная сумме этой совокупности сил 
i

iFFp ; точка 

приложения равнодействующей силы совпадает с точкой, относи-

тельно которой сумма моментов этих сил равна нулю. Точка при-

ложения равнодействующей силы не обязательно должна совпа-

дать с одной из материальных точек тела, на которое действует со-

вокупность сил.  

Сила инерции, действующая на произвольно движущееся 

абсолютно твердое тело – равнодействующая сил инерции для 

материальных точек этого тела (см. п.10.1 в Главе 10) в неинерци-

альной системе отсчета.  

В случае поступательного движения неинерциальной системы 

отсчета относительно инерциальной равнодействующая сил инер-

ции приложена к центру масс тела.  

Центр тяжести тела – точка приложения равнодействующей 

сил тяжести (см. п.4.1 в Главе 4), действующих на материальные 

точки этого тела при его произвольной ориентации в однородном 

поле сил тяжести (например, вблизи земной поверхности). Центр 

тяжести тела определяется только распределением массы в этом 

теле и может не совпадать ни с одной из материальных точек дан-

ного тела.  

 

16.2. Основные типы задач и методы их решения 
Большинство задач динамики твердого тела можно условно 

отнести к следующим типам задач или их комбинациям. 

а) определение углового ускорения при плоском движении 

твердого тела, 
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б) определение ускорения центра масс твердого тела при одно-

временном вращательном и поступательном плоском движении 

твердого тела, 

в) определение сил взаимодействия между твердыми телами 

при их движении (силы трения, силы упругости). 

При решении задачи необходимо последовательно реализовать 

следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  

1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматривае-

мые тела. 

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систе-

му координат, а также точку (ось), относительно которой 

будет рассматриваться вращение тела (из соображений 

удобства). 

3. Изобразить и обозначить на чертеже все необходимые силы 

и кинематические характеристики системы. 

4. Выбрать модели тел (если это не сделано в условии задачи) 

и рассмотреть особенности их движения.  

5. Провести анализ действующих на тела системы сил и их 

моментов относительно выбранной точки (оси) вращения.  

II. Записать полную систему уравнений по отношению к 

искомым величинам. 

1. Записать уравнения движения для тел системы в выбранной 

системе отсчета. 

2. Записать уравнения моментов для тел системы относительно 

выбранных осей. 

3. Записать законы, описывающие индивидуальные свойства 

сил. 

4. Записать моменты сил, действующих на тела системы. 

5. Записать моменты инерции тел относительно выбранных 

осей вращения. 

6. Записать уравнения кинематической связи. 

7. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 
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2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть характерные случаи, установить об-

ласть применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

16.3. Примеры решения задач 

Задача 16.3.1. (Динамика вращательного движения абсолют-

но твердого тела относительно неподвижной оси). Однородный 

диск радиусом R, вращающийся с угловой скоростью 0, осторож-

но положили на горизонтальную поверхность с коэффициентом 

трения , так, что поверхность диска соприкасается с горизонталь-

ной поверхностью. Определите время , за которое диск полностью 

остановится.  

 

Решение 

I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, 

жестко связанную с горизонтальной п. Ось Z цилиндрической си-

стемы координат направим перпендикулярно плоскости диска 

вдоль оси вращения цилиндра (см. рис. 16.1).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Выделим на плоскости цилиндра элемент объема диска, ограни-

ченный радиус-векторами r и r+dr и углом d (рис. 16.1). Будем 

считать, что масса диска равна m. 

II. Уравнение моментов для диска относительно оси вращения, 

проходящей через цент масс диска, (см. рис. 16.1), имеет вид: 

Рис. 16.1. Силы, действующие на элемент диска в 

выбранной декартовой системе координат.  

Z 

d 

r 

r+dr 

dFТР 

dmg 

d

N 
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тр0 MJ  ,                                                                           (16.1) 

где J0  момент инерции диска относительно оси вращения,  − уг-

ловое ускорение, Мтр − момент сил трения относительно оси вра-

щения. 

Для определения момента сил трения относительно оси вра-

щения рассмотрим выделенный элемент объема диска. На выде-

ленный элемент действуют сила тяжести, сила нормальной реакции 

опоры и сила трения скольжения. Запишем уравнение движения 

этого элемента в проекции на ось Z выбранной системы координат: 

mgN dd0  .  

Сила тяжести, действующая на выбранный элемент, определя-

ется следующим образом: 




ddd
2

rr
R

m
m  .                                                                     (16.2) 

Момент сил трения относительно оси вращения, действующий 

на выделенный элемент объема диска, определяется следующим 

образом: 

rFM тртр dd  .                                                                           (16.3) 

Используя закон Амотона – Кулона, запишем: 

NF dd тр  .                                                                              (16.4) 

Дополним полученную систему уравнений уравнением для 

определения момента инерции диска относительно оси вращения, 

проходящей через центр масс диска перпендикулярно его плоско-

сти: 

2

2

0

MR
J  .                                                                                (16.5) 

Для определения времени вращения диска запишем зависи-

мость угловой скорости от времени: 

t  0 .  

III. Из уравнений (16.1) − (16.4) получим: 




 ddd 2

2тр rr
R

mg
M  .                                                             (16.6) 
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Определим момент силы трения относительно оси вращения, 

проинтегрировав полученное выражение (16.6): 

mgRrr
R

mg
M

R







3

2
dd

2

00

2

2тр   .  

Подставив выражение для момента сил трения в уравнение 

моментов (16.1), с учетом (16.4), определим угловое ускорение 

диска: 

R

g

3

4
  . 

С учетом полученного выражения для углового ускорения за-

кон изменения угловой скорости диска имеет вид: 

t
R

g

3

4
0


  . 

Тогда искомое время вращения диска определим из условия 

равенства нулю угловой скорости в момент времени : 

g

R






4

3 0 . 

Ответ: 
g

R






4

3 0 . 

 

Задача 16.3.2. (Расчет момента инерции абсолютно твердого 

тела относительно оси вращения). Рассчитать момент инерции J 

тонкой прямоугольной пластинки массой m размером a×b относи-

тельно оси О1О2, проходящей через одну из вершин пластинки 

перпендикулярно ее плоскости (рис. 16.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 16.2. Ориентация пластинки относительно 

осей выбранной декартовой системы координат.  
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Решение 

I. Для нахождения момента инерции пластинки выберем де-

картову систему координат, начало которой совпадает с центром 

масс пластинки (рис. 16.2).  

II. Для решения задачи сначала определим момент инерции 

пластинки относительно оси Z, проходящей через центр масс. Для 

этого воспользуемся теоремой, связывающей моменты инерции 

абсолютно твердого тела относительно трех взаимно перпендику-

лярных осей, проходящих через одну точку: 

уxz
JJJ    .                                                                           (16.7) 

Для этого определим моменты инерции пластинки относи-

тельно осей X и Y декартовой системы координат. Для нахождения 

момента инерции пластинки относительно, например, оси X, пред-

ставим пластинку как совокупность тонких однородных стержней 

массой dm как показано на рис. 16.3. Момент инерции стержня от-

носительно X равен: 

2d
12

1
d mbJ x  .                      (16.8) 

Аналогичным образом можно 

разбить пластинку на совокупность 

тонких однородных стержней, ориен-

тированных вдоль оси X. Момент 

инерции каждого из стержней отно-

сительно, оси Y равен  

2d
12

1
d maJ y  .                      (16.9) 

Для определения момента инерции пластинки относительно 

оси О1О2 воспользуемся теоремой Гюйгенса–Штейнера: 

2mdJJ z  ,                                                                         (16.10) 

где d – расстояние от центра масс пластинки до ее вершины. 

III. Моменты инерции пластинки относительно осей X и Y 

определим интегрируя соотношения (16.8) и (16.9): 

12
d

12

1 2

0

2 mb
mbJ

m

x   , 

Рис. 16.3. К расчету момента 

инерции Jx пластинки отно-

сительно оси X. 
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12
d

12

1 2

0

2 ma
maJ

m

y   . 

Используя (16.7), получим: 

 
12

22 bam
J z


 . 

Поскольку 
4

22 ba
d


 , то согласно (16.10) искомый момент 

инерции равен:  

   
3412

222222 bamba
m

bam
J















 



 . 

Ответ: 
 

3

22 bam
J


 . 

 

Задача 16.3.3. (Расчет момента инерции абсолютно твердого 

тела относительно оси вращения). Прямой круглый однородный 

конус имеет массу m и радиус основания R. Определить момент 

инерции J конуса относительно его оси. 
 

Решение 

I. Выберем лабораторную инерци-

альную систему отсчета, жестко связан-

ную с основанием конуса. Ось Z декарто-

вой системы координат направим вдоль 

оси конуса (рис. 16.4).  

II, III. Для расчета момента инерции 

конуса J представим конус как совокуп-

ность дисков толщиной dz. Момент 

инерции диска равен: 

2d
2

1
d mrJ  ,   

где dm – масса диска, r − его радиус. Поскольку  

z
H

R
r  ,   

и 

Рис. 16.4. К вопросу о расче-

те момента инерции конуса 

относительно оси Z. 

X 

Y 

Z 

C 

O 
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zrm dd 2 ,             

момент инерции диска равен 

zz
H

R
zrJ d

2

1
d

2

1
d

4

4








  .                                       (16.11) 

Проинтегрировав соотношение (16.11), получим: 

1052

1
d

2

1 454

0

4 HRH

H

R
zrJ

H


 







  .                     (16.12) 

Выразим плотность материала, из которого сделан конус, ис-

пользуя величину объема конуса HRV 2

3

1
 : 

HR

m
2

3


  .                                                                          (16.13) 

Подставив (16.13) в (16.12), определим искомый момент инер-

ции конуса: 

10

3 2mR
J  .        

Ответ: 
10

3 2mR
J   

 

Задача 16.3.4. (Расчет элементов тензора инерции абсо-

лютно твердого тела). Тонкая палочка длиной L и массой m вра-

щается с постоянной угловой скоростью  вокруг оси ОО1. Угол 

между палочкой и осью вращения равен  (см. рис. 16.5). Опреде-

лить момент импульса палочки L  относительно оси вращения и L 

относительно точки О, а также определить момент инерции палоч-

ки относительно оси вращения J  и получить элементы тензора 

инерции J относительно указанных на рис.16.4 осей X, Y, Z декар-

товой системы координат, жестко связанной с палочкой. 

 

Решение 

I. Выберем систему отсчета, жестко связанную с палочкой, ось 

X декартовой системы координат которой направлена вдоль палоч-

ки, ось Z перпендикулярно плоскости рисунка (см. рис.16.5), как 



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 406 

это предложено в условии задачи. Введем также дополнительную 

ось , совпадающую с осью вращения ОО1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II, III. Для определения момента инерции палочки относитель-

но оси  выделим малый элемент палочки длиной dx и массой dm: 

x
l

m
m dd  .                                                                             (16.14) 

Тогда момент инерции элемента палочки dm относительно оси 

 будет равен: 

mrJ dd 2
ξ ξ ,                                                                            (16.15) 

где r – расстояние от выбранного элемента до оси вращения , 

равное 

sinξ xr  .                                                                             (16.16) 

Момент инерции палочки ξJ  относительно оси  можно опре-

делить путем интегрирования момента инерции элемента палочки 

ξdJ .  

Момент импульса элемента палочки dm относительно точки О 

равен 

 υrL mdd  ,                                                                            (16.17) 

где  – скорость элемента палочки dm. Направление вектора скоро-

сти совпадает с осью Z, а его модуль равен  

 sinx .                                                                           (16.18) 

Для определения элементов тензора палочки относительно не-

подвижной точки О воспользуемся следующим выражением:  

Рис. 16.5. Момент импульса палочки 

относительно осей декартовой систе-

мы координат.  

O 

 

X 

O1 

dm 

Y 

Z 

 

 

 

r 

dL 

L 

r 
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В нашем случае тензор инерции преобразуется к следующему 

виду: 

 

 

 








































mmm

mmm

mmm

zrmmzymzx

myzyrmmyx

mxzmxyxrm

0

22

00

00

22

0

000

22

ddd

ddd

ddd

J ,               (16.19) 

где  

222 zyxr  .                                                                  (16.20) 

В выбранной системе координат палочка ориентирована вдоль 

оси X ортогонально осям Y и Z, поэтому 

0y , 0z .                                                                          (16.21) 

Определим момент инерции палочки ξJ  относительно оси , 

интегрируя выражение (16.15), подставив в него соотношения 

(16.14) и (16.16):  

 
3

sin
dsin

22

0

2

ξ




ml
x

l

m
xJ

l

  .                                           

Поскольку скорость элемента палочки направлена перпенди-

кулярно плоскости рисунка и перпендикулярно радиус-вектору r, 

то направление вектора момента импульса элемента палочки dL 

относительно точки О совпадает с направлением оси Y. Для опре-

деления модуля вектора момента импульса палочки L относитель-

но точки О, воспользуемся выражениями (16.17) и (16.18):  
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3

sin
dsin

2

0

2 


ml
x

l

m
xL

l

  .                                         (16.22) 

Таким образом, момент импульса палочки L относительно 

точки О равен: 

y

2

3

sin
eL

ml
 , 

где ye  − орт оси Y декартовой системы координат. 

Определим момент импульса палочки относительно оси  как 

проекцию вектора L на ось : 

3

sin22 


ml
L  . 

Заметим, что момент импульса палочки относительно оси  и 

момент инерции относительно той же оси связаны следующим со-

отношением: 

 ξξ JL . 

Учитывая равенства (16.20) и (16.21), определим элементы 

тензора инерции (16.19): 
































m

m

mx

mx

0

2

0

2

d00

0d0

000

J . 

Рассчитаем с учетом (16.14) интеграл, определяющий элемен-

ты тензора инерции: 

3
dd

2

0

2

0

2 ml
x

l

m
xmx

lm

  . 

Тогда искомый тензор инерции приобретет следующий вид: 
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Поскольку все центробежные моменты инерции тензора J (не-

диагональные элементы) равны нулю, это означает, что оси систе-

мы координат являются главными осями инерции. Тогда осевые 

моменты инерции 
3

2ml
JJ yyy   и 

3

2ml
JJ zzz   являются глав-

ными моментами инерции палочки. 

Убедимся в выполнении равенства, связывающего момент им-

пульса относительно точки, тензор инерции и вектор угловой ско-

рости: 

JωL  . 

Определим Jω  в нашем случае: 

















































































0

sin
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3
00

0
3

0

000

3
00

0
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2
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2











ml

ml

ml

ml

z

y

x

Jω  

zyx

ml
eee  0sin

3
0

2

 .                                       (16.23) 

Из соотношения (16.23) следует, что вектор L направлен вдоль 

оси Y, а его модуль равен: 

 sin
3

2ml
Ly L , 

что совпадает с выражением (16.22). 

Заметим, что момент инерции палочки ξJ относительно оси  

можно определить, зная элементы тензора инерции, а также 

направляющие косинусы углов между вектором угловой скорости 

 и осями системы координат: 
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3

sin
coscoscos

22
222

ξ




ml
JJJJ zyx  .                

Ответ: 
3

sin22 


ml
L  , y

2

3

sin
eL

ml
 , 

3

sin 22

ξ

ml
J  , 

.

3
00

0
3

0

000

2

2

























ml

ml
J  

 

Задача 16.3.5. (Динамика плоского движения абсолютно 

твердого тела). Два одинаковых тонких стержня длиной l, шар-

нирно скрепленные в верхней точке A, нижними концами опира-

ются на гладкую горизон-

тальную плоскость (см. 

рис. 16.6). В начальный мо-

мент времени стержни удер-

живают так, что угол между 

ними составляет 2α0. Затем 

стержни отпускают. Опреде-

лить скорость точки A непо-

средственно перед соприкос-

новением с плоскостью. Тре-

нием в шарнире и сопротив-

лением воздуха пренебречь. 

 

Решение 

I. Выберем систему отсчета, жестко связанную с горизонталь-

ной плоскостью. Ось X декартовой системы координат направим 

горизонтально вдоль плоскости, ось Y – вертикально вверх. Начало 

координат – на плоскости под точкой А. 

II. Запишем закон сохранения механической энергии для двух 

стержней на интервале времени от начала движения до момента 

времени, когда угол между стержнем и вертикалью равен α: 

 cos
2

2cos
2

2 22
0

l
mgJm

l
mg  ,                             (16.24) 

Рис. 16.6. Стержни длиной l, шарнир-

но скрепленные в верхней точке A. 

A 

2α0 
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 – скорость центра масс. 

Момент инерции стержня длиной l относительно оси, прохо-

дящей через центр масс, равен:  

12

2ml
J  .                                                                                 (16.25) 

Координаты центров масс стержней и точки А равны соответ-

ственно: 

sin
2

l
x  ,   cos

2

l
y  , 0A x , cosA ly  . 

Скорости центра масс и точки А связаны с координатами сле-

дующим образом: 

22 yx   , A
2
A

2
AA yyx   .                                    (16.26) 

III. Используя (16.26) с учетом того, что   , определим 

скорость центра масс: 

2

22 l
yx    .                                                               (16.27) 

Тогда из закона сохранения энергии (16.24) с учетом соотно-

шений (16.25) и (16.27) получим: 

  coscos
3

0
2 

l

g
.                                                        (16.28) 

Скорость точки А в произвольный момент времени в соответ-

ствии с (16.26 − 16.28) равна: 

  coscos
3

sinsin 0A 
l

g
ll  . 

Перед соприкосновением с плоскостью 
2


   и  

0A cos3  gl . 

Ответ: 0A cos3  gl  

 

Задача 16.3.6. (Динамика плоского движения абсолютно 

твердого тела). Два одинаковых сплошных цилиндра массы М ка-

тятся по горизонтальной поверхности таким образом, что один ци-

линдр толкает перед собой другой (см. рис. 16.7). К оси толкающе-

го цилиндра приложена горизонтальная сила F. Коэффициент тре-

ния между поверхностью и цилиндрами и между цилиндрами оди-
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наков и равен k. Определить силу F, при которой начнется про-

скальзывание между поверхностью и хотя бы одним из цилиндров.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 

I. Выберем систему отсчета, жестко связанную с горизонталь-

ной плоскостью. Ось X декартовой системы координат направим 

вправо вдоль горизонтальной плоскости, ось Y – вертикально 

вверх.  

Пусть силы трения цилиндров о поверхность равны, соответ-

ственно, T1 и Т2. Друг с другом цилиндры взаимодействуют с сила-

ми давления P и силами трения скольжения, равными в соответ-

ствии с законом Амонтона-Кулона kP. Эти и остальные силы, дей-

ствующие на цилиндры, изображены на рис. 16.7.  

II. Запишем уравнения движения для каждого из цилиндров в 

проекции на выбранные оси декартовой системы координат, а так-

же уравнение моментов: 

11 TPFMa                                                                       (16.29) 

kPNMg  10                                                                     (16.30) 

22 TPMa                                                                             (16.31) 

kPNMg  20                                                                    (16.32) 

 RkPTJ  11                                                                       (16.33) 

F P P 

T1 T2 

Mg Mg 

N1 N2 kP 

kP 

Рис. 16.7. Сплошные цилиндры, катящиеся по горизонтальной 

поверхности под действием горизонтальной силы F. 
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 RkPTJ  22                                                                      (16.34) 

Уравнения кинематической связи имеют следующий вид: 

21 aa  , Ra11  , Ra22  .                                             (16.35) 

Момент инерции каждого цилиндра относительно оси вращения, 

проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости рисунка, 

равен 

2

2MR
J  .                                                                               (16.36) 

III. Из уравнений (16.29), (16.31), (16.33), (16.34) получаем вы-

ражения для сил трения, действующих на цилиндры со стороны 

горизонтальной поверхности: 

 
6

21
1

kF
T


 , 

 
6

21
2

kF
T


 . 

Условие того, что первый цилиндр (толкающий) начнет про-

скальзывать: 

  1max11 kNTT                                                                      (16.37) 

Аналогичное условие для второго цилиндра: 

  2max22 kNTT                                                                     (16.38) 

Силы нормальной реакции N1 и N2 получим из (16.30) и (16.32): 

kPMgN 1                                                                          (16.39) 

kPMgN 2                                                                          (16.40) 

Из уравнений (16.29) и (16.31) с учетом равенства сил трения 

T1 = T2, определим P = F/2. Тогда из (16.37) – (16.40) получим вы-

ражение для искомой силы F, необходимой для начала проскаль-

зывания первого и второго цилиндров. Для начала проскальзыва-

ния первого цилиндра необходимо: 

21
321

6

kk

kMg
F


                                                                      (16.41) 

для проскальзывания второго –  

22
321

6

kk

kMg
F


                                                                     (16.42) 
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Как следует из (16.41) и (16.42), первый (толкающий) цилиндр 

начинает проскальзывать при меньшем значении силы F, что и яв-

ляется ответом к данной задаче.  

21
321

6

kk

kMg
FF


 . 

Ответ: 
2321

6

kk

kMg
F


 . 

 

Задача 16.3.7. (Динамика плоского движения абсолютно 

твердого тела). Машина Атвуда 

(массы грузов − m1 и m2, масса 

цилиндрического блока – М, ра-

диус блока − R) установлена на 

клине, верхняя грань которого 

горизонтальна (рис. 16.8). Клин, в 

свою очередь, находится на за-

крепленной наклонной плоскости 

с углом при основании α = 30. 

Определите угловое ускорение 

блока , если клин в результате 

действия некоторой внешней си-

лы движется вверх вдоль наклон-

ной плоскости с постоянным 

ускорением a. Трением можно 

пренебречь, нить считать невесо-

мой и нерастяжимой. Считать, 

что колебания грузов отсутству-

ют. 

 

Решение 

I. Для решения задачи выберем неинерциальную систему от-

счета, связанную с ускоренно движущимся клином. 

Ось блока машины Атвуда в этой НИСО покоится. На грузы в 

этой системе отсчета действуют силы натяжения нити, силы тяже-

сти и силы инерции, как показано на рисунке 16.9.  

Для удобства решения задачи можно рассматривать воздей-

ствие на грузы сил тяжести и инерции как эффективную силу тяже-

сти gm  , полученную в результате векторного сложения этих сил:  

a 

m1 
m2 

M,R 

 

Рис. 16.8. Машина Атвуда на 

движущемся клине. 
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sin222 aggamgm  .                                                (16.43) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Таким образом, задача сводится к изучению движения грузов 

машины Атвуда под действием эффективной силы тяжести gm   

вместо «обычной» силы тяжести mg. Решение этой задачи хорошо 

известно. 

II. Направим ось декартовой системы координат вниз вдоль 

нити и запишем уравнения движения грузов в проекции на эту ось: 

1111 Tgmam  ,                                                                      (16.44) 

2222 Tgmam  ,                                                                    (16.45) 

Выберем положительное направление оси вращения, перпен-

дикулярной плоскости рисунка, как указано на рис. 16.9. Запишем 

уравнение моментов для блока относительно этой оси вращения: 

RTRTJ 12  .                                                                       (16.46) 

Момент инерции цилиндрического блока относительно оси враще-

ния, проходящей через центр масс перпендикулярно плоскости ри-

сунка, равен 

a 

M, R 

 

Y 

T1 

T2 

m1g 

m2g 

T1 T2 

m1a 

m2a 

X 

 


 

 

Рис. 16.9. Силы, действующие на грузы в 

машине Атвуда на движущемся клине. 



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 416 

2

2MR
J  .                                                                               (16.47) 

Для решения задачи воспользуемся также кинематическими 

связями:  

Raa  12 .                                                                        (16.48) 

ΙΙΙ. Решая систему уравнений (16.44)  (16.46) и (16.48), опре-

делим угловое ускорение блока: 

 
g

RJmm

mm

R







2
12

12

/

1
 .                                              (16.49) 

Подставив в (16.49) соотношение (16.47) с учетом (16.43), по-

лучим 

 
  RMmm

aggamm






12

22
12

2

sin22 
 . 

При  = 30 получаем: 

 
  RMmm

aggamm






12

22
12

2

2
 . 

Ответ: 
 

  RMmm

aggamm






12

22
12

2

2
 . 

 

Задача 16.3.8. (Динамика плоского движения абсолютно 

твердого тела). Тонкое кольцо радиусом R сделали из двух одно-

родных полуколец (половинок колец), склеенных между собой (см. 

рис. 16.10). Масса верхнего полукольца равна m1, нижнего − m2 

(m2 > m1). Кольцо поставили на горизонтальную шероховатую по-

верхность так, что его плоскость была 

вертикальной, и кольцо оказалось в 

положении равновесия. Затем кольцу 

сообщили начальную угловую ско-

рость 0, в результате чего оно сразу 

начало катиться по поверхности без 

проскальзывания. Определите, каково 

должно быть минимальное значение 

0 для того, чтобы кольцо совершило 

не менее одного полного оборота. По-

терями механической энергии можно 

Рис. 16.10. Тонкое кольцо, 

состоящее из двух поло-

винок. 

0

 

m1 

m2 



Глава 16. Динамика поступательного и вращательного движения … Часть 2 417 

пренебречь. 

 

Решение 

Ι. Выберем декартову систему координат с началом в центре 

кольца. Ось Y направим вертикально вверх, ось X вдоль горизон-

тальной поверхности в направлении перемещения кольца. Опреде-

лим положение центра масс верхнего полукольца массой m1: 


1

01

1

1
m

ydm
m

y . 

Пусть  − угол между осью X и радиус-вектором в направлении 

элемента полукольца массой dm, тогда sinRy  , 


dd 1m
m  , а 

положение центра масс полукольца  определяется кординатой 








R

Ry
2

d
1

sin

0

1                                                           (16.50) 

Таким образом, положение центра масс верхнего полукольца нахо-

дится выше центра кольца на величину y1 и не зависит от массы 

полукольца. Очевидно, что центр масс нижней половины полу-

кольца находится ниже центра кольца на величину y1. 

II, III. Запишем закон сохранения механической энергии для 

начального и конечного моментов времени:  

 
2

2
2
0

112

J
gymm  ,                                                              (16.51) 

где J – момент инерции кольца относительно оси, проходящей че-

рез точку касания кольца с горизонтальной поверхностью.  

Моменты инерции полуколец относительно оси кольца равны, 

соответственно: 
2

101 RmJ  , 2
202 RmJ  . 

По теореме Гюйгенса-Штейнера 
2
111Ц01 ymJJ  , 2

122Ц02 ymJJ  , 

где 1ЦJ , 2ЦJ  − момент инерции полуколец относительно своих 

центров масс. 

Тогда, с учетом (16.50),  











2

2
11Ц

4
1


RmJ ,   










2

2
22Ц

4
1


RmJ . 
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По теореме Гюйгенса-Штейнера моменты инерции полуколец 

относительно оси, проходящей через точку касания кольца гори-

зонтальной поверхности равны: 

 2111Ц1 yRmJJ  ,  2122Ц2 yRmJJ  . 

Момент инерции всего кольца равен: 






























2
1

2
12 21

2
21 mmRJJJ ,                         (16.52) 

Подставив выражение (16.52) в (16.51), получим: 

 
    22

2
21

12
0









mmR

gmm
,  

Ответ: 
 

    22
2

21

12
0









mmR

gmm
. 

 

16.4. Задачи для самостоятельного решения  

Динамика абсолютно твердого тела 

Задача 16.4.1 ([1], 10, с. 229). Однород-

ный сплошной цилиндр массой M может 

свободно вращаться вокруг своей неподвиж-

ной горизонтальной оси (см. рис. 16.11). На 

цилиндр намотана тонкая нить длиной L и 

массой m. Найти ускорение a свешивающей-

ся части нити в зависимости от ее длины x. 

Ответ: 
 LmM

mgx
a

2

2


 .  

 

Задача 16.4.2 ([2], 373). На 

двух параллельных горизонталь-

ных брусьях лежит сплошной ци-

линдр радиусом R и массой т,  на 

который намотана веревка 

(рис. 16.12). К опущенному вниз 

концу веревки приложена верти-

кальная сила равная половине веса 

цилиндра. Найти горизонтальное 

Рис. 16.12. Цилиндр с намотанной 

на него веревкой, лежащий на 

горизонтальных брусьях. 

F 

Рис. 16.11. Система 

тел – сплошной ци-

линдр и тонкая нить.  

x 
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ускорение цилиндра и минимальное значение коэффициента тре-

ния между цилиндром и брусьями, при котором будет происходить 

качение без скольжения. Ось цилиндра перпендикулярна к 

брусьям, центр его масс и сила Р  лежат в вертикальной плоскости, 

проходящей посередине между брусьями. 

Ответ: 
3d

d g

t



 и 

9

2
k .  

 

Задача 16.4.3 ([2], 375). Обруч 

радиусом r  свободно скатывается с 

вершины неподвижной цилиндриче-

ской поверхности радиусом R>r 

(рис. 16.13). В какой точке поверхно-

сти начнется скольжение обруча? Ко-

эффициент трения между обручем и 

поверхностью k = 0,5. 

Ответ: высота, на которой 

начнется скольжение, 

RRh 8,0cos   .  

 

Задача 16.4.4 ([2], 376). Два катка, связанные штангой S, ска-

тываются без скольжения с наклонной плоскости, образующей 

угол в  = 30° с горизонтом (рис. 16.14) Катки имеют одинаковые 

массы m = 5 кг и одинаковые 

радиусы R = 5 см, момент инер-

ции первого J1 = 80 кгсм2, вто-

рого J2 = 40 кгсм2. Массами рам, 

катков и штанги можно прене-

бречь. Подсчитать угловое уско-

рение, с которым катки скаты-

ваются без скольжения с 

наклонной плоскости. Опреде-

лить силу, передаваемую штан-

гой, если каток с большим мо-

ментом инерции движется впереди, и наоборот. 

Рис. 16.14. Два катка, связанные 

штангой, скатывающиеся с 

наклонной плоскости. 

 

S 
J1 

J2 

Рис. 16.13. Обруч, ска-

тывающийся с цилин-

дрической поверхности. 

N 

R 

r 

mg 

FТ 
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Ответ: 66

2

sin2

d

d

221








R
m

JJ

Rg

t


c-2, 27,0

d

d

2

21 



tR

JJ
f


кгс.  

Если каток с бóльшим моментом инерции внизу, штанга сжи-

мается; если он вверху, штанга растягивается. 

 

Задача 16.4.5 ([2], 377). На подставке, имеющей массу т1  

укреплена ось, на которой может свободно вращаться цилиндр ра-

диусом R и массой т3 .  Нить, намотанная на цилиндр, прикреплена 

к телу массой т2 .  Определить ускорения тел массами т1  и т2  и 

цилиндра при следующих условиях. 1) К телу массой т2  приложе-

на горизонтальная сила F (рис. 16.15) и сил трения нет. 2) Те же 

условия, но при наличии сил трения между плоскостью и телами 

массами т1  и т2 .  Трением в оси цилиндра пренебречь. 3) К верев-

ке в точке А  приложена горизонтальная сила F, тело массой m2 

убрано; определить ускорения тела массой т1  и цилиндра. Движе-

ние всех тел считать плоским. 

Ответ: 

1) ускорение тела т1  
 2m

F
a





, где 

 31

31

23 mm

mm




 ;  

ускорение тела т2  
 3123 mm

a
b


 ;  

угловое ускорение цилиндра 
 

bR

mm 311
2


 . 

2)  
 

kg
m

F
a 




2
,  

  331

2
23 m

kg
mm

a
b





 ;  

F A 

m1 

m3 

m2 

Рис. 16.15. Система тел – цилиндр массой т 3 , под-

ставка массой т 1  и тело массой т 2 . 
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R

ba 
 , где k − коэффициент трения. 

3) 
 21 mm

F
a


 в отсутствие силы трении;  

 
kg

mm

F
a 




21

 при наличии трения; 
Rm

F

3

2
 .  

 

Задача 16.4.6 ([2], 380). Определить ускорение a  центра шари-

ка, скатывающегося без скольжения по наклонному желобу, обра-

зующему угол α  с горизонтом. Форма поперечных сечений желоба 

изображена на рис. 16.16. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ответ:  

а) 
 




sin
222

22

g
hR

hR
a




 ,   

где   радиус инерции шарика, 2h  ширина желоба; 

б) 


sin
4 22

2

g
R

R
a


 . 

 

Задача 16.4.7 ([2], 380). С какой высоты Н  должен скатиться 

по наклонному желобу шарик с радиусом инерции , для того что-

бы он смог без скольжения описать мертвую петлю по желобу ра-

диусом R? Радиусом шарика r  по сравнению с R пренебречь. 

б a 

R 

2h 

60º 

R 

Рис. 16.16. Шарик, скатывающийся 

по желобам с различной формой 

поперечных сечений. 
 
й поперечных сечений. 
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Ответ: R
r

r
H

2

22

2

5 
 . Для сплошного шара RH

10

27
 , для 

полого – RH
6

17
 .  

 

Задача 16.4.8 ([2], 382). Цилиндр или шар радиусом r  катится 

по плоскости, наклоненной под углом α  к горизонту. Определить, 

при каком значении угла α начинается качение со скольжением, 

если коэффициент трения скольжения между катящимся телом и 

плоскостью равен k. 

Ответ: k
r

2

22

tg






 , где   радиус инерции катящегося 

тела. Для сплошного шара k
2

7
tg  , для полого  k

2

5
tg  . Для 

сплошного цилиндра k3tg  , для полого  k2tg  . 

 

Задача 16.4.9 ([2], 392). Сплошному однородному шару ради-

усом r,  лежащему на горизонтальной плоскости, сообщается в 

начальный момент времени поступательная скорость 0 без вра-

щения. Учитывая трение скольжения, но пренебрегая трением ка-

чения, найти угловую скорость шара, когда его движение, перей-

дет в чистое качение. Определить потерю кинетической энергии 

на трение. 

Ответ: 
rmrJ

mr 0
02 7

5 
 


 ; 

72

1 2
02

02




m
m

mrJ

J
K 


 . 

 

Задача 16.4.10 ([2], 398). Вращающийся с угловой скоростью 

0 сплошной однородный цилиндр радиусом r  ставится без 

начальной поступательной скорости у основания наклонной плос-

кости, образующей угол α  с горизонтальной плоскостью, и начина-

ет вкатываться вверх. Определить время, в течение которого ци-

линдр достигает наивысшего положения на наклонной плоскости. 

Ответ: 








sin2sin

00

g

r

mgr

J
t  . 

 



Глава 16. Динамика поступательного и вращательного движения … Часть 2 423 

Расчет моментов инерции 

Задача 16.4.11 ([3], 1.277). Имеется тонкий однородный стер-

жень массой т  и длиной l .  Найти его момент инерции относи-

тельно оси, проходящей через: 

а) его конец и перпендикулярной самому стержню; 

б) его центр и составляющей угол α  со стержнем. 

Ответ: а) 
3

2ml
J  ; б) 2

2

sin
12

ml
J  . 

 

Задача 16.4.12 ([3], 1.278). Найти момент инерции тонкой од-

нородной прямоугольной пластинки относительно оси, проходя-

щей через одну из вершин пластинки перпендикулярно ее плоско-

сти, если стороны пластинки равны a  и b ,  а ее масса т .  

Ответ: 
 

3

22 bam
J


 .  

 

Задача 16.4.13 ([3], 1.279). Тонкая однородная пластинка мас-

сой т  = 0,60 кг имеет форму равнобедренного прямоугольного 

треугольника. Найти ее момент инерции относительно оси, совпа-

дающей с одним из катетов, длина которого а  = 200 мм. 

Ответ: 4
6

2


ma

J гм2. 

 

Задача 16.4.14 ([3], 1.280). Вычислить момент инерции: 

а) медного однородного диска относительно его оси, если 

толщина диска b  = 2,0 мм и радиус R  = 100 мм; 

б) однородного сплошного конуса относительно его оси, если 

масса конуса т  и радиус основания R. 

Ответ: а) 8,2
2

4


bR

J


 гм2; б) 
10

3 2mR
J  . 

 

Задача 16.4.15 ([3], 1.281). Найти момент инерции тонкого 

проволочного кольца радиусом a  и массой т  относительно оси, 

совпадающей с его диаметром. 

Ответ: 
2

2ma
J  . 
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Задача 16.4.16 ([3], 1.282). Показать, что для тонкой пластин-

ки произвольной формы имеется следующая связь между момен-

тами инерции:J1+J2=J3, где 1, 2, 3   три взаимно перпендикулярные 

оси, проходящие через одну точку, причем оси 1  и 2  лежат в плос-

кости пластинки. Используя эту связь, найти момент инерции тон-

кого круглого однородного диска радиусом R  и массой т  относи-

тельно оси, совпадающей с одним из его диаметров. 

Ответ: 
4

2mR
J  . 

 

Задача 18.4.17 ([3], 1.284). Одно-

родный диск радиусом R имеет круглый 

вырез (см. рисунок 16.17). Масса остав-

шейся (заштрихованной) части диска 

равна т.  Найти момент инерции такого 

диска относительно оси, перпендику-

лярной плоскости диска и проходящей: 

а) через точку О;  

б) через его центр масс. 

Ответ: а) 
24

13 2

O

mR
J  ; б) 

72

37 2

C

mR
J  . 

 

R 

O 

Рис. 16.17. Однородный 

диск с круглым вырезом. 
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ГЛАВА 17 

ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ МОМЕНТА ИМПУЛЬСА И  

МЕХАНИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ. ГИРОСКОПЫ.  

ГИРОСКОПИЧЕСКИЕ СИЛЫ 

 

17.1. Теоретический материал 

Закон сохранения момента импульса (количества движе-

ния) механической системы относительно точки1 – момент им-

пульса механической системы L  относительно инерциальной си-

стемы отсчета сохраняется, если сумма моментов внешних сил 

exM  относительно данной точки равна нулю: 

0
d

d
ex  M

L

t
 или 0d L .                                                       (17.1) 

Закон сохранения момента импульса (количества движе-

ния) механической системы относительно оси – момент импуль-

са механической системы nL  относительно инерциальной системы 

отсчета сохраняется, если сумма моментов внешних сил ex
nM  отно-

сительно данной оси равна нулю: 

0
d

d ex  n
n M
t

L
 или 0d nL .                                                    (17.2) 

Для конечного интервала времени законы сохранения момен-

тов импульса механической системы относительно точки и оси в 

соответствии с (7.1) и (7.2) можно записать в виде:  

0)()(Δ 12  tt LLL  или )()( 21 tt LL  ,                                 (17.3) 

0)()(Δ 12  tLtLL nnn  или )()( 21 tLtL nn  .                         (17.4) 

Законы сохранения моментов импульса относительно точки и 

оси являются прямым следствием законов их изменений (см. 

(15.20) и (15.21) в п. 15.1 Теоретический материал в Главе 15).  

                                                 
1 Определения момента импульса (количества движения) механи-

ческой системы и момента силы относительно точки (оси), а также фор-

мулировка закона изменения момента импульса (уравнения моментов) 

относительно точки (оси) даны в п. 15.1 Теоретический материал в Гла-

ве 15.  
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Кинетическая энергия абсолютно твердого тела2 в случае 

его произвольного движения равна:  

    
22k

2

1

2

1

i

ii

i

ii mmE rωVυ  

           
i

iii Vm
22 2

2

1
rωrωV  

          
i

iimmmV
2

цм
2

2

1

2

1
rωrωV .                               (17.5) 

Здесь mi и iυ  – массы и скорости материальных точек, из которых 

состоит абсолютно твердое тело, V  – скорость начала системы от-

счета S', жестко связанной с телом, ω  – угловая скорость системы 

S', ir   – радиус-векторы материальных точек тела относительно си-

стемы S', цмr  – радиус-вектор центра масс (см. п.5.1 в Главе 5) тела 

относительно системы S'. 

Если начало отсчета системы S', связанной с абсолютно твер-

дым телом, совпадает с центром масс тела, то его кинетическая 

энергия равна сумме кинетической энергии поступательного дви-

жения тела со скоростью центра масс и кинетической энергии вра-

щательного движения тела вокруг оси, проходящей через центр 

масс: 

  
i

iimmE
22

цм
k

2

1

2

1
rωυ ,                                                    (17.6) 

где цмυ  – скорость центра масс тела.  

Кинетическая энергия вращающегося тела вокруг непо-

движной оси:  

2k

2

1
JE  ,                                                                              (17.7) 

где J – момент инерции тела относительно оси вращения,  – угло-

вая скорость вращения тела.  

 

 

                                                 
2 Определение кинетической энергии механической системы даны в 

п. 7.1 Теоретический материал в Главе 7, а определение абсолютно твер-

дого тела в п. 14.1 Теоретический материал в Главе 14. 
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Работа внешних сил при повороте тела вокруг оси: 

 dnMA  , 
2

1

d12





nMA ,                                                     (17.8) 

где Mn – момент сил относительно оси (см. п. 15.1 Теоретический 

материал в Главе 15), 1 и 2 – начальное и конечное значения угла 

поворота.  

Кинетическая энергия абсолютно твердого тела в случае 

его плоского движения: 

  2
цм

2k

2

1

2

1
JmmVE  rωV .                                          (17.9) 

Здесь смысл обозначений физических величин тот же, что и в 

(17.5) и (17.7).  

Если начало отсчета системы S', связанной с абсолютно твер-

дым телом, находится в центре масс тела, то его кинетическая 

энергия равна сумме кинетической энергии поступательного дви-

жения тела со скоростью центра масс и кинетической энергии вра-

щательного движения тела вокруг оси, проходящей через центр 

масс, и в случае плоского движения равна (теорема Кенига): 

2
цм

2
цм

k

2

1

2

1
 JmE  ,                                                         (17.10) 

где цмυ  – скорость центра масс тела, цмJ  – момент инерции тела 

относительно оси вращения, проходящей через его центр масс.  

Кинетическая энергия абсолютно твердого тела, записан-

ная через момент инерции тела nJ  относительно мгновенной 

оси вращения3: 

2k

2

1
nJE  .                                                                           (17.11) 

Кинетическая энергия абсолютно твердого тела, закреп-

ленного в точке: 

 22k

2

1

2

1
 

i

ii

i

ii mmE ωrυ ,                                              (17.12) 

                                                 
3 Определение мгновенной оси вращения дано в 

п. 14.1 Теоретический материал в Главе 14. 
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где ir  – радиус-векторы материальных точек, из которых состоит 

тело, относительно закрепленной точки этого тела. Если восполь-

зоваться математическим соотношением    2222
abbaab  , то: 

     
2222k

2

1

2

1
ii

i

i

i

ii mmE ωrrωr   

     
























 

2

22

2

1







  ii

i

i xrm  

     




























 







 
,

2

,2

1
iii

i

i xxrm  

       







    









,,

2

2

1

2

1
Jxxrm iii

i

i , 





 
,

k

2

1
JE .                                                               (17.13) 

Здесь   
i

iiii xxrmJ   2
 – тензор инерции тела, характери-

зующий распределение массы тела относительно точки;   – сим-

вол Кронекера.  

Кинетическая энергия абсолютно твердого тела, закреп-

ленного на оси: 

2k

2

1
nJE  ,                                                                           (17.14) 

где nJ  – момент инерции тела относительно оси.  

В данной главе рассматриваются системы, состоящие из сово-

купности абсолютно твердых тел и материальных точек. Эти си-

стемы являются частными случаями механической системы, для 

которой в Главе 7 сформулированы законы изменения и сохране-

ния механической энергии.  

Закон изменения механической энергии системы – измене-

ние механической энергии системы равно работе внутренних innp,
iF   
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и внешних exnp,
iF  непотенциальных сил4:  

  npexnp,innp,d AAAE   ,                                               (17.15) 

или для конечного интервала времени  
npΔΔ AE  .                                                                             (17.16) 

Закон сохранения механической энергии системы – если 

работа всех непотенциальных сил равна нулю, то механическая 

энергия системы относительно инерциальной системы отсчета со-

храняется: 

0)()(Δ 12  tEtEE   

или  

)()( 21 tEtE  .                                                                         (17.17) 

Гироскопы 
Гироскоп – это аксиально-симметричное тело, вращающееся с 

большой угловой скоростью ω  вокруг своей оси симметрии (см. 

рис. 17.1).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Прецессия гироскопа – вращение оси симметрии гироскопа с 

угловой скоростью Ω  под действием момента внешних сил наряду 

с его собственным вращением вокруг оси симметрии (см. 

рис. 17.1).  

Основные физические допущения элементарной теории гиро-

скопа:  

                                                 
4 Определение механической энергии системы, внутренних и 

внешних непотенциальных сил даны в п. 7.1 Теоретический материал в 

Главе 7. 

Рис. 17.1. Гироскоп в поле сил тяжести. 
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- угловая скорость вращения гироскопа и его момент импульса 

направлены вдоль оси симметрии гироскопа;  

- величина угловой скорости вращения гироскопа вокруг своей 

оси ω  гораздо больше величины угловой скорости прецессии Ω .  

В рамках принятых допущений момент импульса гироскопа L 

равен 

ωL zJ ,                                                                                 (17.18) 

а уравнение моментов (15.20) относительно его неподвижной точки 

O (см. рис. 17.1) имеет вид: 

M
L


td

d
,                                                                                 (17.19) 

где Jz – момент инерции гироскопа относительно своей оси сим-

метрии, M – сумма моментов внешних сил (в том числе силы тяже-

сти), действующих на гироскоп. 

В соответствии с (17.19) ось гироскопа вместе с моментом L  

прецессирует вокруг вертикального направления с угловой скоро-

стью Ω .  

На рис. 17.1 видно, что: 

tLL dsind  ,                                                                   (17.20) 

  tdd ΩLL  .                                                                           (17.21) 

Следовательно, прецессия гироскопа описывается уравнением: 

 ΩL
L


td

d
.                                                                              (17.22) 

С учетом уравнения моментов (17.19) для гироскопа получим: 

   ΩωΩLM zJ .                                                               (17.23) 

Заметим, что момент импульса определяет угловую скорость, а 

не ускорение прецессии, т.е. прецессионное движение является бе-

зинерционным! 

Гироскопические силы – силы, действующие на крепление 

(рамку, подшипник, руки экспериментатора и т.д.) несвободного 

гироскопа при вынужденном вращении его оси (вынужденной пре-

цессии) гироскопа.  

В соответствии с третьим законом Ньютона на крепление дей-

ствует момент гироскопических сил: 

   ΩωΩLMM zГ J .                                             (17.24) 
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Правило Н.Е. Жуковского – гироскопические силы стремят-

ся совместить момент импульса гироскопа с направлением угловой 

скорости вынужденного поворота.  

 

17.2. Основные типы задач и методы их решения 

Большинство задач, относящихся к теме "Законы сохранения 

момента импульса и механической энергии. Гироскопы. Гироско-

пические силы" можно условно отнести к следующим типам задач 

или их комбинациям. Задачи на  

1) законы сохранения момента импульса и механической энер-

гии системы (в том числе включающей в себя абсолютно твердые 

тела), 

2) гироскопы и гироскопические силы. 

При решении задачи необходимо последовательно реализовать 

следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  
1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматривае-

мые тела. 

2. Выбрать систему отсчета (из соображений удобства), отно-

сительно которой будут рассматриваться законы сохране-

ния (изменения) механической энергии и момента импульса 

механической системы, изобразить на чертеже ее систему 

координат, а также точку (ось), относительно которой запи-

сываются моменты импульсов и сил. 

3. Изобразить и обозначить силы и необходимые кинематиче-

ские характеристики системы. 

4. Выбрать механическую систему и рассматриваемый интер-

вал (начальный и конечный моменты) времени. 

5. Выбрать модели тел (если это не сделано в условии задачи) 

и рассмотреть особенности их движения на рассматривае-

мых интервалах времени (непосредственно перед соударе-

нием, сразу после соударения, и т.д.).  

6. Провести анализ действующих на тела системы сил и их 

моментов относительно выбранной точки (оси) вращения.  

II. Записать полную систему уравнений по отношению к 

искомым величинам. 
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1. Выбрать законы сохранения (изменения) и записать их в вы-

бранной системе отсчета для выбранной механической си-

стемы и выбранных интервалов времени в рамках выбран-

ной модели движения тел системы. 

2. Записать выражения для моментов сил, моментов инерции и 

импульса тел и механической энергии системы тел с учетом 

характера их движения.  

3. Записать уравнения кинематической связи. 

4. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 
1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть характерные случаи, установить об-

ласть применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

17.3. Примеры решения задач 

Задача 17.3.1.  (Закон сохранения момента импульса относи-

тельно неподвижной оси вращения, закон сохранения механиче-

ской энергии). Вокруг горизонтальной оси, проходящей через точку 

закрепления математического маятника массой m и длиной l, мо-

жет вращаться без трения однородный стержень массой M и дли-

ной L  l, шарнирно закрепленный в той же точке (см. рис. 7.2). 

Маятник отпускают из горизонтального положения. Найти макси-

мальный угол отклонения стержня max после абсолютно упругого 

соударения c маятником. 

 

Решение 

I. Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, 

жестко связанную с точкой подвеса математического маятника и 

стержня. Направим горизонтальную ось вращения за плоскость 

чертежа (см. рис. 17.2).  

Выберем четыре момента времени: t1 – момент начала движе-

ния математического маятника, t2 – момент непосредственно перед 

соударением маятника со стержнем, t3 – момент сразу после соуда-

рения, t4 – момент, соответствующий максимальному отклонению 
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стержня. В течение временного интервала (t1, t2) сохраняется меха-

ническая энергия математического маятника. В промежутке вре-

мени (t2, t3) сохраняются механиче-

ская энергия и момент импульса си-

стемы тел «маятник + стержень». Им-

пульс системы тел в этом промежутке 

не сохраняется, поскольку в точке 

подвеса стержня во время соударения 

возникают дополнительные силы, 

импульс которых отличен от нуля. В 

промежутке времени (t3, t4) сохраня-

ется механическая энергия стержня 

вследствие отсутствия сил трения. 

Потенциальные энергии математического маятника и стержня 

будем считать равными нулю при их вертикальной ориентации.  

II. Запишем закон сохранения механической энергии (17.17) 

для математического маятника на интервале времени (t1, t2): 

2

2

11J
mgl  .                                                                           (17.25) 

Здесь mgl  – потенциальная энергия маятника в его исходном гори-

зонтальном положении (в момент времени t1), 
2

2

11J
 – кинетиче-

ская энергия маятника непосредственно перед соударением (в мо-

мент времени t2), J1 – момент инерции маятника относительно оси 

вращения, 1 – его угловая скорость перед соударением. 

Для временного интервала (t2, t3) закон сохранения момента 

импульса (17.4) и механической энергии (17.17) для системы тел 

«маятник + стержень» имеют вид: 

312211  JJJ  ,                                                                (17.26) 

222

2

31

2

22

2

11  JJJ
 ,                                                         (17.27) 

где J2 – момент инерции стержня, 2 и 3 – угловые скорости вра-

щения стержня и маятника сразу после соударения.  

Запишем также закон сохранения механической энергии 

(17.17) для стержня на интервале времени (t3, t4): 

Рис. 17.2. Математический 

маятник и шарнирно за-

крепленный однородный 

стержень. 

 
l 

M, L 

/2  m 
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 max

2

22 cos1
22





MgLJ

.                                                   (17.28) 

Моменты инерции маятника 1J  и стержня 2J  относительно 

выбранной оси вращения равны: 
2

1 mlJ  ,                                                                                 (17.29) 

2
2

3

1
MLJ  .                                                                            (17.30) 

III. Решая систему уравнений (17.25) – (17.30) относительно 

искомого максимального угла отклонения стержня, получаем: 

















































l

L

l

L

m

M
2

2
max

3

24
1arccos .  

Поскольку max  не может превышать 2/ , то на соотношения 

масс mM /  и длин lL/  стержня и математического маятника 

накладывается условие: 
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M

,  

при нарушении которого стержень ударится о потолок.  

На рис. 17.3 изображены области значений отношений длин 

и масс маятника и стержня, при которых максимальный угол от-

клонения стержня в результате соударения с математическим ма-

ятником меньше или равен 2/ .  

Кривая, изображенная на рис. 17.3 соответствует значениям 

отношений длин Ll /  и масс Mm/  маятника и стержня, при кото-

рых стержень принимает горизонтальное положение, не соударяясь 

с потолком. Область значений отношений длин и масс, располо-

женная выше изображенной кривой, соответствует случаю соуда-

рения стержня с потолком.  
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На рис. 17.4 изображены зависимости максимального угла от-

клонения стержня после соударения от отношения длин маятника и 

стержня  Ll /max  при различных значениях отношения их масс 

)/( Mm . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Как видим, при увеличении отношения длин маятника и 

стержня максимальный угол отклонения стержня возрастает, при-

чем скорость возрастания увеличивается с увеличением отношения 

масс маятника и стержня.  

Рис. 17.4. Зависимости максимального угла отклонения 

стержня после соударения от отношения длин маятника и 

стержня при различных значениях отношения их масс. 
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Рис. 17.3. Области значений отношений длин и масс маят-

ника и стержня, при которых max меньше или равен /2.  
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На рис. 17.5 изображены зависимости максимального угла от-

клонения стержня после соударения от отношения масс маятника и 

стержня  Mm /max  при различных значениях отношения их длин 

)/( Ll . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Как видим, при увеличении отношения масс маятника и 

стержня максимальный угол отклонения стержня возрастает, при-

чем скорость возрастания увеличивается с увеличением отношения 

длин маятника и стержня.  

Ответ: 
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L

l
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1arccos . 

 

Задача 17.3.2. (Законы сохранения при сложном движении аб-

солютно твердого тела). На гладкой горизонтальной поверхности 

лежат небольшая шайба массой m и тонкий однородный стержень 

длиной L и массой M. Шайбе сообщили скорость  в горизонталь-

ном направлении перпендикулярно стержню (см. рис. 17.6). Шайба 

абсолютно упруго соударяется со стержнем в точке B на расстоя-

 

m/M

L 

l/L = 1 0,5 
,max  

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2

0

30

60

90
0,3 

0,2 

0,1 

Рис. 17.5. Зависимости максимального угла отклонения 

стержня после соударения от отношения масс маятника и 

стержня  при различных значениях отношения их длин. 



Глава 17. Закон сохранения момента импульса. Гироскопы. Прецессия… 437 

нии l от его центра (точка O). Определить это расстояние в трех 

случаях: 

1) сразу после соударения шайба 

останавливается, 

2) шайба передает стержню мак-

симальный импульс, 

3) скорость конца стержня (точка 

A на рис. 17.6) после соударения рав-

на нулю. 

 

Решение 
I. Задачу решаем относительно 

лабораторной инерциальной системы 

отсчета. Поскольку соударение шай-

бы со стержнем является абсолютно 

упругим, а на систему тел «стержень + шайба» не действуют внеш-

ние силы вдоль горизонтальной поверхности, то выполняются все 

три закона сохранения: закон сохранения импульса, закон сохране-

ния момента импульса и закон сохранения механической энергии. 

Выберем систему координат так, как показано на рис. 17.6. Ось, 

относительно которой будем рассматривать вращение, удобно 

взять проходящей через центр стержня перпендикулярно горизон-

тальной поверхности и направленной из плоскости чертежа.  

II. Запишем три закона сохранения для выбранной системы тел 

для интервала времени до соударения – сразу после соударения.  

Закон сохранения проекции импульса на ось X выбранной си-

стемы координат: 

  Mmm .                                                                   (17.31) 

Закон сохранения момента импульса относительно выбранной 

оси: 

 0Jlmlm  .                                                                  (17.32) 

Закон сохранения механической энергии: 

2222

2
0

222  JMmm






 .                                               (17.33) 

Здесь  ,    – проекции скоростей шайбы и центра стержня на ось 

X сразу после соударения (проекции скоростей на ось Y в этот мо-

мент времени равны нулю),  – угловая скорость вращения стерж-

ня в тот же момент времени. 

A 

O 

B 

X 

Y 

υ  

Рис. 17.6. Ориентация шай-

бы и стержня относительно 

осей выбранной декартовой 

системы координат.  
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Момент инерции стержня относительно оси, проходящей через 

его центр масс, равен (15.25): 

2
0

12

1
MLJ  .                                                                           (17.34) 

В соответствии с принципом суперпозиции движений (см. 

(1.24) в Главе 1) скорость A  точки А стержня складывается из 

скорости центра масс и скорости вращательного движения этой 

точки вокруг оси, проходящей через центр масс: 

2
A

L
  .                                                                         (17.35) 

III. Решение системы уравнений (7.31) – (7.35) относительно 

искомых величин имеет вид: 

2
0

2
0

)(

)(

MmlJMm

MmlJMm




  ,                                                     (17.36) 

2
0

0

)(

2

MmlJMm

MJ

M

m


  ,                                              (17.37) 

2
0

0

0 )(

2

MmlJMm

MJ

J

ml


 , 



















0
2

0

0
A

2

1

)(

2

J

lL

MMmlJMm

mMJ
 .                                    (17.38) 

Расстояние l от точки соударения до начала координат, при ко-

тором шайба остановится после удара, найдем из (17.36) при 0  

с учетом (17.34): 

m

mM
Ll

12


 .  

Как следует из (17.37), максимальное значение скорости цен-

тра стержня достигается при l = 0. При этом условии шайба пере-

даст стержню максимальный импульс.  

Значение l, при котором скорость точки A сразу после удара 

будет равна нулю, находим из (17.38) с учетом (17.34): 

Ll
6

1
 .  

После попадания шайбы в точку с такими координатами стер-

жень сразу после удара будет совершать только вращательное дви-
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жение вокруг мгновенной оси вращения, проходящей через точку 

A. 

Ответ: 

1) шайба остановится сразу после удара, если 
m

mM
Ll

12


 ; 

2) шайба передаст стержню максимальный импульс, если она 

попадет в центр масс стержня (l = 0); 

3) скорость точки A сразу после удара будет равна нулю при 

условии Ll
6

1
 .  

 

Задача 17.3.3. (Законы сохранения при сложном движении аб-

солютно твердого тела). Два одинаковых однородных вращаю-

щихся тела сферической формы массой m и радиусом r движутся 

навстречу друг другу с одинаковыми по модулю скоростями 0 . 

Угловые скорости вращения тел, 1ω  и 2ω , составляют угол  и 

равны по модулю 021  ωω . В результате лобового абсолютно 

неупругого соударения образуется одно тело той же плотности, 

форму которого можно также считать сферической. Определить 

угловую скорость ω  вращения образовавшегося тела и изменение 

кинетической энергии системы 
kΔE .  

 

Решение 

I. Система двух тел в данной задаче предполагается изолиро-

ванной. Следовательно, суммарный импульс системы и суммарный 

момент импульса в лабораторной инерциальной системе отсчета 

сохраняются. Направим ось X лабораторной системы отсчета вдоль 

линии, соединяющей центры масс двух тел до соударения.  

II. Запишем закон сохранения проекции импульса рассматри-

ваемой системы тел на ось X для интервала времени, включающего 

момент их соударения: 

 mmm 200  , 

где   – проекция на ось X скорости поступательного движения 

образовавшегося после соударения тела массой 2m. Как видим, 

0 , следовательно, движение образовавшегося тела является чи-

сто вращательным. 
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Запишем закон сохранения момента импульса рассматривае-

мой системы тел относительно их общего центра масс на интервале 

времени, включающем момент их соударения: 

LLL  21 ,                                                                            (17.39) 

где 1L  и 2L  – моменты импульса первого и второго тел до соуда-

рения, L  – момент импульса образовавшегося тела после соударе-

ния. Поскольку скорости тел до соударения направлены вдоль ли-

нии, на которой находится центр масс системы, то в соответствии с 

формулой (15.9) Главы 15 момент импульса каждого из рассмат-

риваемых тел относительно центра масс системы тел равен момен-

ту импульса тела относительно его центра масс.  

Моменты импульса каждого из сферически симметричных тел 

относительно их собственных центров масс в соответствии с фор-

мулой (15.14) Главы 15 равны: 

101 ωL J ,                                                                               (17.40) 

202 ωL J ,                                                                              (17.41) 

ωL J ,                                                                                   (17.42) 

где 0J  и J  – моменты инерции каждого из соударяющихся тел и 

образовавшегося тела относительно их собственных осей враще-

ния. В соответствии с (15.27): 

2
0

5

2
mrJ  ,                                                                            (17.43) 

2)2(
5

2
RmJ  .                                                                       (17.44) 

Радиус R образовавшегося тела находим из условия сохране-

ния плотности (а, следовательно, и объема): 

33

3

4

3

4
2 Rr   .                                                                      (17.45) 

Согласно условию задачи модули угловых скоростей враще-

ния тел до их соударения равны: 

021  ωω .                                                                        (17.46) 

Изменение кинетической энергии рассматриваемой системы 

тел 
kΔE  в результате их абсолютно неупругого соударения в соот-

ветствии с (7.6) равно: 
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22
2

2
Δ

2

00

2

0
2

k  JmJ
E .                                           (17.47) 

III. Решая систему уравнений (17.39) – (17.46), получаем мо-

дуль угловой скорости вращения образовавшегося в результате со-

ударения тела: 

2
cos

2

2

2
cos2

3

0
0

0





 

J

J
.                                          (17.48) 

Поскольку в соответствии с (17.39) – (17.46) 

 21
0 ωωω 

J

J
,                                                                     

а модули угловых скоростей вращения тел до их соударения равны 

(17.46), то угловая скорость вращения образовавшегося тела ω  

направлена по биссектрисе угла , образованного векторами угло-

вых скоростей 1ω  и 2ω .  

Искомое изменение кинетической энергии рассматриваемой 

системы тел в результате соударения получим, подставляя (17.48) в 

(17.47) с учетом (17.43) – (17.45): 

  









2

0
02

00
k 1cos1Δ  m

J

J
JE  

          2

0

3
2

0
2 1cos1

4

2

5

2
 mmr 














 . 

Ответ:  вектор ω  направлен по биссектрисе угла , образо-

ванного векторами угловых скоростей 1ω  и 2ω ; 
2

cos
2

23

0


  ; 

  2

0

3
2

0
2k 1cos1

4

2

5

2
Δ  mmrE 














 . 

 

Задача 17.3.4. (Законы сохранения при сложном движении аб-

солютно твердого тела). Две одинаковые гантели массой m в виде 

шариков, соединенных стержнем, скользят по гладкой горизон-

тальной поверхности навстречу друг другу со скоростями 1υ  и 2υ  

так, как изображено на рис. 17.7. Момент инерции каждой гантели 

относительно оси, проходящей через ее центр масс перпендику-

лярно плоскости чертежа, равен J, а расстояние между центрами 
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шариков гантели – l. Как будут двигаться гантели после абсолютно 

упругого соударения? 

 

Решение 

I. Задачу решаем в двух систе-

мах отсчета: лабораторной системе, 

ось X декартовой системы коорди-

нат которой направим так, как пока-

зано на рис. 17.8, и системе отсчета, 

связанной с центром масс системы 

тел, с осью X', изображенной на 

рис. 17.9.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

По условию задачи гантели движутся по гладкой горизонталь-

ной поверхности, следовательно, центр масс системы тел, состоя-

щей из двух гантелей, движется с постоянной скоростью, и система 

отсчета, связанная с центром масс, является инерциальной.  

Поскольку рассматриваемая система тел замкнута, а соударе-

ние абсолютно упругое, то выполняются законы сохранения меха-

нической энергии, импульса и момента импульса для этой системы 

в любой из выбранных систем отсчета.  

II. По условию задачи в лабораторной системе отсчета гантели 

движутся поступательно со скоростями 1 и 2, следовательно, про-

екция скорости центра масс на ось X лабораторной системы отсче-

та равна  

Рис. 17.7. Гантели, сколь-

зящие по гладкой горизон-

тальной поверхности. 

 

A 

B 

D 

1  

2  

C 

Рис. 17.9. Взаимная ориентация 

гантелей и системы координат 

относительно системе отсчета, 

связанной с центром масс си-

стемы тел. 

 

A 

B 

D 

1 

2 

C 

X 

Рис. 17.8. Взаимная ориентация 

гантелей и системы координат 

относительно лабораторной 

системы отсчета. 
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u 

u 
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X' 
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2

21
цм





 , 

а проекции скоростей центров масс гантелей 1u  и 2u  на ось X' 

относительно системы центра масс обеих гантелей определяются 

выражениями: 

uu 



2

21
цм11


 ,                                                    (17.49) 

uu 



2

21
цм22


 .                                             (17.50) 

Запишем закон сохранения проекции импульса на ось X' для 

системы двух гантелей на интервале времени, включающем момент 

их соударения, в выбранной системе центра масс: 

2121 umummumu  ,                                                          (17.51) 

где 1u  и 2u  – скорости центров масс гантелей после соударения. 

В общем случае после соударения движение каждой гантели 

будет суперпозицией поступательного движения ее центра масс и 

вращательного движения вокруг оси, 

проходящей через ее центр масс пер-

пендикулярно поверхности, по которой 

происходит скольжение гантелей (см. 

рис. 17.10).  

Запишем закон сохранения меха-

нической энергии системы двух ганте-

лей на интервале времени, включаю-

щем момент соударения, в системе их 

центра масс, при этом учтем, что при 

плоском движении твердого тела его 

кинетическая энергия выражается фор-

мулой (17.10): 

222222

2
1

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1  JJumummumu







 .                             (17.52) 

Здесь 1  и 2  – угловые скорости вращения гантелей после 

соударения.  

Запишем также закон сохранения момента импульса системы 

двух гантелей относительно оси, проходящей через их центр масс 

Рис. 17.10. Движение ган-

телей сразу после их со-

ударения относительно 

системы отсчета, связан-

ной с центром масс. 

 

B 

A 

D 
2 

C 

X' 

2u   

1 
1u  
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перпендикулярно поверхности, по которой происходит скольжение 

гантелей, на том же интервале времени: 

221121
2222

 Jum
l

Jum
l

mu
l

mu
l

 .                          (17.53) 

В (17.53) учтено, что момент импульса гантели относительно 

выбранной оси в соответствии с формулой (15.5) из Главы 15 ра-

вен сумме момента импульса центра масс гантели относительно 

этой оси в системе центра масс 

двух гантелей и момента импуль-

са гантели относительно оси, 

проходящей через ее центр масс, 

в системе отсчета, связанной с 

этим центром масс. 

Учитывая симметрию задачи 

в системе центра масс двух ган-

телей, запишем очевидные соот-

ношения между угловыми скоро-

стями вращения гантелей и ско-

ростями их центров масс после 

соударения (см. рис. 17.11): 

  21 ,                                                                            (17.54) 

uuu  12 .                                                                           (17.55) 

 

III. Решим систему уравнений (7.59) – (17.65) относительно 1u , 

2u , 1  и 2 : 

u
Jml

Jml
uu 









4

4

2 2

2
21

21


,                                           (17.56) 




 






Jml
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4

4

2 2

21
21 .  

Заметим, что момент инерции гантели при заданной массе m 

максимален в случае, когда ее масса сосредоточена на концах ган-

тели: 

42
2

22
mll

mJ 







 .  

Следовательно, в соответствии с (17.56) 021  uuu  (см. 

рис. 17.11).  

Рис. 17.11. Движение гантелей 

через некоторое время после их 

соударения относительно системы 

отсчета, связанной с центром масс. 

 

u  
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A 
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C 
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u  
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Скорости центров масс гантелей после соударения в лабора-

торной системе отсчета равны: 

Jml

Jml
u

4

4
2

2
2

1
цм1







 ,  

Jml

Jml
u

4

4
2

1
2

2
цм2







 .  

Итак, в результате абсолютно 

упругого соударения, движение ган-

телей представляет собой суперпо-

зицию поступательного движения их 

центров масс и вращательного дви-

жения с одинаковой угловой скоро-

стью относительно осей, проходя-

щих через их центры масс (см. 

рис. 17.12). 

В случае, когда масса гантели 

сосредоточена на ее концах, момент 

инерции относительно оси, прохо-

дящей через центр масс, равен  

4

2ml
J  .  

При этом скорости центров масс гантелей после первого со-

ударения в лабораторной системе отсчета и угловая скорость их 

вращения равны: 

2

21
21





 ,  

l

21 



 .  

В соответствии с (17.55) скорости центров масс гантелей после 

соударения в системе центра масс системы тел равны нулю. Следо-

вательно, в рассматриваемом частном случае гантели, вращаясь с 

одинаковой угловой скоростью, испытают повторное соударение 

(см. решение задачи 8.3.8 в Главе 8).  

Ответ: в лабораторной системе отсчета движение гантелей 

после абсолютно упругого соударения представляет собой супер-

позицию поступательного движения их центров масс с одинаковы-

Рис. 17.12. Движение гантелей 

через некоторое время после их 

соударения относительно ла-

бораторной системы отсчета. 

 

B 

A 

D 

 
C 

2   

 

1  
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ми скоростями 
2

21
21





  и вращательного движения с оди-

наковой угловой скоростью
l

21 



  относительно осей, прохо-

дящих через их центры масс. Гантели после соударения испытают 

повторное соударение. 

 

Задача 17.3.5. (Гироскопические силы). Электродвигатель за-

креплен на подставке так, что его ось и общий центр масс находят-

ся посередине между опорами подставки, расстояние между кото-

рыми равно l. Двигатель с подставкой поставили на гладкую гори-

зонтальную поверхность. Найти силы давления опор подставки на 

поверхность, если после включения ротор двигателя раскручивает-

ся с угловым ускорением   вокруг его геометрической оси, а его 

момент инерции относительно этой оси равен J. Масса двигателя с 

подставкой равна m.  

 

Решение 
I. Задачу решаем в лабораторной системе отсчета. Ось Z де-

картовой системы координат направим вертикально вверх. Ось, 

относительно которой записываем моменты сил и импульса тел, 

выберем совпадающей с геометрической осью ротора и направлен-

ной за плоскость чертежа (см. рис. 17.13). 

При включении электродвига-

теля момент сил, действующих на 

ротор со стороны статора, закреп-

ленного на подставке, изменяет 

момент импульса ротора. В соот-

ветствии с третьим законом Нью-

тона такой же по величине момент 

сил действует со стороны ротора 

на статор с подставкой. При этом 

на подставку действуют также мо-

менты сил реакции со стороны по-

верхности, на которой она нахо-

дится. Подставка с закрепленным 

на ней статором остается в покое, 

поэтому суммарный момент всех 

Рис. 17.13. Силы реакции со 

стороны поверхности, дей-

ствующие на подставку элек-

тродвигателя, относительно 

лабораторной системы отсчета. 

 Z 

F2 

F1 
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внешних сил, действующих на них относительно произвольно вы-

бранной оси, равен нулю.  

II. Для ротора двигателя запишем уравнение моментов относи-

тельно выбранной оси: 

M
t

L


d

d
,                                                                                 (17.57) 

где L  момент импульса ротора относительно оси его вращения.  

Поскольку момент силы тяжести относительно оси ротора ра-

вен нулю, суммарный момент внешних сил M равен моменту сил, 

действующих на ротор со стороны статора с подставкой.  

Условия равновесия для статора и подставки запишем в сле-

дующем виде: 

0
22

21 
l

F
l

FM ,                                                            (17.58) 

021  mgFF .                                                                    (17.59) 

где F1 и F2 – силы, действующие на подставку со стороны поверх-

ности (см. рис. 17.13). 

Момент импульса ротора, вращающегося с угловой скоростью 

 относительно своей геометрической оси, равен 

JL  .                                                                                   (17.60) 

В соответствии с определением углового ускорения запишем: 

td

d
  .                                                                                  (17.61) 

В результате получена полная система уравнений для нахож-

дения сил, действующих на подставку со стороны поверхности. В 

соответствии с третьим законом Ньютона эти силы равны по вели-

чине искомым силам, действующим со стороны подставки на по-

верхность.  

III. Решая полученную систему уравнений (17.57) – (17.61) от-

носительно F1 и F2, получаем: 

l

Jmg
F




2
1 ,  

l

Jmg
F




2
2 .  

Заметим, что при угловом ускорении ротора 
J

mgl

2
  правая 

опора подставки двигателя отрывается от поверхности. 
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Ответ: 
l

Jmg
F




2
1 ,

l

Jmg
F




2
2 . 

 

Задача 17.3.6. (Гироскопические силы). Массивный цилиндри-

ческий каток (бегун) массой m, который может вращаться вокруг 

своей оси симметрии, приведен во вращение вокруг вертикальной 

оси с постоянной угловой 

скоростью  и катится без 

скольжения по горизонталь-

ной опорной плите (см. 

рис. 17.14). Радиус катка r. 

Момент инерции катка от-

носительно оси симметрии 

равен J0. Вычислить полную 

силу давления катка на 

опорную плиту.  

 

Решение 

I. Выберем оси декартовой системы координат так, как показа-

но на рис. 17.15. Каток участвует в двух движениях – вращении 

вокруг вертикальной оси Z с угловой скоростью  и вокруг соб-

ственной геометрической оси AA' с угловой скоростью 1. Направ-

ления угловых скоростей показаны на рис. 17.15. Неподвижной 

остается точка крепле-

ния катка к вертикаль-

ной оси – точка C.  

На каток действуют 

сила тяжести mg, сила 

реакции опоры N и сила 

реакции со стороны вер-

тикальной оси, прило-

женная в точке С. Будем 

считать стержень, с по-

мощью которого каток 

крепится к вертикальной 

оси, невесомым. По 

условию задачи цилиндрический каток движется без проскальзы-

вания, это означает, что толщина катка существенно меньше рас-

Рис. 17.15. Оси выбранной декартовой 

системы координат относительно цилин-

дрического катка. 

X 

 

R 

Z 

Y 
N 

mg 1 

C A A' 

 
r 

m, J0 

Рис. 17.14. Вращающийся массивный 

цилиндрический каток.  
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стояния R от катка до вертикальной оси вращения. Трением каче-

ния, возникающим при неупругих деформациях, пренебрегаем. По 

условию задачи требуется найти полную силу давления катка на 

опорную плиту, которая в соответствии с третьим законом Ньюто-

на равна по модулю силе нормальной реакции опорной плиты N, 

действующей на каток. 

II. Отличные от нуля моменты относительно точки C имеют 

две силы – сила тяжести mgM  и сила нормальной реакции со сто-

роны горизонтальной поверхности NM . Запишем уравнение мо-

ментов для катка относительно точки C крепления катка к верти-

кальной оси: 

mgN
t

MM
L


d

d
.                                                                   (17.62) 

При качении катка по горизон-

тальной поверхности происходит по-

стоянное изменение направления его 

оси, что определяет изменение направ-

ления вектора момента импульса. Го-

ризонтальная составляющая момента 

импульса XYL  (см. рис. 17.16) повора-

чивается вокруг оси Z (см. рис. 17.17), 

а вертикальная составляющая ZL  оста-

ется неизменной: 

XYZXY
dddd LLLL  .                                                         (17.63) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 

 

Lz 

Lxy 

L 

X 

Z 

Рис. 17.16. Компоненты 

вектора момента импульса. 

Рис. 17.17. Поворот горизонтальной составляющей момента импульса Lxy 

вокруг оси Z при качении катка. 

Lxy(t) 

Lxy(t+dt) 

d Z 
Lxy(t) 

Lxy(t+dt) 

dLx

y 

Y 

C 

X 
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Моменты силы тяжести mgM  и силы нормальной реакции 

опорной плиты NM  относительно точки C направлены в противо-

положных направлениях вдоль оси Y (см. рис. 17.15). Следователь-

но, для величины скорости изменения горизонтальной составля-

ющей момента импульса XYL  с учетом (17.62) и (17.63) можно за-

писать: 

RmgRN
t

mgN  MM
L

d

d XY .                                        (17.64) 

Поскольку составляющая момента импульса XYL  направлена 

вдоль собственной геометрической оси катка AA', то: 

10XY JL  .                                                                             (17.65) 

В соответствии с условием задачи качение происходит без 

проскальзывания, следовательно, скорости точек катка, сопри-

касающихся с горизонтальной поверхностью, равны нулю. С дру-

гой стороны, в силу принципа суперпозиции движений, скорость 

этих точек складывается из скорости вращения вокруг вертикаль-

ной оси и скорости вращения вокруг собственной оси катка. Сле-

довательно, угловые скорости  и 1 связаны соотношением: 

01  rR  .                                                                          (17.66) 

Найдем величину скорости изменения горизонтальной состав-

ляющей момента импульса XYL . В соответствии с рис. 17.17. мож-

но записать: 

1XY
XYXY

d

d

d

d



L

t

L

t

L
 .                                                       (17.67) 

В результате получена полная система уравнений (17.64) –

 (17.67) для нахождения N.  

III. Решая систему уравнений (17.64) – (17.67) относительно 

величины силы нормальной реакции опорной плиты, получаем: 

 mgNR
r

R
J

t

L
 2

0
XY

d

d
 ,  

mg
r

J
N  20  .                                                                    (17.68) 
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В соответствии с третьим законом Ньютона искомая полная 

сила давления катка на опорную плиту равна по модулю силе нор-

мальной реакции опорной плиты N, действующей на каток (17.68). 

Заметим, что величина 20 
r

J
, входящая в формулу (17.68), может 

быть порядка или даже больше силы тяжести, тем самым увеличи-

вая силу давления катка, что используется в работе дисковых 

мельниц.  

Ответ: mg
r

J
N  20  . 

 

Задача 17.3.7. (Гироскоп, гироскопические силы). Гироскоп 

представляет собой однородный диск радиусом R = 5 см и массой 

m0, закрепленный на невесомом горизонтальном стержне, ориенти-

рованном вдоль оси OO' (рис. 17.18). Гироскоп может вращаться 

вокруг осей OO' и CD. Диск 

гироскопа уравновешен на 

другом конце оси OO' телом с 

той же массой m0. Гироскоп 

раскрутили вокруг собствен-

ной оси OO' так, что он делает 

n = 50 об./с. Затем к телу мас-

сой m0 подвесили еще одно 

тело массой 10/
0

mm  . Найти 

период вращения гироскопа 

вокруг оси CD, если расстоя-

ние l от оси CD до точки под-

веса тела массой m0 (см. 

рис. 17.18) равно 10 см. 

 

Решение 

I. До подвешивания тела массой m гироскоп уравновешен, 

следовательно сумма моментов силы тяжести, действующей на 

диск гироскопа, и силы натяжения нити подвеса тела массой m0 

относительно точки пересечения осей вращения OO' и CD гироско-

па равна нулю. В условии равновесия гироскоп не совершает пре-

цессии. После подвешивания тела массой m увеличивается момент 

силы натяжения нити подвеса, что приводит к изменению момента 

Рис. 17.18. Гироскоп, уравновешенный 

телом массой m. 

m0 

, m0 



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 452 

импульса гироскопа. Поскольку момент импульса гироскопа зна-

чительно больше изменения момента силы натяжения нити подве-

са, то происходит медленное изменение направления момента им-

пульса гироскопа L – прецессия оси гироскопа.  

II. Запишем уравнение прецессии гироскопа (см. (17.23)) отно-

сительно точки пересечения его осей вращения OO' и CD (см. 

рис. 17.18): 

 ΩLM  ,                                                                               (17.69) 

где M  сумма моментов внешних сил, действующих на гироскоп, 

Ω   угловая скорость прецессии.  

Дополним это уравнение выражением (17.18) для момента им-

пульса гироскопа относительно его собственной оси OO':  

ωL 0J .                                                                                 (17.70) 

Здесь момент инерции гироскопа, представляющего собой одно-

родный диск, закрепленный на невесомом стержне, в соответствии 

с (6.44) равен  

2

2
0

0

Rm
J  ,                                                                             (17.71) 

а угловая скорость вращения гироскопа  связана с числом его 

оборотов n вокруг собственной оси соотношением: 

n 2 .                                                                                 (17.72) 

Подвешенные к стержню гироскопа тела массой m0 и m не пе-

ремещаются вдоль вертикальной оси CD в процессе движения ги-

роскопа, поэтому в соответствии со вторым законом Ньютона сила 

натяжения нити подвеса тел F равна  

 gmmF  0 .                                                                       (17.73) 

Сумма моментов силы тяжести, действующей на диск гиро-

скопа массой m0, и силы натяжения нити подвеса тел массой m0 и m 

относительно точки пересечения осей вращения OO' и CD гироско-

па направлена вдоль оси AB (см. рис. 7.19) и равна по модулю 

   glmmglmM 00 mgl .                                            (17.74) 

Вследствие быстрого вращения гироскопа вокруг своей оси 

его момент импульса будем считать направленным вдоль оси вра-

щения OO' (рис. 17.19). При этом угловая скорость прецессии Ω  в 

соответствии с (17.69) направлена вдоль оси CD (рис. 17.19).  
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Подставляя (17.70) – (17.74) 

в (17.69) с учетом направления 

векторов M , L  и Ω , для моду-

ля угловой скорости прецессии 

гироскопа  получаем: 

2
0Rnm

mgl


 

L

M
.  

Искомый период вращения 

гироскопа вокруг оси CD в со-

ответствии с (7.94) равен: 

mgl

Rm
nT

2
022

2





 .  

Подставляя численные значения физических величин, задан-

ных в условии задачи, получим 

c5,12T .  

Ответ: c5,122
2

02 
mgl

Rm
nT  . 

 

Задача 17.3.8. (Законы сохранения при сложном движении аб-

солютно твердого тела). Тонкий однородный стержень длиной l0 

и массой 0 10гm   вращается вокруг вертикальной оси, проходя-

щей через точку его подвеса, опи-

сывая при этом коническую по-

верхность (см. рис. 17.20). Жук, си-

дящий на стержне, начинает мед-

ленно ползти с верхнего закреплен-

ного его конца к нижнему концу. 

Начальный угол отклонения стерж-

ня от вертикали составляет 0 = 60. 

При какой массе жука m угол от-

клонения стержня от вертикали со-

ставит 
1 = 45 после того, как жук 

достигнет нижнего конца стержня?  

 

 

A 

B 

O 

O' 

C 

D 

L  

M  Ω  

Рис. 17.19. Взаимная ориентация 

векторов M, L и . 

Рис. 17.20. Тонкий однород-

ный стержень, вращающийся 

вокруг вертикальной оси, и 

жук, ползущий по стержню. 

 

l0, m0 

m  
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Решение 
I. При движении жука вдоль стержня на систему тел «стер-

жень + жук» действуют силы тяжести и силы реакции со стороны 

подвеса. Поскольку моменты этих сил относительно вертикальной 

оси, проходящей через точку подвеса, равны нулю, момент им-

пульса рассматриваемой системы тел относительно этой оси в ла-

бораторной инерциальной системе отсчета не изменяется. Поэтому 

при решении задачи будем использовать закон сохранения момента 

импульса относительно вертикальной оси для двух моментов вре-

мени: начала движения (l = 0, 0  ) и момента достижения жу-

ком конца стержня (l = l0, 1  ).Здесь введены обозначения: l  

расстояние от жука до точки подвеса стержня и    угол отклоне-

ния стержня от вертикали.  

В процессе движения жука расстояние l, угол  , а также угло-

вая скорость вращения стержня   изменяются. Для нахождения 

взаимосвязи между углом отклонения   и угловой скоростью   

удобно перейти к неинерциальной системе отсчета, жестко связан-

ной с вращающимся стержнем. В этой системе отсчета на систему 

тел «стержень + муфта» действуют силы тяжести, сила реакции 

подвеса в точке крепления стержня и силы инерции.  

Поскольку жук в соответствии с условием задачи движется по 

стержню медленно, то угловая скорость вращения стержня   так-

же медленно изменяется ( 0ω ), следовательно, переносная сила 

инерции (см. (10.16) в Главе 10) примерно равна центробежной 

силе инерции: цбпер FF  . Силой инерции Кориолиса (см. (10.17) в 

Главе 10), действующей на медленно движущегося жука, также 

пренебрегаем: 0Кор F .  

Сумма моментов внешних сил, действующих на систему тел 

«стержень + жук, равна нулю относительно любой оси, неподвиж-

ной относительно выбранной неинерциальной системы отсчета.  

Заметим, что центробежная сила инерции, действующая на 

различные элементы стержня, зависит от расстояния между дан-

ным элементом и вертикальной осью вращения неинерциальной 

системы отсчета. Следовательно, для расчета суммарного момента 

сил инерции, действующих на стержень, необходимо просуммиро-

вать моменты сил инерции, действующих на каждый из элементов 

стержня. Заметим также, что момент силы реакции подвеса в точке 
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крепления стержня равен нулю относительно оси, проходящей че-

рез точку подвеса.  

Таким образом, для решения задачи воспользуемся законом 

сохранения момента импульса системы тел «стержень + жук» от-

носительно вертикальной оси в лабораторной инерциальной систе-

ме отсчета и условием равенства нулю суммарного момента сил, 

действующих на эту систему тел относительно оси, жестко связан-

ной с вращающимся стержнем и проходящей через точку подвеса, 

в неинерциальной системе отсчета.  

II. Момент импульса системы тел «стержень + жук» L склады-

вается из моментов импульсов стержня стL  и жука жL  в отдельно-

сти. Момент импульса элемента стержня стL  зависит от расстояния 

между данным элементом и вертикальной осью вращения стержня. 

Следовательно, для расчета суммарного момента импульса стержня 

необходимо просуммировать моменты импульсов всех элементов 

стержня. Запишем момент импульса системы тел «стержень + жук» 

в лабораторной инерциальной системе отсчета относительно вер-

тикальной оси вращения: 

   sinsinsinsin
0

0 0

0жст lmlxdx
l

m
xLLL

l

 

   







 22

00
2

3

1
sin mllm ,  

где x  координата элемента стержня длиной dx вдоль стержня от-

носительно точки подвеса. 

Запишем также закон сохранения момента импульса системы 

тел «стержень + жук» относительно вертикальной оси в лаборатор-

ной инерциальной системе отсчета на интервале времени от начала 

движения жука (l = 0, 0  ) до момента достижения им нижнего 

конца стержня (l = l0, 1  ): 

  0sin
3

1
3sin

3

1 2

000
2

0
2
001

2
101  lmlmmLL  ,     (17.75) 

где L0 и 0  момент импульса системы тел и угловая скорость их 

вращения в начальный момент времени, а значения этих величин в 

конечный момент времени  L1 и 1.  

Запишем равенство нулю суммы моментов внешних сил, дей-

ствующих на систему тел «стержень + жук», относительно гори-
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зонтальной оси, неподвижной в выбранной неинерциальной систе-

ме отсчета и проходящей через верхний конец стержня O (см. 

рис. 17.21):  

0ж
цб

ст
цб

ж
гж

ст
гж  MMMM .                                                 (17.76) 

Моменты сил тяжести, действую-

щих на стержень ст
гжM  и жука ж

гжM , 

равны: 

sin
2

1
00

ст
гж glmM  ,            (17.77) 

sinж
гж mglM  .                   (17.78) 

Момент центробежной силы инер-

ции ж
цбM  (см. (10.16) в Главе 10), дей-

ствующей на жука, определяется выра-

жением: 

 cossin22ж
цб lmM  .       (17.79) 

Для нахождения суммарного мо-

мента сил инерции, действующих на 

стержень ст
цбM , рассмотрим элемент стержня длиной dx, находя-

щийся на расстоянии x от верхнего конца стержня. Центробежная 

сила инерции (см. (10.16)), действующая на этот элемент, равна  

 sindd 2

0

ст
цб xx

l

m
F  ,  

где sinx  – расстояние от элемента стержня до вертикальной оси 

вращения выбранной неинерциальной системы отсчета. 

Момент силы инерции, действующей на элемент стержня, от-

носительно горизонтальной оси, неподвижной в выбранной не-

инерциальной системе отсчета и проходящей через верхний конец 

стержня O, можно записать в виде (см. рис. 17.21): 

 cossindcosdd 22

0

ст
цб

ст
цб xx

l

m
xFM  .                         (17.80) 

Интегрируя (17.80) по всей длине стержня, получим суммар-

ный момент сил инерции, действующих на стержень: 

 cossin
3

1
cossind

2

0
2

0

0

22

0

0ст
цб

0

lmxx
l

m
M

l

  .         (17.81) 

m0g 

mg 

 

ст
цбdF  

dl 

ж
цбF  

O 

Рис. 17.21. Внешние силы, 

действующие на систему 

тел «стержень + жук», в 

выбранной неинерциаль-

ной системе отсчета.  
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III. Определим взаимосвязь между угловой скоростью враще-

ния стержня (и жука) и угла отклонения стержня от вертикали в 

произвольный момент времени. Решая совместно уравнения 

(17.76)  (17.79) и (17.81), получаем: 

 
  


cos32

23
22

00

00

mllm

mllmg




 .                                                    (17.82) 

В соответствии с (17.82) для начального (l = 0, 0  ) и ко-

нечного (l = l0, 1  ) моментов времени можно записать: 

00

0
cos2

3




l

g
 ,                                                                   (17.83) 

 
 mml

mmg

3cos2

23

010

0
1







 .                                                    (17.84) 

Преобразуя закон сохранения момента импульса системы тел 

«стержень + жук» (17.75), получаем: 

  0sin3sin 00
2

001
2

1  mmm  .                                 (17.85) 

Подстановка (17.83) и (17.84) в (17.85) дает квадратное урав-

нение для определения искомой массы жука m: 

0
cos

cos

sin

sin
156

0

1

1
4

0
4

2

00
2 






















mmmm .                         (17.86) 

Решая уравнение (17.86), окончательно получим: 

0

0

1

1
4

0
4

cos

cos

sin

sin
2415

12

1
mm






















.  

Воспользовавшись численными значениями физических вели-

чин, заданных в условии задачи, находим  

г2,332,0 0  mm . 

Ответ: г2,332,0 0  mm . 

 

Задача 17.3.9. (Законы сохранения при сложном движении аб-

солютно твердого тела). Спутник массой m движется по эллипти-

ческой траектории вокруг планеты, находящейся в одном из ее фо-

кусов (см. рис. 17.22). Известны наименьшее r1 и наибольшее r2 

расстояния от спутника до центра планеты, а также модуль его 

скорости 1 в наиболее близкой к планете точке траектории. Найти 
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массу планеты M, а также радиусы кривизны траектории спутника 

и в наиболее близкой R1 и наиболее удаленной R2 от планеты точ-

ках его траектории. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 
I. Лабораторную систему отсчета, связанную с планетой, бу-

дем считать инерциальной. При дальнейшем рассмотрении будем 

считать спутник материальной точкой, а планету  сферически 

симметричным телом. Движение спутника по эллиптической тра-

ектории происходит под действием одной силы – силы гравитаци-

онного взаимодействия (см. п. 4.1 в Главе 4) спутника и планеты. 

Поскольку эта сила является центральной (п. 7.1 в Главе 7), то мо-

мент импульса спутника относительно оси, проходящей через 

центр планеты перпендикулярно плоскости траектории спутника, в 

соответствии с законом сохранения момента импульса механиче-

ской системы относительно оси (см. п. 17.1. Теоретический мате-

риал) не меняется со временем.  

Будем считать, что система тел «спутник + планета» является 

изолированной, а центральные силы взаимодействия тел системы  

потенциальны (п. 7.1 в Главе 7). В этом случае можно воспользо-

ваться законом сохранения механической энергии рассматривае-

мой системы (п. 17.1. Теоретический материал).  

II. Запишем закон сохранения момента импульса спутника от-

носительно оси, проходящей через центр планеты перпендикуляр-

но плоскости траектории спутника (см. рис. 17.22), для моментов 

времени нахождения спутника на минимальном r1 и максимальном 

r2 расстоянии от планеты: 

Рис. 17.22. Спутник, движущийся по 

эллиптической траектории вокруг плане-

ты, находящейся в одном из ее фокусов. 

 

1r  2r  
m 

M 

1υ  

r  

υ  

2υ  
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01122   mrmr ,                                                                  (17.87) 

где 2   модуль скорости спутника при максимальном удалении от 

планеты. При записи (17.87) было учтено, что скорость υ  и радиус-

вектор r  спутника относительно центра планеты в рассматривае-

мые моменты времени взаимно перпендикулярны. Заметим, что в 

остальные моменты времени угол между скоростью υ  и радиус-

вектором r  не равен 2/  (рис. 17.22).  

Запишем закон сохранения механической энергии системы тел 

«спутник + планета» для моментов времени нахождения спутника 

на минимальном r1 и максимальном r2 расстоянии от планеты: 

0
22

p
1

2
1p

2

2
2  E

m
E

m 
.                                                    (17.88) 

Здесь p
1E  и p

2E   потенциальные энергии системы тел «спут-

ник + планета» в рассматриваемые моменты времени.  

Определим потенциальную энергию системы при произволь-

ном расстоянии r  между спутником и центром планеты.  

Выберем ноль отсчета потенциальной энергии, соответствую-

щий положению спутника на физически бесконечно большом рас-

стоянии от планеты. Тогда в соответствии с определением потен-

циальной энергии механической системы (см. п.7.1 в Главе 7) 

можно записать: 

r

mM
Gr

r

mM
GE

r

 


d
2

p .                                               (17.89) 

Следовательно, потенциальная энергия системы тел «спут-

ник + планета» в моменты нахождения спутника на минимальном 

r1 и максимальном r2 расстоянии от планеты равна: 

1

P
1

r

mM
GE  ,                                                                        (17.90) 

2

P
2

r

mM
GE  .                                                                     (17.91) 

Для определения радиуса кривизны траектории спутника за-

пишем уравнение его движения в проекции на нормальную ось, 

направленную к центру кривизны траектории перпендикулярно 

скорости спутника, в рассматриваемые моменты времени: 
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2
11

2
1

r

mM
G

R
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,                                                                       (17.92) 

2
22

2
2

r

mM
G

R
m 


.                                                                       (17.93) 

III. Решая записанную в п. II систему уравнений 

(17.87)  (17.93) получаем искомое выражения для массы планеты 
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G
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и радиусов кривизны траектории в рассматриваемые моменты вре-

мени  

21

21
21 2

rr

rr
RR


 .  

Заметим, что обе искомые физические величины не зависят от 

массы спутника, что дает возможность нахождения массы планеты, 

исходя из измерений только кинематических характеристик спут-

ника.  

Ответ:   
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17.4. Задачи для самостоятельного решения  

Закон изменения и сохранения момента импульса 

Задача 17.4.1 ([1], 3, с. 266). Тонкая палочка длиной l и массой 

m лежит на гладкой горизонтальной поверхности. Пуля массой 

8/0 mm  , летевшая перпендикулярно палочке и параллельно по-

верхности со скоростью 0, попадает в палочку на расстоянии 

4/0 ll   от ее конца и застревает в ней. Найти угловую скорость 

вращения системы тел после соударения.  

Ответ: 
l

0

13

4 
  . 

 

Задача 17.4.2 ([1], 11, с. 266). Диск, вращающийся с угловой 

скоростью 1 вокруг вертикальной оси, проходящий через его 

центр масс, падает на другой диск, вращающийся на гладкой гори-
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зонтальной поверхности с угловой 

скоростью 2 вокруг той же оси (см. 

рис. 17.23). Моменты инерции дисков 

относительно оси вращения равны J1 и 

J2. После падения верхнего диска на 

нижний оба диска, благодаря трению 

между ними, через некоторое время 

стали вращаться как единое целое. 

Найти работу A, которую совершили 

при этом силы трения, действующие 

между дисками. 

Ответ: 2
21

21

21 )(
2

1
 




JJ

JJ
A . 

 

Задача 17.4.3 ([1], 2, с. 266). По 

внутренней поверхности конической 

воронки, стоящей вертикально, без 

трения скользит маленький шарик (см. 

рис.17.24). В начальный момент време-

ни шарик находится на высоте h0 и 

имеет скорость 0, направленную гори-

зонтально. На какую максимальную 

высоту h поднимется шарик в процессе 

движения? Чему равна его скорость   

на этой высоте? 

Ответ: 















2
0

0
2
0 8

11
4 

 gh

g
h ; скорость шарика направлена 

горизонтально и ее модуль равен: 
2
0

00 8
1

2 




gh
 .  

 

Задача 17.4.4 ([1], 4, с. 267). На гладком горизонтальном 

стержне, вращающемся вокруг вертикальной оси с постоянной уг-

ловой скоростью , на расстоянии l0 от оси находится муфта мас-

сой m (см. рис.17.25). В некоторый момент времени муфте 

J1 

J2 
2 

1 

Рис. 17.23. Два вращающихся 

диска. 

Рис. 17.24. Шарик, сколь-

зящий по внутренней по-

верхности конической 

воронки. 

h 

h0 

0 
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сообщают скорость  00 l  вдоль 

стержня, направленную от оси 

вращения. Какой момент сил M 

должен быть приложен к стержню 

для того, чтобы он продолжал рав-

номерное вращение? Как меняется 

расстояние муфты от оси вращения 

в зависимости от времени? 

Ответ: temltM  222

02)(  , 

teltl 
0)(  . 

 

Задача 17.4.5 ([1], 7, с. 268). 

Горизонтальный желоб состоит 

из двух взаимно перпендикуляр-

ных досок. Сплошной однород-

ный цилиндр раскрутили до уг-

ловой скорости  и поместили в 

желоб так, как показано на 

рис. 17.26. Коэффициент трения 

между стенками желоба и цилин-

дром равен . Найти время вра-

щения цилиндра в желобе. 

Ответ: 




g

R
T 

4

2
. 

 

Задача 17.4.6 ([1], 5, с. 267). Корабль движется со скоростью 

 = 40 км/час по дуге окружности радиусом R = 300 м. Найти мо-

мент гироскопических сил MГ, действующих на подшипники дви-

гателя корабля со стороны ротора, который имеет момент инерции 

относительно оси вращения J0 = 3,6103 кгм2 и делает 

n = 150 об./мин. Ось вращения расположена вдоль корабля. 

Ответ: 3
Г 02 2,1 10 н мM nJ

R


     .  

 

Рис. 17.26. Сплошной однородный 

цилиндр, помещенный в желоб. 

 

mg 

R 

Рис. 17.25. Система тел – 

стержень, муфта. 

l0 

 
0υ  

m 
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Задача 17.4.7 ([1], 9, с. 268). В 

точке A подвешены шарик на нити 

длиной l и однородный стержень дли-

ной L (рис. 17.27). Стержень отклоняют 

в сторону на некоторый угол и отпус-

кают без начальной скорости. В поло-

жении равновесия стержень упруго со-

ударяется с шариком. При каком соот-

ношении между массами стержня M и 

шарика m стержень после удара оста-

новится?  

Ответ: 
2

2

3
L

l

m

M
 .  

 

Задача 17.4.8 ([1], 10, с. 269). Частица массой m движется по 

эллиптической траектории под действием центральной упругой 

силы rF k . Минимальная скорость частицы достигается при 

значении ее радиус-вектора 0rr   относительно силового центра, 

совпадающего с одним из фокусов эллипса. Найти модуль макси-

мальной скорости частицы max . 

Ответ: 0max r
m

k
 . 

 

Задача 17.4.9. ([1], 11, с. 269). Две одинаковые шайбы скользят 

навстречу друг другу по гладкой горизонтальной поверхности со 

скоростями 1  и 2 , вращаясь с угловыми скоростями 1  и 
2  

(см. рис.17.28). В некоторый момент времени происходит их цен-

тральное абсолютно неупругое соударение, в результате которого 

шайбы начинают скользить по поверхности и вращаться вместе. 

Считая известными массу 

m и радиус R каждой из 

шайб, найти изменение 

кинетической энергии 

шайб 
kΔE  и угловую ско-

рость их вращения   по-

сле соударения.  

Рис. 17.27. Система тел – 

шарик на нити и однород-

ный стержень. 

l 
M, 

L 

m 

A 

Рис. 17.28. Две шайбы, скользящие по 

горизонтальной поверхности. 

1  
2 1 

2  
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Ответ:  2
21

22
2

2
1

22
21

k )()(6)(6
24

Δ   RR
m

E ,  

              
6

21 



 . 

 

Задача 17.4.10. ([2], 340). На краю свободно вращающегося 

достаточно большого горизонтального диска, имеющего радиус R  

и момент инерции J, стоит человек массой т.  Диск совершает п  

об/мин. Как изменится скорость вращения диска, если человек пе-

рейдет от края диска к центру? Как изменится при этом энергия 

системы? Размерами человека по сравнению с радиусом диска 

можно пренебречь. 

Ответ: Скорость вращения возрастет в JmR21  раз. Кине-

тическая энергия вращения возрастет во столько же раз. Увеличе-

ние энергии произойдет за счет работы, произведенной человеком 

при перемещении его по диску. 

 

Задача 17.4.11. ([2], 432). Доказать, что момент количества 

движения планеты относительно Солнца может быть представлен в 

виде   const2  συrL mm , 

где т  — масса, а  — секториальная скорость планеты (Секто-

риальной скоростью планеты называется площадь, описываемая 

радиусом-вектором планеты за единицу времени.) 

 

Задача 17.4.12 ([3], 1.305). Однородная тонкая квадратная 

пластинка со стороной l  и массой М  может свободно вращаться 

вокруг неподвижной вертикальной оси, совпадающей с одной из ее 

сторон. В центр пластинки по нормали к ней упруго ударяется ша-

рик массой т  со скоростью . Найти: 

а) скорость шарика сразу после удара; 

б) горизонтальную составляющую результирующей силы, с 

которой ось действует на пластинку после удара. 

Ответ: а) 
Mm

Mm

43

43




 ; б) 

 2
2

341

8

mMl

M
F





.  
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Задача 17.4.13 ([3], 1.306). Вертикально расположенный од-

нородный стержень массой М  и длиной l может вращаться вокруг 

своего верхнего конца. В нижний конец стержня попала, застряв, 

горизонтально летевшая пуля массой т ,  в результате чего стер-

жень отклонился на угол . Считая т  << М ,  найти: 

а) скорость летевшей пули; 

б) приращение импульса системы "пуля — стержень" за время 

удара; какова причина изменения этого импульса; 

в) на какое расстояние х  от верхнего конца стержня должна 

попасть пуля, чтобы импульс системы не изменился в процессе 

удара. 

Ответ: а)    2sin32  glmM ;   

б)  2sin6Δ glMp  ; в) 32lx  . 

 

Гироскоп, гироскопические силы 

Задача 17.4.14 ([1], 6, с. 267). Гироскоп массой m = 0,5 кг вра-

щается с угловой скоростью  = 200 рад/с. Момент инерции гиро-

скопа J = 5 10-4 кг м2. Угловая скорость прецессии в поле сил тяже-

сти Земли 5,0  рад/с. Угол между вертикалью и осью гироскопа 
030 . Определить расстояние l от точки опоры до центра масс и 

угловое ускорение гироскопа. 

Ответ: 
mg

J
l


0,5 см,  sin  = 50 рад/с2. 

 

Задача 17.4.15 ([2], 423). Подсчитайте момент М  гироскопи-

ческих сил, действующих на вал со стороны пропеллера, если са-

молет при скорости u = 300 км/ч делает поворот радиусом 

R = 100 м. Пропеллер с моментом инерции J  = 7  кгм2 делает 

N = 1000 об/мин. 

Ответ: 612
2


R

JNu
M


Нм2.  

 

Задача 17.4.16 ([2], 426). Гироскопический маятник, исполь-

зуемый в качестве авиагоризонта, характеризуется следующими 

параметрами: масса маховичка гироскопа т  = 5 103 г, момент 

инерции маховичка относительно оси фигуры J = 8104 гсм2, рас-
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стояние между точкой подвеса и центром масс маховичка 

а = 0,25 см. Гироскоп делает 20000 об/мин. Когда самолет, на ко-

тором был установлен прибор, двигался равномерно, ось фигуры 

маятника была вертикальна. Затем в течение времени  = 10 с са-

молет двигался с горизонтальным ускорением 0=1 м/с2. Опреде-

лить угол  ,  на который отклонится от вертикали ось фигуры ги-

роскопического маятника за время ускорения. 

Ответ:   Jma 0 0,4325.  

 

Задача 17.4.17 ([3], 1.343). Однородный шар массой т  = 5,0 

кг и радиусом R  = 6,0 см вращается с  = 1250 рад/с вокруг гори-

зонтальной оси, проходящей через его центр и укрепленной в 

подшипниках подставки. Расстояние между подшипниками 

l = 15 см. Подставку поворачивают вокруг вертикальной оси с 

 = 5,0 рад/с. Найти модуль и направление гироскопических сил. 

Ответ: 30,052 2  lmRF  кН.  

 

Задача 17.4.18 ([3], 1.345). Корабль движется со скоростью 

  = 36 км/ч по дуге окружности радиусом R  = 200 м. Найти мо-

мент гироскопических сил, действующих на подшипники со сторо-

ны вала с маховиком, которые имеют момент инерции относитель-

но оси вращения J = 3,8103 кгм2 и делают п  = 300 об/мин. Ось вра-

щения расположена вдоль корабля. 

Ответ: 62  RnJN  кНм2.  
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ГЛАВА 18 

СВОБОДНЫЕ НЕЗАТУХАЮЩИЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ  

С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ 

 

18.1. Теоретический материал 

Механические колебания – это повторяющееся ограниченное 

движение тел механической системы относительно некоторого 

своего положения. При этом обобщенные координаты, определя-

ющие положения тел системы в пространстве (см. п. 14.1 в Гла-

ве 14), ограничено изменяются около некоторого своего значения 

(см. рис. 18.1).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Периодический механический процесс – движение тел ме-

ханической системы, точно повторяющееся во времени. Для систе-

мы с одной степенью свободы этот колебательный процесс может 

быть описан одной физической величиной )(t , периодически за-

висящей от времени (см. рис. 18.2).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Период T – минимальный интервал времени, через который 

процесс в точности повторяется (рис. 18.2). 

Рис. 18.1. Зависимость обобщенной координаты 

)(t  от времени в случае колебаний.  

 )(t  

t 

Рис. 18.2. Зависимость обобщенной координаты )(t  

от времени в случае периодического процесса. 

 )(t  

t 

T 
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Гармонические колебания – процесс, при котором физиче-

ская величина )(t  меняется по гармоническому закону (см. 

рис. 8.3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Свободные (собственные) колебания – колебания системы, 

предоставленной самой себе (при постоянных внешних условиях).  

Уравнение собственных гармонических колебаний, которое 

следует из уравнений движения механической системы, имеет вид: 

02
0   ,                                                                              (18.1) 

где   – одна из обобщенных координат – независимых физиче-

ских величин, определяющих положение тел системы; 0  – угло-

вая частота и 
0

0

2




T  – период собственных гармонических ко-

лебаний, определяемые характеристиками системы.  

Закон движения при собственных гармонических колебаниях 

(зависимость обобщенной координаты от времени) – решение 

уравнения собственных гармонических колебаний (18.1): 

 00cos)(   tAt .                                                              (18.2) 

Здесь  00  t  – фаза колебаний; A  – амплитуда и 0  – 

начальная фаза собственных гармонических колебаний, опреде-

ляемые начальными условиями – значениями физической вели-

чины  00 tt    и скоростью ее изменения  00 tt     в 

начальный момент времени t0: 

2

0

02
0 





















A ,                                                                    (18.3) 

 )(t  

t 

T 

Рис. 18.3. Зависимость обобщенной координаты )(t  от 

времени в случае гармонических колебаний. 
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00

0
000 arctg







t .                                                       (18.4) 

Скорость изменения обобщенной координаты   (обобщен-

ная скорость) в случае гармонических колебаний: 

 000 sin)(   tAt .                                                       (18.5) 

Как видим, в случае гармонических колебаний амплитуды 

обобщенной скорости и обобщенной координаты связаны множи-

телем 0 , а фаза обобщенной скорости опережает фазу обобщен-

ной координаты на /2.  

Необходимые условия существования собственных гармони-

ческих колебаний:  

1) наличие положения устойчивого равновесия, 

2) наличие возвращающей квазиупругой обобщенной силы. 

В качестве примеров рассмотрим колебания пружинного, ма-

тематического и физического маятников.  

Пружинный маятник  это тело, прикрепленное к невесомой 

пружине (см. рис. 18.4).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рассмотрим случай горизонтального расположения пружинно-

го маятника на гладкой горизонтальной поверхности. Ось X лабо-

раторной инерциальной системы отсчета, связанной с горизонталь-

ной поверхностью, направим вдоль оси пружины, а ее начало от-

счета совместим с центром масс тела в положении равновесия, со-

ответствующего нерастянутой пружине (рис. 18.4).  

Рис. 18.4. Пружинный маятник. 

 m k 

у пр
F  

x 0 X 
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На тело в процессе колебаний действует упругая сила Fупр со 

стороны пружины, удовлетворяющая закону Гука (см. 

п. 4.1. Теоретический материал в Главе 4). Уравнение движения 

тела в проекции на ось X выбранной системы отсчета имеет вид: 

kxxm  ,                                                                                 (18.6) 

где m  масса тела, k  коэффициент жесткости пружины.  

Преобразуем (18.6) к виду уравнения гармонических колеба-

ний: 

0 x
m

k
x .                                                                              (18.7) 

Сравнивая (18.7) с (18.1), для угловой частоты колебаний пру-

жинного маятника получим:  

m

k
0 .                                                                                 (18.8) 

Заметим, что при вертикальном расположении пружинного 

маятника его частота не изменится. Действительно, уравнение 

движения маятника в этом случае записывается в виде (18.7) при 

выборе начала отсчета вертикальной координаты тела в положении 

его равновесия.  

Законы движения тела, прикрепленного к пружине, и измене-

ния его скорости аналогично (18.2) и (18.5) запишем в виде: 

 00cos)(   tAtx ,                                                              (18.9) 

 000 sin)(   tAtx .                                                     (18.10) 

Кинетическая энергия пружинного маятника равна кинетиче-

ской энергии тела, прикрепленного к пружине: 

   00
2

2
0

22
k sin

22

)(
)( 


t

mAtxm
tE


 

           00
2

2

sin
2

  t
kA

.                                                  (18.11) 

Потенциальная энергия пружинного маятника, расположенно-

го горизонтально, равна энергии упругой деформации пружины:  

 00
2

22
p cos

22

)(
)(   t

kAtkx
tE .                                   (18.12) 

Кинетическая и потенциальная энергии пружинного маятника 

изменяются в противофазе по гармоническому закону с частотой 

02  и одинаковыми амплитудами (см. рис. 18.5). Механическая 
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энергия пружинного маятника, равная сумме кинетической и по-

тенциальной энергий, остается постоянной в процессе колебаний: 

2
)()(

2
pk kA

tEtEE  .                                                      (18.13) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Математический маятник  материальная точка, подвешен-

ная на невесомой нерастяжимой нити в поле 

сил тяжести (см. рис. 18.6).  

Рассмотрим колебания математического 

маятника относительно горизонтальной оси, 

происходящие в одной плоскости.  

Выберем лабораторную инерциальную 

систему отсчета, связанную с телом, к кото-

рому подвешен математический маятник. За-

пишем уравнение моментов для материальной 

точки относительно оси, проходящей через 

точку подвеса перпендикулярно плоскости 

колебаний маятника (см. рис. 18.6): 

mgM
t

L


d

d
,                                                                              (18.14) 

где   2)( mlmllL    момент импульса материальной точки от-

носительно выбранной оси,   угол отклонения маятника от по-

ложения равновесия, m и l  масса и длина математического маят-

ника, sinmglMmg    момент силы тяжести, действующей на 

материальную точку относительно той же оси.  

Рис. 18.5. Зависимости кинетической Ek и потенциальной Ep энергий 

маятника от времени в случае собственных гармонических колебаний. 

 

0 T T/2 

E
k,p

(t) E
k
(t) E

p
(t) 

l 

 

mg 

F 

Рис. 18.6. Матема-

тический маятник. 
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При малых углах отклонения маятника уравнение (18.14) сво-

дится к виду уравнения гармонических колебаний (18.1): 

 sin2 mglml  ,                                                                 (18.15) 

0 
l

g
 .                                                                            (18.16) 

Сравнивая (18.16) с (18.1), для угловой частоты колебаний ма-

тематического маятника получим:  

l

g
0 .                                                                                (18.17) 

Законы движения математического маятника и изменения его 

угловой скорости аналогично (18.2) и (18.5) запишем в виде: 

 00cos)(   tAt ,                                                           (18.18) 

 000 sin)(   tAt .                                                      (18.19) 

Кинетическая энергия математического маятника равна кине-

тической энергии материальной точки, подвешенной на нити: 

 00
2

222
k sin

22



 t

mglAml
E


.                                    (18.20) 

Потенциальная энергия математического маятника равна энер-

гии материальной точки в поле силы тяжести Земли. Если за ноль 

отсчета потенциальной энергии принять положение равновесия 

маятника, то его потенциальная энергия при отклонении на угол   

равна:  

 00
2

2
p cos

2
)cos1(   t

mglA
mglE .                        (18.21) 

Кинетическая и потенциальная энергии математического ма-

ятника, так же как и в случае пружинного маятника, изменяются в 

противофазе по гармоническому закону с частотой 02  и одинако-

выми амплитудами (см. рис. 18.5). Механическая энергия матема-

тического маятника не изменяется в процессе колебаний и равна:  

2

2
pk mglA

EEE  .                                                           (18.22) 

Физический маятник  абсолютно твердое тело, подвешен-

ное в поле сил тяжести (см. рис. 18.7).  
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Рассмотрим колебания физического маятника относительно 

горизонтальной оси, в процессе которых все 

материальные точки физического маятника 

движутся в параллельных плоскостях.  

Выберем лабораторную инерциальную 

систему отсчета, связанную с телом, к кото-

рому подвешен физический маятник. Запи-

шем уравнение моментов для абсолютно 

твердого тела относительно оси, проходящей 

через точку подвеса перпендикулярно плос-

кости колебаний маятника (см. рис. 18.7): 

mgMJ  .                                                                              (18.23) 

Здесь   угол отклонения маятника от положения равновесия, J   

момент инерции физического маятника относительно выбранной 

оси, sinmglMmg    момент силы тяжести, действующей на  

маятник в центре его масс, относительно той же оси, m  масса фи-

зического маятника и l  расстояние от центра масс маятника до 

точки его подвеса.  

При малых углах отклонения маятника уравнение (18.23) сво-

дится к виду уравнения гармонических колебаний (18.1): 

 sinmglJ  .                                                                    (18.24) 

0 
J

mgl
 .                                                                        (18.25) 

Сравнивая (18.25) с (18.1), для угловой частоты колебаний фи-

зического маятника получим:  

J

mgl
0 .                                                                            (18.26) 

Используя теорему Гюйгенса  Штейнера, выразим угловую 

частоту колебаний физического маятника через его момент инер-

ции 0J  относительно оси, проходящей через центр масс парал-

лельно оси вращения: 

2
0

0
mlJ

mgl


 .                                                                    (18.27) 


 

mg 

J0 

l 

Рис. 18.7. Физический 

маятник. 
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Заметим, что в случае математического и физического маятни-

ков в качестве обобщенной координаты выступает угол отклонения 

маятника от положения равновесия .  

Законы движения физического маятника и изменения его уг-

ловой скорости идентичны случаю математического маятника: 

 00cos)(   tAt ,                                                           (18.28) 

 000 sin)(   tAt .                                                     (18.29) 

Кинетическая энергия физического маятника равна (см. 

п. 17.1. Теоретический материал Главы 17): 

 00
2

22
k sin

22



 t

mglAJ
E


.                                      (18.30) 

Если за ноль отсчета потенциальной энергии принять положе-

ние равновесия маятника, то его потенциальная энергия при откло-

нении на угол   можно записать в виде:  

 00
2

2
p cos

2
)cos1(   t

mglA
mglE .                       (18.31) 

Механическая энергия физического маятника равна: 

2

2
pk mglA

EEE  .                                                         (18.32) 

 

18.2. Основные типы задач и методы их решения 

При решении задач данной главы возможны два метода реше-

ния – так называемые динамический и энергетический методы. Ди-

намический метод предполагает использование уравнений движе-

ния, а энергетический – закона сохранения механической энергии 

колеблющейся системы тел.  

Если задача сводится к колебаниям материальной точки, то 

основные этапы решения определяются общими схемами решения 

задач, описанными в Главе 3 (динамический метод) и Главе 7 

(энергетический метод). При решении задачи о колебаниях абсо-

лютно твердого тела используются схемы, описанные в Гла-

вах 15,16 (динамический метод) и Главе 17 (энергетический ме-

тод). Как правило, при использовании обоих методов на последнем 

этапе решения получаются уравнение и закон движения рассмат-

риваемой механической системы. В любом случае при решении 
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задачи необходимо последовательно реализовать следующие три 

основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений. 

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 
 

18.3. Примеры решения задач 

Задача 18.3.1. (Динамический метод). Сплошной однородный 

цилиндр массой m  и радиусом R , 

шарнирно закрепленный в нижней 

точке, совершает малые колебания 

под действием двух горизонтальных 

одинаковых легких пружин, жест-

кость каждой из которых равна k  

(рис. 18.8). Пружины прикреплены к 

верхней точке цилиндра и нерастяну-

ты в положении равновесия цилин-

дра. Определить угловую частоту ма-

лых колебаний цилиндра. 

 

Решение 
I. Задачу решаем динамическим методом в лабораторной 

инерциальной системе отсчета, связанной с опорой цилиндра. Ось 

X декартовой системы координат направим горизонтально. Начало 

отсчета оси X соответствует положению точки шарнирного закреп-

ления цилиндра. Цилиндр считаем абсолютно твердым телом. На 

него действуют четыре силы (см. рис. 18.9): сила тяжести mg, упру-

гие силы со стороны двух пружин 2Fупр и сила реакции опоры, не 

изображенной на рисунке. Силами трения пренебрегаем. Пружины 

считаем невесомыми, их деформации – малыми.  

II. Запишем уравнение моментов для цилиндра относительно 

оси (рис. 18.9), проходящей через точку его шарнирного закрепле-

ния перпендикулярно плоскостям колебаний материальных точек 

цилиндра: 

kxRmgRRkxmgRJ 4)2(2sin   .                         (18.33) 

Рис. 18.8. Колебательная 

система, состоящая из ци-

линдра и двух закрепленных 

горизонтальных пружин. 

 k k 

m, R 
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Здесь J – момент инерции цилиндра отно-

сительно выбранной оси,  – угол пово-

рота цилиндра (рис. 18.9), х – координата 

точки крепления пружин к цилиндру. При 

записи уравнения (18.33) учтено, что мо-

мент силы реакции опоры относительно 

оси вращения равен нулю, и при малых 

углах поворота цилиндра плечо силы 

упругости равно R2 , а  sin .  

Запишем уравнение кинематической 

связи – уравнение, связывающее коорди-

нату точки крепления пружин к цилиндру 

и угол его поворота: 

Rx 2 .                                                                              (18.34) 

Момент инерции цилиндра относительно оси, проходящей че-

рез точку его шарнирного крепления, находим в соответствии с 

теоремой Гюйгенса – Штейнера: 

22
2

2

3

2
mRmR

mR
J  .                                                    (18.35) 

III. Подставляя выражения (18.34) и (18.35) в (18.33), получаем 

уравнение гармонических колебаний: 

0
8

3

2









 

R

g

m

k
 .  

Следовательно, искомая угловая частота собственных незату-

хающих колебаний равна 











R

g

m

k8

3

2
0 .  

Полученное выражение для частоты колебаний справедливо 

при 
R

g

m

k


8
. Если 

R

g

m

k


8
, то вертикальное равновесное состояние 

является неустойчивым и колебания в системе не возникают (см. в 

п. 18.1. необходимые условия существования собственных гармо-

нических колебаний). 

Ответ: 









R

g

m

k8

3

2
0 .  

 

Рис. 18.9. Силы, дей-

ствующие на цилиндр, 

при отклонении от 

положения равновесия. 

 2Fупр 

 

mg 

X 0 
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Задача 18.3.2. (Динамический метод). Тонкая однородная па-

лочка совершает малые колеба-

ния внутри гладкого полуцилин-

дра радиусом R , оставаясь в 

плоскости, перпендикулярной 

оси цилиндра (рис. 18.10). Длина 

палочки равна радиусу полуци-

линдра. Найти закон движения 

центра масс палочки, считая, что 

в начальный момент времени она 

покоилась и была отклонена от 

положения равновесия на малый 

угол 0 .  

 

Решение 

I. Задачу решаем динамическим методом в лабораторной 

инерциальной системе отсчета, связанной с полуцилиндром. Па-

лочку считаем абсолютно твердым телом. На нее действуют три 

силы – сила тяжести mg и силы нормальной реакции поверхности 

полуцилиндра N1 и N2 (рис. 18.10). Силами трения и сопротивления 

воздуха пренебрегаем. 

II. Запишем уравнение моментов для палочки относительно 

оси, совпадающей с осью полуцилиндра, проходящей через точку 

О перпендикулярно плоскости чертежа (рис. 18.10): 

 sinmglJ  ,                                                                  (18.36) 

где J – момент инерции палочки относительно указанной оси, 

 – угол отклонения палочки от положения равновесия, l  – рассто-

яние от оси вращения до центра масс палочки. При записи (18.36) 

учтено, что моменты сил нормальной реакции поверхности полу-

цилиндра N1 и N2 относительно оси вращения равны нулю.  

Поскольку длина палочки равна радиусу цилиндра, то рассто-

яние от оси вращения до центра масс палочки равно: 

2

3
)3/sin(

R
Rl   .                                                         (18.37) 

Момент инерции палочки относительно указанной оси нахо-

дим в соответствии с теоремой Гюйгенса – Штейнера: 
2

0 mlJJ  .                                                                       (18.38) 

Рис. 18.10. Силы, действующие на 

палочку при отклонении от поло-

жения равновесия. 

 O 



 

N2 

N1 

mg 
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Момент инерции тонкой палочки относительно оси, проходя-

щей через ее центр масс, равен: 

12

2

0

mR
J  .                                                                            (18.39) 

III. Преобразуя систему уравнений (18.36)  (18.39) с учетом 

малости угла отклонения палочки от положения равновесия 

)(sin   , получаем уравнение гармонических колебаний: 

.0
5

33
 

R

g
                                                                    (18.40) 

Как видим (ср. с (18.1)), частота собственных колебаний палочки 

определяется соотношением 

R

g

5

33
0  ,  

а закон движения (решение уравнения движения (18.40)) имеет 

вид: 

)cos()( 00   tAt .  

Амплитуда A  и начальная фаза 0  в соответствии с условиями 

задачи определяются начальными значениями угла отклонения и 

скорости его изменения: 

00 cos)0(  A , 0sin0)0(  A .                        (18.41) 

Совместное решение уравнений (18.41) дает значения ампли-

туды и начальной фазы: 

0A , 00  .  

В результате искомый закон движения центра масс палочки 

принимает вид: 














 t

R

g
t

5

33
cos)( 0 .  

Ответ: 













 t

R

g
t

5

33
cos)( 0 . 

 

Задача 18.3.3. (Динамический метод). На тележке массой М, 

стоящей на горизонтальных рельсах, подвешен математический 

маятник длиной l и массой m. Тележка может катиться по рельсам 
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без трения. Тележке сообщили начальную скорость V0 так, что при 

этом нить маятника осталась вертикальной. Найти законы движе-

ния маятника и тележки относительно лабораторной системы от-

счета при малых углах отклонения нити маятника от вертикали. 

Определить, при каких соотношениях масс маятника и тележки 

амплитуды их колебаний mA  и MA  будут максимальными.  

 

Решение 
I. При решении задачи ис-

пользуем две системы отсчета: 

инерциальную лабораторную си-

стему, связанную с рельсами, и 

неинерциальную, связанную с те-

лежкой. Направим ось Х инерци-

альной системы отсчета вдоль 

рельсов, по которым катится те-

лежка (см. рис. 18.11), начало от-

счета которой совпадает с поло-

жением маятника в начальный 

момент времени.  

После сообщения начальной 

скорости V0 тележке маятник в 

неинерциальной системе отсчета 

будет колебаться относительно неподвижной оси, проходящей че-

рез точку подвеса O, в то время как в инерциальной системе отсче-

та его движение является суперпозицией поступательного движе-

ния вместе с тележкой и колебательного движения относительно 

тележки.  

Задачу решаем динамическим методом. На маятник в неинер-

циальной системе отсчета действуют три силы (рис. 18.11) – сила 

тяжести mg, сила натяжения нити Т и переносная сила инерции 

перF . Силами трения и сопротивления воздуха пренебрегаем. 

II. Переносная сила инерции, действующая на маятник, равна: 

M
xmF 

пер ,  

где Mx  – ускорение тележки (и жестко связанной с ней неинерци-

альной системы) относительно инерциальной системы отсчета. 

Рис. 18.11. Колебательная си-

стема, состоящая из маятника, 

закрепленного на тележке. 

 

Х 

Fпер mg 

Т 

 

O 
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Запишем уравнение вращательного движения (уравнение мо-

ментов) маятника в неинерциальной системе отсчета относительно 

оси, проходящей через точку подвеса O перпендикулярно плоско-

сти чертежа (рис. 18.11): 

 cossin2 lxmmglml M
  ,                                         (18.42) 

где   – угол отклонения маятника от вертикали (см. рис. 18.11). 

При записи уравнения (18.42) учтено, что относительно выбранной 

оси момент инерции маятника равен 
2ml , а момент силы натяже-

ния нити равен нулю. 

В соответствии с принципом суперпозиции движений коорди-

ната маятника )(txm  относительно инерциальной системы отсчета 

равна: 

)(sin)()( tltxtx Mm  ,                                                    (18.43) 

где )(txM  – координата точки подвеса маятника, жестко связанной 

с тележкой, относительно инерциальной системы отсчета.  

Уравнение кинематической связи (уравнение, связывающее 

угловое ускорение маятника )(t  и ускорение тележки )(txM
 ) 

можно получить, рассматривая движение центра масс системы тел 

«маятник + тележка» относительно инерциальной системы отсчета. 

Координата центра масс цмx  системы тел равна: 

Mm

Mxmx
x Mm






цм .                                                              (18.44) 

По условию задачи на указанную систему тел не действуют 

внешние силы вдоль оси Х (силами трения и сопротивления возду-

ха пренебрегаем), следовательно, в соответствии со вторым зако-

ном Ньютона ускорение центра масс равно нулю: 

0
цм
x .                                                                                (18.45) 

При этом центр масс данной системы тел в зависимости от началь-

ных условий будет двигаться вдоль оси X с постоянной скоростью 

или покоиться.  

Дифференцируя (18.44) дважды по времени с учетом (18.43) и 

(18.45), получаем следующее уравнение кинематической связи для 

ускорений:  

  0cossin)( 2    mlxMm M .                          (18.46) 
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При малых углах отклонения маятника (  sin ) уравнения 

(18.42), (18.43) и (18.46) преобразуются к виду:  

lxmmglml M
  2 ,                                                       (18.47) 

)()()( tltxtx Mm  ,                                                          (18.48) 

0)(   mlxMm M .                                                        (18.49) 

Полученная система уравнений (18.47) – (18.49) позволяет 

найти искомые законы движения маятника )(txm  и тележки )(txM  

относительно лабораторной инерциальной системы отсчета. 

III. Преобразуя систему уравнений (18.47) – (18.49), получаем 

уравнение гармонических колебаний (см. (18.1)) маятника относи-

тельно тележки: 

  0/1   Mm
l

g
 .                                                        (18.50) 

Следовательно, частота собственных колебаний маятника 0  

равна: 

 Mm
l

g
/10  . 

На рис. 18.12 изображена за-

висимость частоты колебаний ма-

ятника 0  от отношения масс 

Mm/  маятника и тележки. Отме-

тим, что при увеличении массы 

маятника частота колебаний моно-

тонно возрастает, а при достаточно 

малой массе маятника Mm  

частота его колебаний совпадает с 

частотой колебаний математиче-

ского маятника с неподвижной 

точкой подвеса (18.17) – 
l

g
0 .  

Решением уравнения (10) является гармоническая функция: 

)cos()( 00   tAt .                                                        (18.51) 

Амплитуда A  и начальная фаза 0  в (18.51) определяются началь-

ными условиями, которые в соответствии с условиями задачи запи-

сываются в виде: 

Рис. 18.12. Зависимость частоты 

колебаний маятника от отноше-

ния масс m/M. 
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0)0( t ,     
l

V
t 0)0(  .  

В результате для угла отклонения маятника имеем: 

)sin()2/cos()( 0

0

0
0

0

0 t
l

V
t

l

V
t 





  .                        (18.52) 

Дифференцируя (18.52) дважды по времени и подставляя   в 

(18.50) получаем дифференциальное уравнение второго порядка 

для координаты тележки Mx : 

)sin(
/1

/
000 tV

Mm

Mm
xM 


 .                                           (18.53) 

Интегрируя (18.53) с начальными условиями  

0)0( txM ,   0)0( VtxM  ,  

находим искомый закон движения тележки относительно лабора-

торной инерциальной системы отсчета: 

)sin(
/1

1
)( 00 tAtV

Mm
tx MM 


 ,                                   (18.54) 

где  

2/3

0

0

0

)/1(

/

/1

/

Mm

glV

M

mV

Mm

Mm
AM








.                          (18.55) 

На рис. 18.13 изображены зависимости координаты тележки 

)(txM  от времени при различных значениях отношения масс 

Mm/  маятника и тележки.  

Зависимости получены в соответствии с (18.54) при значениях 

начальной скорости тележки м/с10 V  и длины маятника м2l . 

Как видим, поступательное движение тележки представляет собой 

суперпозицию движения с постоянной скоростью 0
/1

1
V

Mm
 и 

гармонических колебаний с частотой 0  и амплитудой MA  (см. 

(18.54)). Заметим, что при достаточно малой массе маятника 

Mm  колебательное движение тележки практически незаметно, 

поскольку происходит с малыми амплитудой MA  и частотой.  
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Искомый закон движения маятника )(txm  относительно лабо-

раторной инерциальной системы отсчета находим, используя 

принцип суперпозиции движений (18.43) и полученные законы из-

менения угла отклонения )(t  маятника (18.52) и движения )(txM  

тележки (18.54): 

)sin(
/1

1
)( 00 tAtV

Mm
tx mm 


 ,                                     (18.56) 

где  

2/3

0

0

0

)/1(

/

/1

1

Mm

glVV

Mm
Am








.                                  (18.57) 

На рис. 18.14 изображены зависимости координаты маятника 

)(txm  от времени при различных значениях отношения масс Mm/  

маятника и тележки. Зависимости получены в соответствии с 

(18.56) при тех же значениях начальной скорости тележки и длины 

маятника, что и в случае расчета зависимостей координаты тележ-

ки (см. рис. 18.13). Как видим, движение маятника, как и в случае 

тележки, представляет собой суперпозицию движения с той же по-

Рис. 18.13. Зависимость коор-

динаты тележки от времени. 

Рис. 18.14. Зависимости коор-

динаты маятника от времени. 
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стоянной скоростью 0
/1

1
V

Mm
 и гармонических колебаний с той 

же частотой 0 , но другой амплитудой mA  (см. (18.57)). Заметим, 

что колебательное движение маятника практически незаметно при 

достаточно большой массе маятника Mm , поскольку происхо-

дит с малой амплитудой mA .  

На рис. 18.15 изображены за-

висимости амплитуд колебаний 

тележки MA  и маятника mA  от 

соотношения их масс при указан-

ных выше значениях начальной 

скорости тележки и длины маят-

ника. Как видим, амплитуда коле-

баний маятника mA  монотонно 

уменьшается с увеличением от-

ношения масс Mm/ . При этом 

амплитуда колебаний тележки MA  

сначала возрастает, достигая мак-

симума, а затем монотонно убыва-

ет.  

Амплитуда колебаний маятника mA  в соответствии с (18.57) 

стремится к своему максимальному значению 
g

l
VAm 0

max   при 

неограниченном уменьшении отношения масс маятника и тележки 

0/ Mm .  

Амплитуда колебаний тележки MA  в соответствии с (18.55) 

максимальна при значении отношения масс маятника и тележки 

2/ Mm  независимо от начальной скорости тележки и длины ма-

ятника и равна 
g

l
VAM 0

max

33

2
 .  

Ответ: )sin(
/1

1
)( 00 tAtV

Mm
tx mm 


 , 

0

0

/1

1



V

Mm
Am 


 ,  

g

l
VAm 0

max    при  0/ Mm . 

Рис. 18.15. Зависимость амплитуд 

колебаний тележки и маятника от 

отношения их масс. 
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)sin(
/1

1
)( 00 tAtV

Mm
tx MM 


 , 

0

0

/1

/



V

Mm

Mm
AM 


 ,  

g

l
VAM 0

max

33

2
   при 2/ Mm . 

 

Задача 18.3.4. (Энергетический метод). Тело вращения с мак-

симальным радиусом r , моментом инерции J  (относительно его 

оси симметрии) и массой m  катается без проскальзывания по ци-

линдрической поверхности опоры радиусом R , совершая малые 

колебания около положения равновесия (рис. 18.16). Найти частоту 

колебаний. 

 

Решение 

I. На тело в процессе движения действуют сила тяжести gm , 

сила нормальной реакции опоры N  и сила трения покоя трF  в 

точке соприкосновения тела с цилиндрической поверхностью (см. 

рис. 18.16). Силой сопротивле-

ния воздуха пренебрегаем. Тело 

вращения и опору считаем аб-

солютно твердыми телами, по-

этому трение качения не учиты-

ваем.  

Задачу решаем энергетиче-

ским методом. Механическая 

энергия тела, катающегося без 

проскальзывания по цилиндри-

ческой поверхности, сохраняет-

ся, поскольку суммарная работа 

всех непотенциальных сил, действующих на него, равна нулю (см. 

п. 7.1 в Главе 7).  

II. Кинетическая энергия тела по теореме Кенига равна сумме 

кинетической энергии поступательного движения тела со скоро-

стью, равной скорости центра масс V , и энергии вращательного 

движения с угловой скоростью   вокруг оси, проходящей через 

центр масс: 

Рис. 18.16. Силы, действующие на 

тело при отклонении от положения 

равновесия. 

 O 

R 

 N 

Fтр mg 

V 
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22

22
k JmV

E  .                                                              (18.58) 

Здесь J – момент инерции тела, относительно оси, проходящей че-

рез центр масс, а скорость центра масс тела в соответствии с 

рис. 18.16 равна 

)( rRV  ,                                                                       (18.59) 

где  – угол, задающий положение центра масс тела на цилиндри-

ческой поверхности.  

Если принять потенциальную энергию тела в положении его 

равновесия равной нулю, то при отклонении центра масс на угол   

потенциальная энергия становится равной (см. рис. 18.16) 

2p )(
2

)cos1)((  rR
mg

rRmgE  .                         (18.60) 

Поскольку механическая энергия тела сохраняется, то  

  0pk 



EE

t
.                                                                  (18.61) 

Поскольку тело осуществляет плоское движение, рассмотрим 

это движение как вращение вокруг мгновенной оси с угловой ско-

ростью  . По условию задачи качение происходит без проскаль-

зывания, следовательно, мгновенная ось вращения проходит через 

точки соприкосновения тела с цилиндрической поверхностью и 

скорость центра масс тела равна:  

rV  .                                                                                (18.62) 

Приравнивая правые части выражений (18.59) и (18.62) для 

скорости центра масс, получаем уравнение кинематической связи 

для угловой скорости вращения   тела вокруг оси, проходящей 

через центр масс, и угловой скорости вращения   центра масс во-

круг геометрической оси цилиндрической поверхности: 

 
r

rR 
 .                                                                         (18.63) 

III. Решая совместно уравнения (18.58) – (18.61) и (18.63), по-

лучаем уравнение гармонических колебаний тела: 

0
))(( 2

2




 
JmrrR

mgr
 .                                                 (18.64) 

Сравнивая (18.64) с (18.1), получаем искомое выражение для 

частоты собственных гармонических колебаний тела вращения: 
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))(( 2

2

0
JmrrR

mgr


 .  

В частности, для сплошного цилиндра 









2

2

цил

mr
J  и шара 









 2

шар
5

2
mrJ  полученное выражение принимает вид: 

)(3

2
цил0

rR

g


 ,  

)(7

5
шар0

rR

g


 .  

Ответ: 
))(( 2

2

0
JmrrR

mgr


 . 

 

Задача 18.3.5. (Энергетический метод). Определить частоту 

0  малых собственных гармонических колебаний жидкости в тон-

кой трубке U-образной формы с изменяющимся вдоль трубки по-

перечным сечением, помещенной в поле сил тяжести Земли. Счи-

тать заданной зависимость площади поперечного сечения трубки S 

от координаты s вдоль трубки, а также длину заполненной жидко-

стью части трубки L. 

 

Решение 

I. Поскольку в условии задачи не оговаривается иное, жид-

кость будем считать невязкой и несжимаемой. Задачу решаем энер-

гетическим методом. Примем за ноль отсчета потенциальной энер-

гии жидкости ее положение равновесия. По условию задачи сооб-

щающиеся сосуды имеют неправильную форму, следовательно, 

смещение различных частиц жидкости при колебаниях будет раз-

лично, в отличие от колебаний в трубке с постоянным поперечным 

сечением. Введем обозначения: A1 – амплитуда малых гармониче-

ских колебаний жидкости в левом колене трубки, A2 – амплитуда 

малых гармонических колебаний в правом колене, ρ – плотность 

жидкости. 
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II. Пусть площадь поперечного сечения трубки есть известная 

функция координаты вдоль трубки S(s). Масса всей жидкости равна 


L

sSm

0

d  (L – длина заполненной жидкостью части трубки). Ко-

лебания считаем малыми, поэтому площадь поперечного сечения 

трубки на расстоянии двойной амплитуды колебаний можно счи-

тать неизменной. Следовательно, если 1S  и 2S  – площади сечения 

правой и левой свободных поверхностей несжимаемой жидкости в 

трубке соответственно, то 

2211 SASA  .                                                                        (18.65) 

Будем отсчитывать координату s от левой свободной поверх-

ности жидкости в положении равновесия. Координата правой сво-

бодной поверхности в положении равновесия равна длине столба 

жидкости Ls  . Амплитуду колебаний A в сечении с произвольной 

координатой Ls 0  площадью S находим из условия ASSA 11 , 

аналогичного (18.65). Тогда в случае гармонических колебаний ам-

плитуда V колебаний скорости частиц жидкости в сечении трубки с 

координатой s равна 

S

S
AAV 1

100   .  

Запишем кинетическую энергию всей жидкости в момент про-

хождения ею положения равновесия: 

 

LL

S

sSAVsS
E

0

2
1

2
1

2
0

0

2
k
max

d

22

d 
.                                 (18.66) 

Через четверть периода вся энергия будет потенциальной и 

определяться работой сил тяжести по перемещению объема жидко-

сти 2211 SASA   на высоту 
2

21 AA 
: 














2

1
2
1121

11
p
max 1

22 S

SgAS
g

AA
ASE


 .                     (18.67) 

Поскольку силами вязкого трения и сопротивления воздуха 

пренебрегаем, механическая энергия жидкости сохраняется: 
p
max

k
max EE  .                                                                        (18.68) 
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III. Подставляя (18.66) и (18.67) в (18.68), получим уравнение 

для частоты собственных колебаний жидкости 0 : 











2

1
2
11

0

2
1

2
1

2
0 1

2

d

2 S

SgAS

S

sSA
L


.                                   (18.69) 

Из (18.69) непосредственно следует выражение для искомой 

частоты собственных колебаний жидкости в трубке: 

 
.

d

0

21

21
0






L

S

s
SS

SSg
                                                                 (18.70) 

Полученное выражение (18.70) при S = const переходит в из-

вестную формулу для частоты собственных колебаний жидкости в 

U-образной трубке с постоянным поперечным сечением: 

L

g2
0  .  

Ответ: 
L

g2
0  . 

 

Задача 18.3.6. (Энергетический метод). Четыре легких стерж-

ня длиной l шарнирно соединены с тремя маленькими шариками 

массами m, как показано на рис. 18.17. Верхняя точка О шарнирно-

го соединения стержней неподвижна. Система вращается с посто-

янной угловой скоростью Ω вокруг неподвижной вертикальной оси 

OY. Шарики слегка выводят из положения равновесия и отпуска-

ют. Найти частоту малых колебаний системы при условии 
l

g2
Ω  . 

 

Решение 

I. При решении задачи стержни будем считать невесомыми и 

нерастяжимыми, шарики – материальными точками. Трением в 

подвесе и точках шарнирных соединений, а также трением о воздух 

пренебрегаем. 
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Задачу решаем в неинерциальной 

системе отсчета, вращающейся с угловой 

скоростью Ω. Оси декартовой системы 

координат изображены на рис. 18.17. 

При вращении системы тел вокруг вер-

тикальной оси стержни отклоняются от 

вертикального положения и составляют 

в положении равновесия некоторый угол 

с вертикальной осью. После небольшого 

отклонения от равновесного положения, 

возникающего, например, при смещении 

вниз нижнего шарика, в системе возник-

нут колебания. 

II, III. В выбранной системе коорди-

нат координаты шариков определяются 

выражениями: 

sin21 lxx  ,   03 x ,                                                

(18.71) 

cos21 lyy  ,   cos23 ly  ,                                         (18.72) 

где φ – угол отклонения стержней от вертикальной оси OY. Индек-

сы в обозначениях координат соответствуют нумерации шариков 

на рис. 18.17. 

Дифференцируя координаты шариков (18.71), (18.72) по вре-

мени, получим проекции скоростей шариков на оси выбранной си-

стемы координат: 

 cos21 lxx  ,   03 x ,                                          (18.73) 

 sin21 lyy  ,    sin23 ly                                 (18.74) 

Используя полученные выражения для проекций скоростей 

шариков (18.73) и (18.74), запишем выражение для кинетической 

энергии системы:  

 





2

sin)2(

2

sincos
2

22222222
k   lmml

E  

      222 )sin21(   ml .                                                   (18.75) 

Потенциальная энергия системы тел в поле силы тяжести и 

поле сил инерции равна: 

Рис. 18.17. Колебательная 

система, состоящая из 

трех шариков, шарнирно 

соединенных стержнями. 
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  222p sincos

4
Ω

l

g
mlE .                                      (18.76) 

При записи выражения для потенциальной энергии (18.76) бы-

ла введена следующая нормировка: ноль потенциальной энергии в 

поле силы тяжести соответствует точке подвеса стержней, а ноль 

потенциальной энергии в поле сил инерции выбран при вертикаль-

ном положении стержней. 

Положение равновесия системы найдем из условия минимума 

потенциальной энергии 0
d

d p




E
: 

0cossin2sin
4

00
2

0   Ω
l

g
.                                         (18.77) 

Уравнение (18.77) имеет два решения: 

1) 0sin 0 , соответствующее неустойчивому положению рав-

новесия; 

2) 
2

2
0

0cos



 , соответствующее устойчивому положению рав-

новесия. Здесь введено обозначение 
l

g22
0  . 

Угол отклонения от положения равновесия 0  . Разло-

жим кинетическую (18.75) и потенциальную энергию (18.76) в 

окрестности точки φ = φ0 в ряд по степеням θ и ограничимся квад-

ратичными членами: 




















4

4
022k 23mlE ,  






































 2

2

4
02

2

4
022p mlE . 

Подставляя kE  и pE  в закон сохранения механической энер-

гии   0pk 



EE

t
, получаем уравнение гармонических колеба-

ний: 

0
23 4

0
4

4
0

4
2 


















  . 
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Следовательно, искомая круговая частота малых колебаний 

равна: 

4
0

4

4
0

4

23 


 . 

Ответ: 
4
0

4

4
0

4

23 


 , где 

l

g22
0  . 

 

Задача 18.3.7. (Энергетический метод). Горизонтальный 

пружинный маятник состоит из однородной пружины массой m0 с 

большим числом витков и небольшого груза массой m, 

прикрепленного к одному из концов пружины. Другой конец 

пружины неподвижно закреплен. Коэффициент жесткости 

пружины равен k. Пренебрегая трением, найти частоту малых 

гармонических колебаний такого маятника. 

 

Решение 
I. Задачу решаем энергетическим методом. При гармонических 

колебаниях происходит периодическая перекачка кинетической 

энергии в потенциальную и обратно. При этом максимальная 

кинетическая энергия равна максимальной потенциальной энергии. 

Особеннность данной задачи заключается в том, что 

рассматривается весомая пружина, обладающая не только 

потенциальной энергией, но и кинетической, причем разные 

элементы пружины имеют различную скорость. Скорость витков 

пружины изменяется от нуля в точке ее неподвижного закрепления 

до скорости груза, прикрепленного к другому концу пружины. 

II, III. Пусть пружина имеет длину L. Рассмотрим маятник в 

момент времени, когда груз проходит положение равновесия, имея 

максимальную скорость V. Так как пружина однородная, то 

элемент пружины длиной xd  и массой x
L

m
m dd 0 , находящийся 

на расстоянии x от точки закрепления конца пружины, имеет в этот 

момент скорость x
L

V
 . Поэтому кинетическая энергия этого 

элемента пружины равна 
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2

2

2
0

2
k
пр d

2

1

2

d
d x

L

V
x

L

mm
E 





.                                      (18.78) 

Полную кинетическую энергию пружины находим, интегрируя 

(18.78) по всей длине пружины: 

62

2
0

0

2

3

2
0k

пр

Vm
dxx

L

Vm
E

L

  . 

Суммарная кинетическая энергия маятника равна: 

262

22
0

2
k
пр

k mVVmmV
EE  .                                       (18.79) 

При гармонических колебаниях максимальная скорость маят-

ника связана с амплитудой колебаний A и круговой частотой   

соотношением AV max . Используя (18.79), нетрудно получить 

значение максимальной кинетической энергии колебательной си-

стемы: 









 m

mA
E

32

0
22

k
max


.                                                      (18.80) 

Максимальная потенциальная энергия упругой деформации 

пружины равна 

2

2
p
max

kA
E  .                                                                         (18.81) 

При гармонических колебаниях максимальные значения кине-

тической и потенциальной энергии маятника равны: p
max

k
max EE  . 

Приравнивая правые части (18.80) и (18.81), находим искомую ча-

стоту гармонических колебаний груза на весомой пружине: 

3

0m
m

k



 . 

Ответ: 

3

0m
m

k



 . 
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Задача 18.3.8. На гладкую невесомую нерастяжимую нить 

длиной l надета маленькая бусинка 

массой m. Концы нити прикреплены 

к потолку так, что глубина провиса-

ния нити оказалась равной h 

(см. рис. 18.19). Определить отноше-

ние периодов малых колебаний бу-

синки вдоль нити в плоскости черте-

жа и в перпендикулярной плоскости. 

Силами трения можно пренебречь. 

 

Решение 

Эллипс является геометрическим местом точек, сумма рассто-

яний от которых до фокусов имеет 

одинаковое значение. Поскольку 

нить нерастяжима, траектория дви-

жения бусинки при колебаниях в 

плоскости чертежа является полуэл-

липсом с положением фокусов в точ-

ках подвеса нитей (см. рис. 18.19). 

Уравнение эллипса в декартовых ко-

ординатах, изображенных на 

рис. 18.19, имеет вид: 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
,                                                                     (18.82) 

где a и b – полуоси эллипса, связанные с глубиной провисания ни-

ти и ее длиной очевидными соотношениями: 

hb  ,  la 2 .                                                                  (18.83) 

При малых колебаниях в плоскости чертежа можно считать, 

что бусинка движется по дуге окружности с радиусом, равным ра-

диусу кривизны эллипса в нижней точке. 

Радиус кривизны плоской линии определяется выражением: 

 
y

y
R






2/321
,  

Рис. 18.18. Колебательная систе-

ма, состоящая из бусинки, под-

вешенной на невесомой нити. 

h 

X 

Y 

0 

Рис. 18.19. Траектория бусинки 

и оси системы координат. 
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где
x

y
y

d

d
 ,

2

2

d

d

x

y
y  . 

При задании уравнения кривой в параметрической форме вы-

ражение для радиуса кривизны траектории принимает вид: 

 
xyyx

yx
R






2/322

, где 
t

x
x

d

d
 , 

2

2

d

d

t

x
x  , 

t

y
y

d

d
 , 

2

2

d

d

t

y
y  . 

В нижней точке эллипса с координатами x = 0, y = b радиус 

кривизны равен: 

h

l

b

a
R

4

22

 . 

Период колебаний бусинки в плоскости чертежа определяется 

формулой для периода колебаний математического маятника дли-

ной R: 

gh

l

hg

l

g

R
T


 

4
22

2

1 .                                           (18.84) 

Период колебаний бусинки в плоскости, перпендикулярной 

плоскости чертежа, определяется формулой для периода колебаний 

математического маятника длиной h: 

g

h
T 22  .                                                                         (18.85) 

Искомое отношение периодов равно: 

h

l

T

T

22

1  . 

 

Второй способ нахождения круговой частоты колебаний бу-

синки вдоль нити. 

Выразим вертикальную координату бусинки из уравнения эл-

липса (18.82) с учетом соотношения (18.83): 

2

2

2

2 4
11

l

x
h

a

x
by  .                                                 (18.86) 
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Разложим выражение (18.86) в ряд по степеням малого пара-

метра 

2










l

x
и ограничимся линейным членом: 

2

2

2

2 24

2

1
1

l

hx
h

l

x
hy 













 .                                             (18.87) 

Потенциальную энергию бусинки примем равной нулю в ниж-

нем положении. В момент времени, когда горизонтальная коорди-

ната бусинки становится равной x, ее потенциальная энергия при-

нимает значение 

2

2
p 2

)(
l

mghx
yhmgE  .  

Кинетическая энергия бусинки в произвольный момент време-

ни равна  

2

)( 22
k yxm

E
 

 . 

При малых колебаниях вертикальная координата (в соответ-

ствии с формулой (18.87)) отличается от h на величину, пропорци-

ональную квадрату горизонтальной координаты x. Поэтому, прене-

брегая членами второго порядка малости кинетическую энергию 

можно считать равной  

2

2
k xm

E


 . 

Подставляя kE  и pE  в закон сохранения механической энер-

гии   0pk 



EE

t
, получаем уравнение гармонических колеба-

ний: 

0
4

2
 x

l

gh
x . 

Следовательно, круговая частота колебаний бусинки вдоль ни-

ти равна 

2

2
1

4

l

gh
 .  
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Ответ: 
h

l

T

T

22

1  . 

 

Задача 18.3.9. Два одинаковых маленьких тела массой m при-

креплены к концам невесомой нерастяжимой гладкой нити, проде-

той через отверстие в горизонтальной пластине (см. рис. 18.20). 

Верхнее тело скользит по поверхности пластины по круговой тра-

ектории с угловой скоростью Ω, при этом нижнее тело остается 

неподвижным. В результате небольшого толчка нижнее тело начи-

нает совершать малые вертикальные колебания. Определить часто-

ту этих колебаний. Трением пренебречь. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 

I. Задачу о нахождении частоты колебаний решаем энергети-

ческим методом, используя также уравнения динамики и закон со-

хранения момента импульса. Тела считаем материальными точка-

ми, нить – невесомой и нерастяжимой. Трением пренебрегаем. В 

состоянии равновесия нижнее тело покоится, а верхнее движется в 

горизонтальной плоскости по окружности. 

II, III. В состоянии равновесия системы уравнения движения 

верхнего и нижнего тел имеют вид: 

TRm 2
, 

0Tmg , 

где R – радиус траектории верхнего тела, T – сила натяжения нити. 

Рис. 18.20. Колебательная система, со-

стоящая из двух тел, связанных нитью. 
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Следовательно, радиус круговой траектории верхнего тела ра-

вен: 

2


g
R .                                                                               (18.88) 

На верхнее тело действуют три силы – сила тяжести, сила 

нормальной реакции опоры и сила натяжения нити. При смещении 

нижнего тела вниз из положения равновесия на расстояние х про-

исходит изменение траектории верхнего тела под действием изме-

нившейся силы натяжения нити. Запишем закон сохранения мо-

мента импульса для верхнего тела при изменении радиуса окруж-

ности на х: 

  
22 xRmmR .                                                         (18.89) 

Здесь   – угловая скорость вращения верхнего тела при смеще-

нии нижнего тела на расстояние x вниз от положения равновесия.  

Закон сохранения механической энергии для системы «два 

тела + нить» имеет вид: 

 
constmgx

xRmmVmV





222

2222

,                     (18.90) 

где V – скорость нижнего тела, равная проекции скорости верхнего 

тела на направление нити.  

Закон сохранения механической энергии (18.90) с учетом за-

кона сохранения момента импульса(18.89) преобразуем к виду: 

 
constmgx

xR

Rm
mV 






2

42
2

2
.                                        (18.91) 

Дифференцируя (18.91) по времени, получаем: 

 
02

3

42





 g

xR

R
x .                                                          (18.92) 

Разложим второе слагаемое в левой части (18.92) в ряд в 

окрестности точки x = 0 и ограничимся линейным членом разложе-

ния: 

  433

311

R

x

RxR



.                                                            (18.93) 

Подставляя (18.88) и (18.93) в (18.92), получаем уравнение 

гармонических колебаний: 
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0
2

3 2  xx .                                                                      (18.94) 

Следовательно, искомая частота колебаний равна: 

2

3
0  . 

Ответ: 
2

3
0  . 

 

18.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 18.4.1 ([3], 4.21). Вычислить период малых колебаний 

ареометра, которому сообщили небольшой толчок в вертикальном 

направлении. Масса ареометра m = 50 г, радиус его трубки 

r = 3,2 мм, плотность жидкости  ρ = 1 г/см3. Силами вязкого трения 

пренебречь. 

Ответ: c5,2
4

2


gr

m
T




.  

 

Задача 18.4.2 ([3], 4.17). Шарик подвесили на 

нити длиной l к стенке, составляющей небольшой 

угол α с вертикалью (см. рис.). Затем нить с шариком 

отклонили на небольшой угол β > α и отпустили. 

Считая удар шарика о стенку абсолютно упругим, 

найти период колебаний такого маятника. 

Ответ: 

























arcsin

2
2

g

l
T .  

 

Задача 18.4.3 ([3], 4.25). Однородный стержень положили на 

два быстро вращающихся блока (см. рис.). Расстояние между ося-

ми блоков l = 20 см, коэффициент трения 

между стержнем и блоками k = 0,18. 

Найти период колебаний стержня. 

Ответ: c5,1
2


kg

l
T  .  

 

α 
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Задача 18.4.4 ([3], 4.49). Однородный стержень массой 

m = 1,5 кг, висящий на двух одинаковых нитях длиной l = 90 см, 

повернули на малый угол вокруг вертикальной оси, проходящей 

через его середину. При этом нити отклонились на угол α = 5°. За-

тем стержень отпустили, и он начал совершать малые колебания. 

Найти период колебаний и энергию колебаний стержня. 

Ответ: c1,1
3

2 
g

l
T  ,   Дж05,0

2

2


mgl

E .  

 

Задача 18.4.5 ([3], 4.64). Два кубика, массы которых равны m1 

и m2, соединили невесомой пружиной жесткостью k и положили на 

гладкую горизонтальную плоскость. Затем кубики немного сблизи-

ли и одновременно отпустили. Найти частоту малых колебаний 

системы. 

Ответ: 
21

21
0

)(

mm

mmk 
 .  

 

Задача 18.4.6 ([3], 4.62). Сплошной однородный цилиндр мас-

сой m совершает малые колебания под дей-

ствием двух горизонтальных пружин сум-

марной жесткостью k (см. рис.). Найти пери-

од этих колебаний в отсутствие проскальзы-

вания  цилиндра по плоскости. 

Ответ: 
k

m
T

2

3
 .  

 

Задача 18.4.7 ([3], 4.19). Жидкость, имеющая объем V, налита 

в U-образную трубку с площадью поперечного сечения S. Прене-

брегая вязкостью, найти период малых колебаний жидкости.  

Ответ: 
gS

V
T

2
2 .  

 

Задача 18.4.8 ([2], 599). В какой точке следует подвесить од-

нородный стержень длиной l, чтобы частота его колебаний, как фи-

зического маятника, была максимальна? 
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Ответ: расстояние от точки подвеса до середины стержня 

32

l
S  .  

 

Задача 18.4.9 ([2], 587). Однородная палочка подвешена за оба 

конца на двух одинаковых нитях длиной L. В состоянии равновесия 

нити параллельны. Найти период малых колебаний, возникающих 

после некоторого поворота палочки вокруг вертикальной оси, про-

ходящей через середину палочки. 

Ответ: 
g

L
T

3
2 .  

 

Задача 18.4.10 ([2], 588). Тело вращения радиуса a с моментом 

инерции J относительно геометрической оси и массой  m катается 

без скольжения по внутренней поверхности цилиндра радиуса R, 

совершая малые колебания около положения равновесия. Найти 

период колебаний. 

 

Ответ: 
g

aR

ma

J
T












2
12 .  
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ГЛАВА 19 

СВОБОДНЫЕ ЗАТУХАЮЩИЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ  

С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ 

 

19.1. Теоретический материал 

Уравнение движения в случае собственных затухающих ко-

лебаний имеет вид: 

02)( 2
0    t ,                                                               (19.1) 

где  – коэффициент затухания (определяется характеристиками 

системы).  

Решения уравнения (19.1) различны в зависимости от соотно-

шения коэффициента затухания  и частоты собственных незату-

хающих колебаний 0.  

Случай собственных затухающих колебаний  с затуханием 

меньше критического ( < 0).  

Закон движения в этом случае имеет вид (см. рис. 19.1):  

 0cos)(     tAet t .                                                         (19.2) 

Здесь 22
0    и 

22
0

22










T  – угловая частота и пе-

риод затухающих колебаний.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Логарифмический декремент затухания   – логарифм от-

ношения значений обобщенной координаты в моменты времени t и 

t + T: 

T
Tt

t





 




)(

)(
ln .                                                                (19.3) 

 )(t  

t 

Рис. 19.1. Зависимость обобщенной координаты )(t  от 

времени в случае затухающих колебаний. 
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Заметим, что  





NTN

NTt

t


 )(

)(
ln .                                                       (19.4) 

Обратная величина логарифмического декремента затухания 

равна числу периодов, за которые амплитуда колебаний уменьшит-

ся в 7.2e  раз: 

1
)(

)(
ln 







e

e

N
TNt

t
, eN


1
.                                           (19.5) 

Средняя механическая энергия 
T

E  за период T меняется со 

временем по экспоненциальному закону, поскольку потенциальная 
pE  и кинетическая kE  энергии механической системы квадратич-

но зависят от обобщенных координат и скоростей:  
t

TTT
eEEEE 2

0
pk  .                                            (19.6) 

При этом средняя мощность потерь 
T

P  равна:  

tT

T
T

eE
t

E

t

E
P  2

02
d

d

d

d  .                               (19.7) 

Добротность колебательной системы Q  определяется отно-

шением средней за период механической энергии системы к сред-

ней мощности потерь:  




















22
22

2
0

2
0 





TTeE

eE

TP

E
Q

t

t

T

T .                  (19.8) 

Случай апериодического движения  с затуханием больше 

критического ( > 0).  

Закон движения в этом случае записывается в виде:  

tt

eAeAt





 





 


2
0

22
0

2

21)(


 ,                                 (19.9) 

где A1 и A2 – постоянные величины, определяемые начальными 

условиями.  

В зависимости от начальных условий постоянные величины A1 

и A2 могут быть как одного, так и разных знаков.  

При 0
2

1 
A

A
 обобщенная координата )(t  монотонно стремит-

ся к нулю при t  (см. рис. 19.2).  
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При 0
2

1 
A

A
 обобщенная координата )(t  в некоторый момент 

времени обращается в ноль, затем достигает локального экстрему-

ма и далее монотонно стремится к нулю при t  (см. рис. 19.3).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Случай критического затухания ( = 0).  

Закон движения в этом случае имеет вид:  
tetAAt   )()( 21 ,                                                              (19.10) 

где A1 и A2 – постоянные величины, определяемые начальными 

условиями.  

Возможные виды зависимости обобщенной координаты от 

времени при различных начальных условиях изображены на 

рис. 19.4.  

 

  )(t  

t 

Рис. 19.2. Зависимость обобщенной координаты )(t  от време-

ни в случае апериодического движения при 0
2

1 
A

A
. 

 )(t  

t 

Рис. 19.3. Зависимость обобщенной координаты )(t  от време-

ни в случае апериодического движения при 0
2

1 
A

A
. 
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Независимо от соотношения коэффициента затухания   и ча-

стоты собственных незатухающих колебаний 0  обобщенная ко-

ордината )(t  стремится к нулю при t .  

 

19.2. Основные типы задач и методы их решения. 

При решении задач данной главы возможны два метода реше-

ния – так называемые динамический и энергетический методы. Ди-

намический метод предполагает использование уравнений движе-

ния, а энергетический – закона сохранения механической энергии 

колеблющейся системы тел.  

Если задача сводится к колебаниям материальной точки, то 

основные этапы решения определяются общими схемами решения 

задач, описанными в Главе 3 (динамический метод) и Главе 7 

(энергетический метод). При решении задачи о колебаниях абсо-

лютно твердого тела используются схемы, описанные в Гла-

вах 15,16 (динамический метод) и Главе 7 (энергетический метод). 

Как правило, при использовании обоих методов на последнем эта-

пе решения получаются уравнение и закон движения рассматрива-

емой механической системы. В любом случае при решении задачи 

необходимо последовательно реализовать следующие три основ-

ных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений. 

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

 )(t  

t 

Рис. 19.4. Зависимость обобщенной координаты )(t  от 

времени в случае критического затухания. 
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19.3. Примеры решения задач 

Задача 19.3.1. Ступенчатый цилиндрический блок может вра-

щаться без трения вокруг закрепленной горизонтальной оси, сов-

падающий с осью симметрии блока. Ра-

диусы цилиндров блока – R  и r . Момент 

инерции блока относительно указанной 

оси равен J . На цилиндры намотаны две 

невесомые нерастяжимые нити, начала 

которых закреплены на разных цилин-

драх. На конце правой нити висит тело 

массой т . Конец левой нити прикреплен 

к легкой пружине с коэффициентом 

жесткости k , нижний конец которой за-

креплен так, что ось пружины вертикаль-

на (рис. 19.5). Тело совершает малые вер-

тикальные колебания в жидкости с коэф-

фициентом вязкого трения  . Опреде-

лить закон движения тела, если в положении равновесия ему сооб-

щили скорость 0V . 

 

Решение 

I. Задачу решаем динамическим методом в лабораторной 

инерциальной системе отсчета. Направим ось X декартовой систе-

мы координат вертикально вниз (см. рис. 19.5). На тело массой ò  

действуют четыре силы – сила тяжести mg, сила Архимеда FAрх, 

сила натяжения нити 1T  и сила вязкого трения, пропорциональная 

скорости тела xF 
тр

. Под действием указанных сил тело со-

вершает вертикальные затухающие колебания.  

II. Запишем уравнение движения тела в проекции на ось Х: 

xTFmgxm  
1Арх .                                                      (19.11) 

Запишем также уравнение моментов для блока относительно 

закрепленной оси, совпадающей с осью симметрии блока и направ-

ленной за плоскость чертежа (рис. 19.6): 

RTrTJ 21  .                       (19.12) 

Рис. 19.5. Колебательная 

система. 

 

r 

R 

k m 

J 
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Здесь   – угол поворота блока, 1T  и 2T  

– силы натяжения правой и левой ни-

тей, действующие на блок.  

Нить считаем невесомой, следова-

тельно, сила натяжения левой нити рав-

на силе упругости, с которой пружина 

действует на нить: 

)(
пр,0пр2

xxkT  ,                   (19.13) 

где 
пр

x  – координата точки крепления 

левой нити к пружине, пр,0x  – коорди-

ната той же точки при нерастянутой 

пружине. 

Поскольку нити по условию задачи 

нерастяжимы, изменение угла поворота 

блока и изменение координат тела и 

точки крепления нити к пружине связа-

ны соотношениями: 

r

xΔ
Δ  ,                                                                                (19.14) 

R

x
пр

Δ
Δ  .                                                                            (19.15) 

Дифференцируя (19.14) по времени, получаем уравнение ки-

нематической связи углового ускорения блока и ускорения тела: 

r

x
  .                                                                                     (19.16) 

Исключая изменение угла поворота блока Δ  из (19.14) и 

(19.15), получаем уравнение кинематической связи изменений ко-

ординат точки крепления левой нити к пружине и тела: 

r

R
xx ΔΔ

пр
 .                                                                          (19.17) 

Воспользовавшись (19.17), преобразуем (19.13) к виду: 

r

R
xxkT )( 02  ,                                                                    (19.18) 

где 0x  – координата тела в положении, когда пружина не растяну-

та. 

Рис. 19.6. Силы, действую-

щие на тело и на блок в 

выбранной системе отсчета. 

 

mg 

Fтр 

FАрх 

T1 

T2 

T1 

X 

x 

xпр 
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В результате записана полная система уравнений (19.11), 

(19.12), (19.16) и (19.18), которая с учетом начальных условий поз-

воляет получить закон движения тела.  

III. Исключая  , 1T  и 2T  из системы уравнений (19.11), 

(19.12), (19.16) и (19.18), получаем дифференциальное уравнение 

второго порядка для координаты тела x : 

0)(
2

2

0Арх2











r

R
xxkFmgxx

r

J
m   .                  (19.19) 

Найдем координату тела равнx  в положении равновесия, при 

котором отсутствуют колебания ( 0x  и 0x ): 

2

2

Арх0равн
)(

kR

r
Fmgxx  .                                                 (19.20) 

Сделаем замену переменных, означающую введение коорди-

наты тела  , отсчитываемой от положения равновесия: 

равн
xx  .                                                                           (19.21) 

В этом случае из (19.19) получим уравнение для координаты 

тела  : 

0
2

2

2

2







 



Jmr

kR

Jmr

r  ,                                              (19.22) 

которое имеет вид уравнения затухающих колебаний. 

Сравнивая полученное уравнение с (19.1), для коэффициента 

затухания   и частоты собственных незатухающих колебаний 0  

можно записать: 

)(2 2

2

Jmr

r





 ,                                                                     (19.23) 

Jmr

kR




2

2

0 .                                                                     (19.24) 

Решением уравнения (19.22) является функция 

)cos()(
0

    tАet t ,                                                      (19.25) 

где 22
0     частота затухающих колебаний, определяемая 

параметрами рассматриваемой колебательной системы, A   ам-

плитуда и 0   начальная фаза, определяемые начальными услови-

ями.  
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При произвольном выборе начала отсчета лабораторной си-

стемы координат закон движения тела будет иметь вид: 

)cos()(
0равн

   tАextx t ,                                            (19.26) 

С учетом начальных условий, заданных в задаче,  

равн
)0( xtx  ,                                                                        (19.27) 

0)0( Vtx                                                                              (19.28) 

находим амплитуду колебаний тела A  и начальную фазу 0 : 

22
0

0

 


V
A ,                                                                       (19.29) 

2
0


  .                                                                                (19.30) 

Искомый в задаче закон движения тела описывает затухающие 

колебания относительно положения равновесия (см. рис. 19.7): 

 te
V

xtx t 22

0
22

0

0

равн
sin)( 



 


  .                        (19.31) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Следует отметить, что полученное решение справедливо при 

малом затухании, когда 0  . Если неравенство не выполняется, 

то решением уравнения (19.19) является функция  

tt

eAeAxtx




















2
0

22
0

2

21равн
)(



,                        (19.32) 

где коэффициенты 1А  и 2А  определяются начальными условиями 

(19.27) и (19.28): 

Рис. 19.7. Зависимость координаты тела от времени 

при затухании, меньшем критического. 

 )(tx  

t равн
x  
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2

0

2

0

21

2  


V
AA .                                                        (19.33) 

При этом закон движения тела принимает вид: 
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.        (19.34) 

Выражение (19.34) описывает апериодический процесс (см. 

рис. 19.8), при котором в системе не возникает колебаний, она экс-

поненциально приближается к положению равновесия. 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Ответ:  te
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xtx t 22
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 при 0  . 

 

Задача 19.3.2. Тонкий однородный диск массой m и радиу-

сом R, подвешенный в горизонтальном положении к упругой нити, 

отклонили на угол 0  от положения равновесия и отпустили с ну-

левой начальной угловой скоростью. Диск совершает крутильные 

колебания в вязкой жидкости (см. рис. 19.9). Сила вязкого трения, 

действующая на единицу площади поверхности диска со стороны 

жидкости, равна υf в , где const ,  – скорость данного 

элемента диска относительно жидкости. Момент упругих сил со 

стороны нити равен DM 
у пр , где D – постоянный коэффициент, 

Рис. 19.8. Зависимость координаты тела от времени 

при затухании, большем критического. 

 )(tx  

t равн
x  
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 – угол поворота диска относительно положения равновесия. 

Найти закон движения диска. 

 

Решение 
I. Используем динамический метод решения задачи. Диск бу-

дем считать абсолютно твердым телом. На него действуют три си-

лы: сила тяжести, упругая сила со стороны 

нити и сила вязкого трения, действующая 

со стороны жидкости. Под действием ука-

занных сил диск совершает затухающие 

крутильные колебания вокруг вертикаль-

ной оси, проходящей через центр диска.  

II. Запишем уравнение моментов  для 

диска относительно вертикальной оси, 

проходящей через его центр: 

ву пр
MMJ  ,                                                                    (19.35) 

где J – момент инерции диска относительно оси вращения, Mв – 

момент сил вязкого трения. Момент силы тяжести относительно 

указанной оси равен нулю. 

Момент инерции диска относительно его оси, совпадающей с 

осью вращения, равен  

2

2mR
J  .                                                                               (19.36) 

Запишем момент dMв силы трения, действующей на кольцеоб-

разный элемент поверхности диска радиусом r и площадью 

dS = 2rdr: 

 rrrrrM d2d2d 3
в  .                                           (19.37) 

Учитывая, что сила вязкого трения действует на обе поверхно-

сти диска, найдем суммарный момент сил трения, интегрируя по 

обеим поверхностям диска: 

  4

0

3

в
22 RdrrM

r

  .                                         (19.38) 

III. Уравнение движения диска получаем подстановкой (19.38) 

в (19.35) с учетом (19.36) и заданного в условии задачи выражения 

для момента упругих сил: 

Рис. 19.9. Колебательная 

система. 
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0
22

2

2

 



mR

D

m

R
 .                                                    (19.39) 

Сравнивая (19.39) с уравнением затухающих колебаний (19.1), 

получим выражения для коэффициента затухания   и частоты 

собственных незатухающих колебаний диска 0 :  

m

R2
  ,                                                                              (19.40) 

20

2

mR

D
 .                                                                          (19.41) 

В случае слабого затухания ( 0  ) решение уравнения 

(19.39) имеет вид: 

)cos( 0    tAe t ,                                                           (19.42) 

где 22
0    – частота собственных затухающих колебаний 

диска, A – амплитуда, 0  – начальная фаза.  

С учетом начальных условий, заданных в задаче,  

0)0(  t ,                                                                         (19.43) 

0)0( t                                                                             (19.44) 

находим амплитуду A  и начальную фазу 0  колебаний диска:  

0A ,                                                                                   (19.45) 

00  .                                                                                    (19.46) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Искомый в задаче закон движения диска описывает затухаю-

щие колебания относительно положения равновесия (см. 

рис. 19.10): 

Рис. 19.10. Зависимость угла поворота диска от вре-

мени при затухании, меньшем критического. 

 )(t  

t 

0  

0 
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 tet t 22
00 cos)(     ,                                                (19.47) 

Полученное решение справедливо при малом затухании коле-

баний, когда 0  . Если неравенство не выполняется, то решени-

ем уравнения (19.39) является функция 

tt

eAeAt





 





 


2
0

22
0

2

21)(


 ,                               (19.48) 

где коэффициенты 1А  и 2А  определяются начальными условиями 

(19.43) и (19.44): 
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A .                                                       (19.50) 

При этом закон движения диска в жидкости принимает вид: 
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.                               (19.51) 

Выражение (19.51) описывает апериодический процесс (см. 

рис. 19.11), при котором в системе не возникает колебаний, она 

экспоненциально приближается к положению равновесия. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 19.11. Зависимость угла поворота диска от 

времени при затухании, большем критического. 
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Ответ:  tet t 22
00 cos)(        при 0  ; 
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  при 0  , 

где 
m

R2
  , 

20

2

mR

D
 . 

 

Задача 19.3.3. Механическая энергия математического маят-

ника за промежуток времени τ  уменьшилась в n  раз. Найти отно-

шение средней за период механической энергии колебательной си-

стемы к средней мощности потерь. Затухание в системе считать 

малым. 

 

Решение 

I. Механическая энергия математического маятника равна 

сумме его кинетической энергии и потенциальной энергии в поле 

силы тяжести Земли. Задачу решаем в лабораторной инерциальной 

системе отсчета. Считаем потенциальную энергию маятника в по-

ложении равновесия равной нулю. 

II. Средняя кинетическая энергия математического маятника 

определяется выражением: 

22

222  mlm
E k  ,                                                (19.52) 

где m – масса маятника, υ – его скорость, α – угол отклонения нити 

от вертикали. 

Для среднего значения потенциальной энергии маятника с 

учетом выбранной нормировки потенциальной энергии и малости 

угла отклонения можно записать: 

2
)cos1(

2


mgl
mglE p  .                                   (19.53) 

Закон изменения угла отклонения маятника при наличии зату-

хания имеет вид: 
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)cos()( 0    tAet t ,                                                      (19.54) 

где δ – коэффициент затухания,   – угловая частота затухающих 

колебаний. Амплитуда A и начальная фаза 0  определяются 

начальными условиями. 

Частота затухающих колебаний   связана с частотой соб-

ственных незатухающих колебаний 
l

g
0  соотношением: 

22
0   .                                                                        (19.55) 

Средняя мощность потерь определяется средним значением 

производной по времени от механической энергии: 

t

E
P

d

d
 .                                                                      (19.56) 

По условию задачи за промежуток времени τ механическая 

энергия маятника уменьшилась в n раз: 

2
0

0  eE
n

E
.                                                                         (19.57) 

Здесь 0E  – начальное значение механической энергии маятника. 

Записана полная система уравнений (19.52) – (19.57) для опре-

деления искомой величины. 

III. Подставляя закон движения маятника (19.54) в выражения 

для средних значений кинетической (19.52) и потенциальной 

(19.53) энергий маятника, получаем: 

  )(cos
2

0
22

222


  te

Aml
E tk

  

  )cos()sin( 00
222   tteAml t   

)(sin
2

0
22

222


    te

Aml t                               (19.58) 

)(cos
2

0
22

2

   te
mglA

E tp
.                                   (19.59) 

При малом затухании величина 
te 2
 слабо изменяется за пе-

риод колебаний и ее можно вынести за знак усреднения. Оставши-

еся при этом в выражениях (19.58) и (19.59) средние за период зна-

чения величин равны: 



Глава 19. Свободные затухающие колебания систем c одной степенью …  517 

 
2

1
d)(2cos1

2

11
)(cos 00

2  


tt
T

t
Tt

t

 ,               (19.60) 

0d)(2sin
2

11
)cos()sin( 000  



tt
T

tt
Tt

t

 ,      (19.61) 

 
2

1
d)(2cos1

2

11
)(sin 00

2  


tt
T

t
Tt

t

 .               (19.62) 

Подставляя выражения (19.60) – (19.62) в (19.58) и (19.59), по-

лучаем:  

tk e
Aml

E  2
2
0

22

4

 ,                                                        (19.63) 

tp e
Aml

E  2
2
0

22

4

 .                                                       (19.64) 

Как видим, средние за период значения кинетической и потен-

циальной энергий маятника равны. Средняя механическая энергия 

 E  за период T меняется со временем по экспоненциальному 

закону:  

te
Aml

EEE  2
2
0

22
pk

2

 .                              (19.65) 

При этом средняя мощность потерь  P  равна:  

teAml
t

E

t

E
P  22

0
22

d

d

d

d 


 .                      (19.66) 

Логарифмируя соотношение (19.57), находим коэффициент за-

тухания: 




2

ln n
 .                                                                                 (19.67) 

Соотношения (19.65) – (19.67) позволяют определить искомое 

отношение средней за период механической энергии колебатель-

ной системы к средней мощности потерь: 

nP

E

ln2

1 







. 

Ответ: 
nP

E

ln







. 
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Задача 19.3.4. Однородный диск радиусом R может вращаться 

вокруг горизонтальной оси, перпендикуляр-

ной его плоскости и проходящей через край 

диска. Диск отклонили от положения равнове-

сия на небольшой угол 0  и отпустили с ну-

левой начальной скоростью. Найти закон 

движения диска, если логарифмический де-

кремент затухания равен  . Силу сопротив-

ления считать пропорциональной угловой 

скорости маятника. 

 

Решение 

I. На диск в процессе колебаний действуют сила тяжести mg, 

сила реакции подвеса и сила сопротивления.  

II. Запишем уравнение моментов для диска относительно гори-

зонтальной оси вращения, проходящей через точку подвеса: 

   sinmgRJ .                                                          (19.68) 

Здесь J  – момент инерции диска относительно указанной оси, α –

угол отклонения диска от положения равновесия (см. рис. 19.12), 

β – коэффициент пропорциональности между моментом силы со-

противления и угловой скоростью. 

Момент инерции диска относительно оси, проходящей через 

край диска параллельно его оси, равен 

2

2

3
mRJ  .                                                                              (19.69) 

Уравнение моментов (19.68) приведем к виду уравнения зату-

хающих колебаний 

02 2
0    ,                                                                (19.70) 

в котором введены следующие обозначения: 

23mR


  ,                                                                              (19.71) 

R

g

3

2
0  .                                                                             (19.72) 

Логарифмический декремент затухания  связан с коэффици-

ентом затухания δ и периодом затухающих колебаний T соотноше-

нием: 

Рис. 19.12. Колеба-

тельная система. 

mg 

α 

O 
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2
 T .                                                                        (19.73) 

Частота затухающих колебаний ω равна 

22
0   .                                                                        (19.74) 

Получена полная система уравнений (19.69) – (19.74) для 

нахождения закона движения диска. 

III. Подставляя выражение для частоты затухающих колебаний 

(19.74) в (19.73) с учетом (19.72), находим связь коэффициента за-

тухания δ с логарифмическим декрементом затухания  : 

)4(3

2
22

2









R

g
,                                                              (19.75) 

Исключая коэффициент затухания δ из соотношений (19.73) и 

(19.75), выражаем частоту затухающих колебаний через величины, 

заданные в условии задачи: 

)4(3

2
2

22 





R

g
.                                                         (19.76) 

Решение уравнения затухающих колебаний (19.70) имеет вид: 

 0cos)(     tAet t .                                                       (19.77) 

В соответствии с условием задачи начальный угол отклонения 

диска равен α0, а начальная скорость равна нулю. Нетрудно пока-

зать, что в этом случае амплитуда колебаний 0A , а начальная 

фаза колебаний 00  . 

Подставляя (19.75) и (19.76) в (19.77) с учетом значений ам-

плитуды и начальной фазы, получаем искомый закон движения 

диска: 






























 t

R

g
t

R

g
t

)4(3

2
2cos

)4(3

2
exp)(

2222

2

0






 .  

Ответ:  






























 t

R

g
t

R

g
t

)4(3

2
2cos
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2
exp)(

2222

2

0






 . 

 
Задача 19.3.5. Математический маятник совершает колебания 

в среде, для которой логарифмический декремент затухания 
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5,10  . Каким будет значение логарифмического декремента за-

тухания  , если сопротивление среды увеличить в n = 2 раза? Во 

сколько раз следует увеличить сопротивление среды, чтобы коле-

бания стали невозможны? 

 

Решение 
Логарифмический декремент затухания связан с коэффициен-

том затухания δ и периодом затухающих колебаний T соотношени-

ем: 






2
0  T .                                                                       (19.78) 

Выражение (19.79) содержит коэффициент затухания δ в явном 

и неявном виде, поскольку частота затухающих колебаний ω зави-

сит от δ следующим образом: 

22
0   .                                                                        (19.79) 

Подставляя (19.79) в (19.78), получаем связь логарифмическо-

го декремента затухания с коэффициентом затухания  

1

22

2

2
0

22
0

0

















 .                                                   (19.80) 

Аналогичное выражение запишем в случае увеличения сопро-

тивления среды в n раз: 

2

2

2
0

222
0

22

n

n

n

n

















 .                                              (19.81) 

Исключая из соотношений (19.80) и (19.81) величину 
2

2
0




, по-

лучаем искомое выражение для логарифмического декремента за-

тухания: 

2

2
0

2

0

4

)1(
1








n

n




 .                                                              (19.82) 

Подставляя в (19.82) численные значения, заданные в условии 

задачи, получаем: 
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3,3 . 

Колебания становятся невозможными при коэффициенте зату-

хания, равном собственной частоте незатухающих колебаний. Сле-

довательно, при увеличении коэффициента затухания в n  раз вы-

полняется соотношение: 

0 n .                                                                                 (19.83) 

Подставляя (19.83) в (19.80) и используя численное значение 

0 , заданное в условии задачи, получаем 

3,4
4

1
2
0

2





n . 

В случае, когда коэффициент затухания превышает частоту 

собственных незатухающих колебаний, движение маятника стано-

вится апериодическим. 

Ответ: 3,3

4

)1(
1

2

2
0

2

0 













n

n
,  3,4

4
1

2
0

2





n .  

 

Задача 19.3.6. Небольшой шарик массой m, радиусом r, под-

вешенный на легкой нерастяжимой нити, совершает колебания, 

опираясь на наклонную плоскость, составляющую угол γ с верти-

калью (см. рис. 19.13, 19.14). Расстояние от точки подвеса до цен-

тра масс маятника равно l. Качение маятника по наклонной по-

верхности происходит без проскальзывания, при этом наклонная 

поверхность испытывает небольшие неупругие деформации. За n 

периодов колебаний угловая амплитуда маятника уменьшилась на 

величину Δα. Определить коэффициент трения качения, пренебре-

гая силами вязкого трения о воздух и трением в подвесе маятника. 

 

Решение 
I. В случае, когда колебания маятника сопровождаются каче-

нием по наклонной поверхности, движение шарика можно пред-

ставить как суперпозицию колебательного движения центра масс 

относительно оси, проходящей через точку подвеса О перпендику-

лярно плоскости колебаний, и вращения вокруг оси ОС, проходя-

щей через центр масс шарика С и лежащей в плоскости колебаний 

маятника (рис. 19.13, 19.14).  
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При качении шарика по наклонной поверхности возникают ее 

неупругие деформации. Сле-

довательно, сила реакции по-

верхности F, приложенная к 

шарику оказывается смещен-

ной в сторону движения цен-

тра масс (рис. 19.15). Силу 

реакции F раскладываем на 

нормальную составляющую 

N, перпендикулярную неде-

формированной поверхности, 

и тангенциальную составля-

ющую Fτ. Силой вязкого тре-

ния о воздух в соответствии с 

условием задачи пренебрега-

ем. Наклонная плоскость со-

ставляет угол γ с вертикалью, следовательно, проекция силы тяже-

сти на плоскость колебаний равна mgcosγ. 

II. Запишем уравнение моментов для шарика относительно 

оси, проходящей через точку подвеса: 

lFlmgml   sincos2  .                                              (19.84) 

Рис. 19.14. Силы, действующие на 

шарик в вертикальной плоскости. 

O 

C 

γ 

mg 

N 

T 

Рис. 19.13. Силы, действующие на шарик 

в плоскости колебаний маятника. 

O 

C 

α 

mgcosγ 

Fτ 

T 

3

0 2

0 
1

0 
0 1

0 

2

0 

3

0 

Рис. 19.15. Силы, действующие на 

шарик в плоскости, перпендикулярной 

плоскости колебаний маятника. 
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mgsinγ 

С 
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Запишем также второй закон Ньютона для центра масс шарика 

в проекции на направление, перпендикулярное плоскости колеба-

ний: 

sin0 mgN  .                                                                    (19.85) 

Поворот шарика вокруг оси ОС при качении без проскальзы-

вания будем описывать углом φ. Уравнение моментов для шарика 

относительно указанной оси запишем в виде: 

NkrFJ  0 ,                                                                     (19.86) 

где r – радиус шарика, 2
0

5

2
mrJ   – момент инерции шарика отно-

сительно оси, проходящей через его центр масс, k – плечо силы 

нормальной реакции опоры относительно оси ОС. В соответствии 

с определением, k является коэффициентом трения качения. При 

записи уравнения (19.86) учтено, что плечо тангенциальной со-

ставляющей силы реакции опоры Fτ не сильно отличается от ради-

уса шарика при малых остаточных деформациях. 

При движении шарика без проскальзывания скорость точки 

его соприкосновения с наклонной поверхностью равна нулю и, в 

силу принципа суперпозиции движений, складывается из скорости 

центра масс l 0  и скорости вращения вокруг оси, проходящей 

через центр масс r вр . Уравнение кинематической связи для 

угловых скоростей следуют из условия качения без проскальзыва-

ния:  

rl    .                                                                                 (19.87) 

Дифференцируя (19.87) по времени, получаем уравнение ки-

нематической связи для угловых ускорений: 

rl    .                                                                                 (19.88) 

III. Исключая из системы уравнений (19.84) – (19.88) величи-

ны N, Fτ, α, и учитывая малость углов (   sin,sin ), полу-

чаем дифференциальное уравнение второго порядка относительно 

угла φ: 

тк

2
2 cos

5

7
Mmg

l

r
mr   .                                           (19.89) 

Здесь sinтк kmgM   – момент сил трения качения, в качестве ко-

торого выступает момент смещенной силы нормальной реакции 

опоры при неупругих деформациях.  
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В правой части уравнения (19.89) знак момента силы нор-

мальной реакции опоры (момента трения качения) меняет знак 

дважды за период одновременно с изменением направления скоро-

сти центра масс шара, при этом модуль момента силы трения каче-

ния остается неизменным. 

Уравнение (19.89) является уравнением колебаний шарика, на 

который в процессе движения кроме момента силы, возвращающе-

го в положение равновесия и линейно зависящего от угла отклоне-

ния, действует постоянный по модулю момент сил трения качения. 

Постоянная сила (момент сил), как известно, не изменяет частоты 

колебаний, а только смещает положение равновесия. Уравнение 

(19.89) аналогично уравнению колебаний при наличии силы трения 

скольжения. В этом случае затухание колебаний возникает за счет 

изменения положения равновесия, то есть начальное смещение ма-

ятника от положения равновесия к началу следующего полуперио-

да (определяющее амплитуду колебаний на полпериода) становит-

ся меньше, чем в предыдущем.  

На рис. 19.16, представлена временная зависимость углового 

смещения шарика от положения равновесия φ(t) при наличии мо-

мента сил трения качения. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В начальный момент времени t = 0 маятник был максимально 

отклонен от положения равновесия, смещенного на Δφ относи-

Рис. 19.16. Временная зависимость углового смещения шарика. 
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T  
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тельно нуля. Сплошной кривой изображен график φ(t) в течение 

первой половины периода. В момент времени 
2

T
t   направление 

скорости шарика изменяет знак, а, следовательно, изменяется и 

знак момента сил трения качения, что приводит к смещению по-

ложения равновесия на –Δφ. Штрихпунктирная кривая на 

рис. 19.16 изображает график φ(t) в течение второй половины пе-

риода. 

Уравнение (19.89) можно записать в виде: 

0)Δ(2   .                                                               (19.90) 

Здесь введены следующие обозначения: 

l

g

7

cos5 
  ,                                                                      (19.91) 

 tgΔ
2r

kl
 .                                                                          (19.92) 

Величина Δφ определяет смещение положение равновесия 

дважды за период, при этом за период колебаний амплитуда 

уменьшается на 4Δφ (см. рис. 19.16). Используя уравнение кинема-

тической связи rl   , получаем выражение для изменения угло-

вой амплитуды колебаний маятника за период: 

 tg
4

Δ
r

k
 .  

Следовательно, искомый коэффициент трения качения равен: 




ctg
4

Δ

n

r
k n . 

Ответ: 


ctg
4

Δ

n

r
k n . 

 

Задача 19.3.7. Легкая муфта (внутренний 

и внешний радиусы которой равны r и R соот-

ветственно), жестко скрепленная с тонким 

стержнем (масса стержня m, длина l), надета 

на горизонтальный вращающийся с постоян-

ной угловой скоростью Ω  вал 

(см. рис. 19.17). Стержень с муфтой представ-

ляют собой физический маятник, совершаю-

Ω 
 

Рис. 19.17. Колеба-

тельная система. 
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щий колебания в вертикальной плоскости. В начальный момент 

времени стержень находился в вертикальном положении и имел 

нулевую скорость. Найти закон изменения угла отклонения маят-

ника от вертикали φ(t) при малых колебаниях в случае, когда угло-

вая скорость вращения вала превышает модуль максимальной уг-

ловой скорости маятника 
maxd

d










t
Ω


. Считать, что сила трения 

скольжения между муфтой и валом постоянна и равна mgF тр , 

где µ – коэффициент трения, не зависящий от скорости скольже-

ния.  

 

Решение 

I. В соответствии с условием задачи угловая скорость враще-

ния вала превышает максимальную угловую скорость маятника 

maxd

d










t
Ω


. Следовательно, момент силы трения относительно 

оси вращения не изменяет знак, поскольку сила трения скольжения 

направлена противоположно скорости относительного движения 

соприкасающихся тел, а знак относительной скорости не изменяет-

ся при колебаниях маятника. На физический маятник, состоящий 

из стержня и жестко связанной с ним муфты, действуют сила тяже-

сти и сила со стороны вращающегося вала. Ненулевой момент от-

носительно оси вращения имеют сила тяжести и тангенциальная 

составляющая силы реакции вала – сила трения скольжения. Как 

будет доказано ниже, постоянный момент силы трения скольжения 

не изменяет частоты колебаний, не приводит к их затуханию, а 

лишь смещает положение равновесия.  

II. Запишем уравнение моментов относительно оси вращения, 

направление которой совпадает с направлением угловой скорости 

вращения вала: 

mgMMJ  тр .                                                                   (19.93) 

Момент силы трения, входящий в уравнение моментов, 

направлен в сторону увеличения угла отклонения маятника и ра-

вен: 

mgrM тр .                                                                          (19.94) 
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Момент силы тяжести стремится уменьшить угол отклонения 

маятника. Его проекция на выбранную ось отрицательна и равна: 

sin
2









 R

l
mgMmg .                                                      (19.95) 

При записи момента силы тяжести (19.95) учтено, что по условию 

задачи муфту можно считать легкой, следовательно точка прило-

жения силы тяжести маятника совпадает с центом стержня и нахо-

дится на расстоянии R
l


2
 от оси вращения. 

Момент инерции стержня относительно оси вращения находим 

в соответствии с теоремой Гюйгенса – Штейнера: 
2

2

212

1








 R

l
mmlJ .                                                        (19.96) 

Запишем также условие равновесия маятника: 

mgrR
l

mg  







 равнsin

2
0 .                                         (19.97) 

Для нахождения закона движения необходимо использовать 

начальные условия. В соответствии с условием задачи начальные 

условия для угла отклонения и угловой скорости маятника имеют 

вид: 

0)0( t ,                                                                           (19.98) 

0)0( t .                                                                           (19.99) 

Получена полная система уравнений (19.93) – (19.99) для 

нахождения искомого закона движения маятника. 

III. В приближении малых углов отклонения маятника уравне-

ние моментов (19.93) с учетом соотношений (19.94) – (19.96) пре-

образуем к виду: 

mgrR
l

mgR
l

mml  
































2212

1
2

2  .              (19.100) 

Условие равновесия (19.97) при этом приобретает вид: 

mgrR
l

mg  







 равн

2
0 .                                             (19.101) 

Вычитая из уравнения (19.100) условие равновесия (19.101), 

преобразуем уравнение движения к виду: 
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0)(
23

26

d

)(d
равн222

равн
2












Rll

Rlg

t
.                    (19.102) 

Как видим, полученное уравнение (19.102) является уравнени-

ем незатухающих гармонических колебаний относительно положе-

ния равновесия с угловой частотой  

 
 22

2
0

23

26

Rll

Rlg




 .                                                            (19.103) 

Следовательно, наличие силы трения скольжения не всегда 

приводит к затуханию колебаний. Постоянный момент силы трения 

в данной задаче не приводит к их затуханию, а лишь смещает по-

ложение равновесия. Смещение положения равновесия определяем 

из уравнения (19.101):  

Rl

r

2

2
равн





 .                                                                      (19.104) 

Решением уравнения гармонических колебаний (19.102) явля-

ется функция 

)cos()( 00равн   tAt .                                              (19.105) 

Амплитуду A и начальную фазу 0  определяем из начальных 

условий (19.98), (19.99): 

  0равн,A .                                                                (19.106) 

Подставляя амплитуду, начальную фазу и равновесное значе-

ние угла отклонения в (19.105), получаем искомый закон движения 

маятника: 

 t
Rl

r
t 0cos1

2

2
)( 


 


 . 

Ответ:  t
Rl

r
t 0cos1

2

2
)( 


 


 , где 

 
 22

2
0

23

26

Rll

Rlg




 . 

 

Задача 19.3.8. Как изменится характер колебательного движе-

ния в условиях задачи 19.3.7, если сила трения муфты о вал будет 

зависеть от скорости? 

 

Решение 
При колебаниях стержня с муфтой половину периода сила 

трения направлена по движению маятника (когда скорость мятника 
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и вала направлены в одну сторону), а вторую половину периода 

противоположно скорости движения маятника. 

Если сила трения увеличивается со скоростью скольжения, то 

она больше ту половину периода, когда муфта и вал вращаются в 

противоположные стороны. Следовательно, работа силы трения, 

действующей на маятник со стороны вала, за весь период колеба-

ний отрицательна, что приводит к затуханию колебаний. 

Если сила трения уменьшается со скоростью скольжения, то, 

наоборот, она больше ту половину периода, когда муфта и вал 

вращаются в одну сторону. Следовательно, работа силы трения, 

действующей на маятник со стороны вала за весь период колеба-

ний положительна. В этом случае вал сообщает энергию маятнику, 

и амплитуда колебаний будет увеличиваться.  

 

19.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 19.4.1 ([3], 3.76). Затухающие колебания материальной 

точки происходят по закону  teax t  sin0
 . Найти: 

а) амплитуду смещения и скорость материальной точки в мо-

мент времени t = 0; 

б) моменты времени, когда материальная точка достигает 

крайних положений. 

Ответ: а) 00 , aa ; 

                      б) ...,2,1,0,
)/(arctg




 n
n

tn



 

 

Задача 19.4.2 ([3], 4.71). Тело совершает крутильные колеба-

ния по закону te t   cos0
 . Найти: 

а) угловую скорость   и угловое ускорение   тела в момент 

времени t = 0; 

б) моменты времени, когда угловая скорость максимальна.  

Ответ: а) 0
22

0 )()0(,)0(    ; 

                      б) ...,2,1,0,
2

arctg
1 22




























 
 nntn 
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Задача 19.4.3 ([3], 3.77а). Материальная точка совершает зату-

хающие колебания с частотой ω и коэффициентом затухания β по 

закону )cos(0    teax t . Найти начальную амплитуду 0a  и 

начальную фазу  , если в момент времени t = 0 смещение матери-

альной точки 00 x , а проекция ее скорости 00 x . 

Ответ: 
2

,0
0







x
a


.  

 

Задача 19.4.4 ([3], 3.77б). Материальная точка совершает зату-

хающие колебания с частотой ω и коэффициентом затухания β по 

закону )cos(0    teax t . Найти начальную амплитуду 0a  и 

начальную фазу  , если в момент времени t = 0 смещение матери-

альной точки 00 x , а проекция ее скорости 00 x . 

Ответ: 0
2

,1
2

2

00  





xa .  

 

Задача 19.4.5 ([3], 3.79). Осциллятор со временем релаксации 

τ = 20 с в момент времени t = 0 имеет начальное смещение 

100 x см. При каком значении начальной скорости 0x  это смеще-

ние окажется равным своей амплитуде? 

Ответ: с/см5,00
0 



x
x .  

 

Задача 19.4.6 ([3], 3.79). Материальная точка совершает зату-

хающие колебания с частотой ω = 25 рад/с. Найти коэффициент 

затухания β, если в начальный момент времени скорость матери-

альной точки равна нулю, а ее смещение от положения равновесия 

в η = 1,02 раза меньше амплитуды. 

Ответ: 12 с51   .  

 

Задача 19.4.7 ([3], 3.81а). Материальная точка совершает зату-

хающие колебания с частотой ω и коэффициентом затухания β. 

Найти амплитуду скорости материальной точки как функцию вре-

мени, если в момент времени t = 0 амплитуда ее смещения равна 

0a . 



Глава 19. Свободные затухающие колебания систем c одной степенью …  531 

Ответ: teat   22
0)( .  

 

Задача 19.4.8 ([3], 3.81б). Материальная точка совершает зату-

хающие колебания с частотой ω и коэффициентом затухания β. 

Найти амплитуду скорости материальной точки как функцию вре-

мени, если в момент времени t = 0 смещение материальной точки 

x(t = 0) = 0 и проекция ее скорости 0)0( tx . 

Ответ: tet 




 

2

2

0 1)( .  

 

Задача 19.4.9 ([3], 3.83). К невесомой пружине подвесили гру-

зик, и она растянулась на Δx = 9,8 см. С каким периодом будет ко-

лебаться грузик, если ему дать небольшой толчок в вертикальном 

направлении? Логарифмический декремент затухания θ = 3.1.  

Ответ: 
 

c7,0
Δ4 22





g

x
T


.  

 

Задача 19.4.10 ([3], 3.85). Частицу сместили от положения 

равновесия на расстояние l = 1 см и предоставили самой себе. Ка-

кой путь пройдет, колеблясь, эта частица до полной остановки, ес-

ли логарифмический декремент затухания равен θ = 0,02? 

Ответ: 
 
 

м2
1

1
2/

2/















e

el
S .  
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ГЛАВА 20 

ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ С ОДНОЙ  

СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ. РЕЗОНАНС 

 

20.1. Теоретический материал 

Уравнение движения в случае вынужденных колебаний под 

действием гармонической вынуждающей силы имеет вид: 

)cos(2 2
0 ptB   ,                                                      (20.1) 

где )cos(ptB  – обобщенная вынуждающая сила, B и p – ее ам-

плитуда и частота.  

В частном случае пружинного маятника в качестве обобщен-

ной вынуждающей силы выступает отношение вынуждающей си-

лы, действующей на тело, прикрепленного к пружине, к массе это-

го тела.  

Колебания под действием гармонической вынуждающей силы 

можно представить в виде суперпозиции собственных и вынуж-

денных колебаний. Закон изменения обобщенной координаты в 

этом случае имеет вид: 

 )(cos)()()()()(
собвынсоб

pptpAtttt   .           (20.2) 

Здесь )(
соб

t  – закон изменения обобщенной координаты при соб-

ственных затухающих колебаниях в отсутствии вынуждающей си-

лы, )(
вын

t  – закон изменения обобщенной координаты после зату-

хания собственных колебаний, A(p) – амплитуда и (p) – начальная 

фаза установившихся вынужденных колебаний )(
вын

t , которые 

зависят от частоты вынуждающей силы (см. сплошные линии на 

рис. 20.1 и 20.2):  

  22222
0 4

)(

pp

B
pA

 

 ,                                                  (20.3) 

2
0

2

2
)(tg









p

p
p .                                                                   (20.4) 

На рис. 20.1 и рис. 20.2 штриховыми линиями изображены за-

висимости амплитуды и фазы установившихся вынужденных коле-

баний для удвоенного значения коэффициента затухания 2.  
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При t >> 1/, собственными затухающими колебаниями )(
соб

t  

можно пренебречь: 

 )(cos)()()(
вын

pptpAtt   .                                       (20.5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Резонанс смещения (обобщенной координаты) – явление рез-

кого возрастания амплитуды )( pA  вынужденных колебаний при 

изменении частоты вынуждающей силы (рис. 20.1). 

В случае резонанса смещения резонансная частота pрез вы-

нуждающей силы находится из условия 0
d

)(d


p

pA
: 

22

0рез
2 p .                                                                   (20.6) 

При резонансной частоте амплитуда вынужденных колебаний 

равна: 

Рис. 20.2. Зависимость начальной фазы вынужденных колебаний (p) 

от частоты p при различных коэффициентах затухания . 

 

p 

– 

0 

(p) 

0 

–/2 

 

2 

Рис. 20.1. Зависимость амплитуды вынужденных колебаний A(p) от 

частоты p при различных коэффициентах затухания . 

 

p 0 22

0рез
2 p  

A(p) 

Aст 

 

2 
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22

0

резрез

2
)(

 


B
pAA .                                                (20.7) 

При постоянной ( 0p ) обобщенной вынуждающей силе В 

обобщенная координата   будет также постоянна и равна: 

2

0

ст
)0(



B
AA  .                                                                     (20.8) 

При стремлении частоты вынуждающей силы к бесконечности 

(при 0p ) амплитуда вынужденных колебаний стремится к ну-

лю (рис. 20.1): 

0~)(
2

 
p

p

B
pA .                                                              (20.9) 

Заметим, что добротность колебательной системы может быть 

выражена через рез
A  и ст

A . В соответствии с (19.8), (20.7) и (20.8): 

ст

рез

2 A

A
Q 




 (при  0 ).                                             (20.10) 

Закон изменения со временем обобщенной скорости в случае 

вынужденных установившихся колебаний под действием гармони-

ческой вынуждающей силы имеет вид:  

  )(sin)()()(
вын

pptppAtt    

        2/)(cos)(   pptppA .                                       (20.11) 

Здесь ppA )(  – амплитуда изменения обобщенной скорости (см. 

сплошную линию на рис. 20.3): 

  22222
0 4

)(

pp

Bp
ppA

 

 .                                             (20.12) 

Штриховой линией на рис. 20.3 изображена зависимость ам-

плитуды изменения обобщенной скорости при вынужденных коле-

баниях в случае удвоенного значения коэффициента затухания 2.  

Резонанс скорости – явление резкого возрастания амплитуды 

ppA )(  изменения обобщенной скорости )(t  при изменении ча-

стоты вынуждающей силы (рис. 20.3).  
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В случае резонанса скорости резонансная частота находится из 

условия 0
d

))((d


p

ppA
 и в соответствии с (20.12) равна: 

0рез
p .                                                                                (20.13) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

При постоянной ( 0p ) вынуждающей силе обобщенная ско-

рость )(t  будет равна нулю (рис. 20.3): 

  0
ст
Ap .                                                                              (20.14) 

При частоте вынуждающей силы много больше частоты соб-

ственных незатухающих колебаний ( 0p ) амплитуда измене-

ния обобщенной скорости близка к нулю: 

0~)(  
p

p

B
ppA .                                                           (20.15) 

 

20.2. Основные типы задач и методы их решения 

При решении задач о вынужденных колебаниях необходимо, 

как правило, записать закон движения осциллятора или получить 

его в результате решения уравнения движения. Записать также вы-

ражения для логарифмического коэффициента затухания, доброт-

ности, частоты собственных и вынужденных колебаний. При необ-

ходимости дополнить полученную систему уравнений энергетиче-

скими соотношениями. В любом случае необходимо 

последовательно реализовать следующие три основных этапа. 

Рис. 20.3. Зависимость амплитуды изменения обобщенной скорости 

A(p)p при вынужденных колебаниях от частоты p для раз-

личных коэффициентов затухания . 

 

p 0 0рез
p  

A(p)p 

 

2 
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I. Определиться с моделями материальных объектов и 

явлений. 

II. Записать полную систему уравнений для искомых 

величин. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и 

численном видах. 

 

20.3. Примеры решения задач 

Задача 20.3.1. Тело массой m = 100 г, подвешенное на легкой 

пружине жесткостью k = 40 Н/м, совершает установившиеся коле-

бания под действием вертикальной вынуждающей силы 

ptFF cos0 , частота которой p  = 25 рад/с и амплитуда Н10 F . 

Смещение тела из положения равновесия отстает по фазе от вы-

нуждающей силы на 4/  . Определить добротность колеба-

тельной системы Q , а также резонансную частоту резp , соответ-

ствующие резонансу смещения, и амплитуду смещения при резо-

нансе резA . 

 

Решение 

I. На тело, подвешенное на пружине действуют четыре силы: 

сила тяжести, сила упругости со стороны пружины, сила сопротив-

ления воздуха и вынуждающая сила tpFF cos0 . Постоянная си-

ла тяжести не влияет на частоту собственных колебаний, она лишь 

смещает положение равновесия. Поэтому решение задачи будет 

справедливо как при вертикальных, так и при горизонтальных ко-

лебаниях тела на пружине. По условию задачи пружина легкая, ее 

массой пренебрегаем, считая ее равной нулю.  

II. Искомая добротность колебательной системы определяется 

выражением (19.8): 





2
Q .                                                                                  (20.16) 

Здесь ω – частота собственных затухающих колебаний тела 

(см. (19.2)), равная 

22
0   .                                                                        (20.17) 
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Частота собственных незатухающих колебаний 0  тела на 

невесомой пружине (см. (18.8)) определяется массой тела m и 

коэффициентом жесткости пружины k: 

m

k
0 .                                                                               (20.18) 

Коэффициент затухания , входящий в формулы (20.16) и 

(20.17), определяет заданный в условии задачи фазовый сдвиг  

между смещением и вынуждающей силой в соответствии с выра-

жением (20.4):  

2
0

2

2
tg









p

p
.                                                                       (20.19) 

Искомая резонансная частота при резонансе смещения в соот-

ветствии с (20.6) определяется выражением: 

22
0рез 2 p .                                                                   (20.20) 

При резонансной частоте искомая амплитуда вынужденных 

колебаний (см. (20.7)) равна: 

22
0

0
резрез

2
)(

 


m

F
pAA .                                             (20.21) 

Получена полная система уравнений (20.16) – (20.21) относи-

тельно неизвестных в задаче величин – добротности Q , резонанс-

ной частоты резp  и амплитуды смещения при резонансе резA .  

III. Совместное решение уравнений (20.16) – (20.19) дает вы-

ражение для добротности колебательной системы: 

4

1

)(4

1

)( 222

2

22
0

22

22
0 







kmptg

kmp

ptg

p
Q




.              (20.22) 

Искомую резонансную частоту резp  находим, решая систему 

уравнений (20.18) – (20.20):  

 
22

222

2

22
0

22
2
0рез
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kmp

m

k
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 .        (20.23) 

Амплитуду смещения при резонансе резA  определяем, решая 

систему уравнений (20.18), (20.19) и (20.21): 
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.                         (20.24) 

Подставляя численные значения заданных в условии задачи 

величин в полученные формулы (20.22)  (20.24), получаем: 

17,2Q ; рад/с0,19
рез

p ; см7,5
рез
A . 

Ответ: ;17,2
4

1

)( 222

2
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22
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. 

 

Задача 20.3.2. Горизонтальный пружинный маятник соверша-

ет вынужденные колебания под действием гармонической силы 

)cos()( 0 tpFtF  . Коэффициент затухания маятника равен  , а ча-

стота его собственных незатухающих колебаний – 0 . Найти от-

ношение средней за период мощности вынуждающей силы F(t) при 

частоте, соответствующей резонансу смещения, к максимальной 

средней мощности этой силы.  

 

Решение 

I. Рассмотрим колебания маятника под действием гармониче-

ской вынуждающей силы )cos()( 0 tpFtF   в установившемся ре-

жиме, когда собственными затухающими колебаниями можно пре-

небречь. 
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II. В установившемся режиме координата и скорость маятника 

изменяются по законам: 

)cos()(  tpAtx ,                                                               (20.25) 

)sin()(   tpApt .                                                           (20.26) 

Запишем элементарную работу Ad  вынуждающей силы F, со-

вершаемую за физически бесконечно малый интервал времени: 

tttFxtFA d)()(d)(d  .                                                     (20.27) 

Суммарную работу этой силы за период колебаний T  находим 

интегрированием элементарной работы: 


T

ttFA

0

d)(  .                                                                         (20.28) 

Средняя за период мощность вынуждающей силы определяет-

ся выражением: 



T

tttF
T

P
0

ср
d)()(

1
 .                                                              (20.29) 

Записанная система уравнений позволяет получить зависи-

мость средней мощности срP  вынуждающей силы от частоты p. 

Для нахождения искомого в задаче отношения средней за период 

мощности силы F при частоте, соответствующей резонансу смеще-

ния, к максимальной средней мощности этой силы необходимо 

найти максимум средней мощности, а также дополнить получен-

ную систему уравнений выражениями (20.3), (20.4), (20.6) для ам-

плитуды вынужденных колебаний )( pA , фазы )( p  и резонансной 

частоты резp  при резонансе смещения: 

  22222
0

0

4

)(

ppm

F
pA

 

 ,                                            (20.30) 

2
0

2

2
)(tg









p

p
p .                                                                 (20.31) 

22
0рез 2 p .                                                                   (20.32) 

III. Интегрируя (20.29) с учетом (20.26) и заданного в задаче 

закона изменения вынуждающей силы F(t), получаем: 
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 )(sin)(
2

1
0ср

pppAFP  .                                                   (20.33) 

Найдем  )(sin p , входящий в формулу (20.33), воспользо-

вавшись (20.31): 

  22222
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2
4

2

)(tg1

)(tg
)(sin

pp

p

p

p
p















 .               (20.34) 

Подставляя (20.34) и (20.30) в (20.33), получаем зависимость 

средней мощности вынуждающей силы от частоты:  

  22222

0

22

0

ср

4
)(

ppm

pF
pP






 .                                          (20.35) 

Частоту вынуждающей силы maxp , при которой ее средняя 

мощность достигает максимума, находим из условия 0
d

)(d
ср


p

pP
:  

0max p .                                                                               (20.36) 

Заметим, что частота maxp  совпадает с частотой, соответству-

ющей резонансу скорости (см. (20.13)). 

Подстановка (20.36) в (20.35) дает выражение для максималь-

ной средней мощности вынуждающей силы: 

m

F
pPP

4
)(

2

0

m axср

m ax

ср
 .                                                       (20.37) 

Выражение для средней мощности вынуждающей силы при 

частоте, соответствующей резонансу смещения, находим подстав-

ляя (20.32) в (20.35): 

 
 22

0

22

0

2

0

резср

рез

ср
4

2
)(










m

F
pPP .                                          (20.38) 

Искомое отношение средней за период мощности вынуждаю-

щей силы F(t) при частоте, соответствующей резонансу смещения, 

к максимальной средней мощности этой силы находим, воспользо-

вавшись (20.37) и (20.38): 

22

0

22

0
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рез

ср 2










P

P
.  
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Заметим, что полученное соотношение мощностей справедли-

во при 
2

0  . При значениях коэффициента затухания 
2

0   в 

колебательной системе резонанс смещения не наблюдается (а резо-

нанс скорости существует).  

Ответ: 
22

0

22

0

max

ср

рез

ср 2










P

P
. 

 

Задача 20.3.3. Амплитуды скорости осциллятора при частотах 

вынуждающей силы f1 = 200 Гц и f2 = 300 Гц равны между собой. 

Определить частоту, соответствующую резонансу скорости. Ам-

плитуду вынуждающей силы считать неизменной, затухание – ма-

лым.  

 

Решение 

I. Вынужденные колебания рассматриваем в установившемся 

режиме. В этом случае осциллятор совершает колебания с частотой 

вынуждающей силы. Будем считать, что вынуждающая сила изме-

няется по гармоническому закону, а ее амплитуда F0 не зависит от 

частоты. Считаем также, что на осциллятор в процессе колебаний 

действуют упругая сила и сила вязкого трения, пропорциональная 

скорости. В соответствии с условием задачи коэффициент затуха-

ния можно считать малым, много меньшим частоты собственных 

незатухающих колебаний δ << ω0. Известно, что резонанс скорости 

происходит при частоте вынуждающей силы p, совпадающей с ча-

стотой ω0 собственных незатухающих колебаний осциллятора. 

Следовательно, для определения резонансной частоты необходимо 

найти частоту собственных колебаний осциллятора. 

II. Смещение осциллятора при вынужденных колебаниях про-

исходит по закону: 

)cos()(  ptAtx .                                                               (20.39) 

Здесь А – амплитуда вынужденных колебаний, зависящая от часто-

ты вынуждающей силы: 

  22222
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)(
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F
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 .                                            (20.40) 
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Закон изменения скорости находим, дифференцируя (20.39) по 

времени: 

)sin(
d

d
)(   ptAp

t

x
t .                                                   (20.41) 

Амплитуда скорости, в соответствии с (20.40), (20.41), равна:  

  22222
0

0
0

4

)(

ppm

pF
p







 .                                           (20.42) 

По условию задачи амплитуды скорости при двух заданных 

частотах вынуждающей силы p1 и p2 равны между собой: 

0201   .                                                                                (20.43) 

Записана полная система уравнений, позволяющая определить 

резонансную частоту. 

III. Приравнивая амплитуды скорости при двух частотах вы-

нуждающей силы, получаем: 

    2
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2

2
0

2

2
1

222
1

2
0

1

44 pp

p

pp

p

 





.                    (20.44) 

Учитывая малость затухания (δ << ω0), преобразуем (20.44): 
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.                                                       (20.45) 

Извлекая квадратный корень из левой и правой частей уравне-

ния (20.45), получаем: 

2

2
2

2
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1

2
1

2
0

p

p

p
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.                                                            (20.46) 

Поскольку 21 pp  , то в правой части уравнения (20.46) следу-

ет оставить только знак « – ». Преобразуя (20.46), получаем связь 

циклических частот: 

210 pp .                                                                           (20.47) 

Следовательно, частота, соответствующая резонансу скорости, 

равна: 

21рез fff  .                                                                         (20.48) 

Подставляя в (20.48) численные значения, заданные в условии 

задачи, определяем искомую резонансную частоту: 
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Гц245рез f . 

Ответ: Гц24521рез  fff . 

 

Задача 20.3.4. Тонкостенный сфери-

ческий сосуд радиусом R = 5 см заполнен 

идеальной жидкостью и подвешен на лег-

ком стержне длиной l = 20 см, жестко свя-

занным с сосудом. Найти амплитуду уста-

новившихся колебаний маятника, если 

точка его подвеса колеблется в горизон-

тальном направлении по закону 

tAtX sin)(   с амплитудой A = 0,5 см и 

периодом Т = 1,1 с. Трение не учитывать. 

 

Решение 

I. Сосуд с жидкостью колеблется подобно математическому 

маятнику длиной l + R, поскольку жидкость является идеальной и 

проскальзывает относительно сосуда. По условию задачи сосуд – 

тонкостенный, следовательно, можно пренебречь его моментом 

инерции, считая массу сосуда равной нулю. Задачу решаем в не-

инерциальной системе отсчета, связанной с точкой подвеса маят-

ника. На маятник при его движении действуют сила тяжести, сила 

реакции подвеса и переносная сила инерции. Направление осей си-

стемы координат показано на рис. 20.4.  

II. Запишем уравнение моментов для маятника относительно 

оси, проходящей через точку подвеса перпендикулярно плоскости 

колебаний, в выбранной неинерциальной системе отсчета: 

 cos)(sin)()( 2 RlXmRlmgrlm   .                (20.49) 

Здесь X – координата точки подвеса, α – угол отклонения маятника. 

При записи (20.49) учтено, что момент силы реакции подвеса отно-

сительно указанной оси равен нулю. 

Уравнение кинематической связи для координат имеет вид 

(см. рис. 20.4): 

sin)()()( RltXtx  ,                                                     (20.50) 

где )(tx  – координата центра масс маятника относительно лабора-

торной инерциальной системы отсчета. 

X 

X x 

α 

Y 

0 

Рис. 20.4. Колебательная 

система, состоящая из 

сосуда с жидкостью, под-

вешенного на стержне. 
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В соответствии с условием задачи координата точки подвеса 

относительно инерциальной системы отсчета изменяется по зако-

ну: 

tAtX sin)(  .                                                                       (20.51) 

III. Уравнения (20.49) и (20.51) позволяют получить уравнение 

колебаний маятника относительно неинерциальной системы отсче-

та. Будем решать задачу в предположении малости угла отклоне-

ния маятника (  sin , 1cos  ). С учетом принятых допущений 

преобразуем уравнение колебаний (20.49): 

t
Rl

A

Rl

g



 sin

2





 .                                                     (20.52) 

В установившемся режиме ищем решение уравнения (20.52) в 

виде 

)sin()(   tBt ,                                                               (20.53) 

где B – амплитуда колебаний относительно неинерциальной систе-

мы отсчета. 

Подставляя (20.53) в уравнение колебаний (20.52), получаем: 
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 .                            (20.54) 

Раскрывая )sin(  t , преобразуем (20.54) к виду: 



























 t

Rl

A
B

Rl

g



 sincos

2
2  

                             0cossin2 









 tB
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 .            (20.55) 

Поскольку уравнение (20.55) должно выполняться в любой 

момент времени, то коэффициенты при tcos  и tsin  должны 

быть равны нулю: 

0sin2 
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g
,                                                      (20.56) 
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g 
 .                                         (20.57) 

Из соотношения (20.56) следует, что  

0sin  .                                                                                 (20.58) 
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С учетом найденного значения фазы (20.58) из уравнения 

(20.57) определяем амплитуду колебаний маятника относительно 

неинерциальной системы отсчета: 

))(( 22
0

2








Rl
AB .                                                        (20.59) 

Здесь введено обозначение 
Rl

g


2

0 . 

Подстановка полученных соотношений (20.58) и (20.59) в вы-

ражение для координаты центра масс (20.50) приводит к оконча-

тельному выражению для закона движения маятника относительно 

инерциальной системы отсчета: 

tAtBRltAtx 



 sinsin)(sin)(

22
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 .             (20.60) 

Учитывая, что 
T




2
 , находим искомую амплитуду колеба-

ний маятника: 
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,                                      (20.61) 

Подставляя в (20.61) численные значения, заданные в условии 

задачи, получаем: 

cм9,2a . 

Нетрудно убедиться, что при таких колебаниях угол отклоне-

ния маятника можно считать малым, и принятое допущение 

 sin  является правомерным. 

Ответ: cм9,2

4 22

2








g

Rl
T

T
Aa



. 

 

Задача 20.3.5. В момент времени t = 0 на частицу массой m 

начинают действовать две изменяющиеся во времени силы, 

направления которых совпадают с осями X и Y декартовой систе-

мы координат: )sin()( 01 tpFt xeF   и )cos()( 02 tpFt yeF  . Опреде-

лить уравнение траектории частицы и ее среднюю скорость за до-



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 546 

статочно большой интервал времени, если в начальный момент 

времени частица покоилась в точке, совпадающей с началом коор-

динат.  

Решение 

I. Задачу решаем в системе отсчета, орты системы координат 

которой xe  и ye  заданы в условии задачи. Систему отсчета счита-

ем инерциальной, частицу – материальной точкой.  Движение ча-

стицы происходит под действием двух ортогональных гармониче-

ских сил, действием каких-либо других сил пренебрегаем.  

II, III. Запишем уравнение движения частицы в проекциях на 

оси выбранной системы координат: 

)sin(0 tpFxm  ,                                                                       (20.62) 

)cos(0 tpFym  .                                                                      (20.63) 

Интегрируя (20.62) и (20.63) по времени, получаем законы из-

менения проекций скоростей частицы на оси выбранной системы 

координат: 

1
00 )cos(d)sin( Cpt

mp

F
ttp

m

F
x   ,                                  (20.64) 

2
00 )sin(d)cos( Cpt

mp

F
ttp

m

F
y   ,                                    (20.65) 

где 1C  и 2C  – постоянные интегрирования, определяемые началь-

ными условиями, заданными в условии задачи 

0)0( tx , 0)0( ty .                                                       (20.66) 

Подставляя начальные условия (20.66) в (20.64) и (20.65), по-

лучаем значения констант интегрирования: 

mp

F
C 0

1  ,     02 C .                                                               (20.67) 

С учетом полученных значений 1C  и 2C  законы изменения 

проекций скоростей (20.64) и (20.65) принимают вид: 

 )cos(10 pt
mp

F
x  ,                                                             (20.68) 

)sin(0 pt
mp

F
y  .                                                                     (20.69) 
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Интегрируя (20.68) и (20.69) по времени, получаем закон дви-

жения частицы в координатной форме: 

  32

000 )sin(d)cos(1 Cpt
mp

F
t

mp

F
ttp

mp

F
x   ,               (20.70) 

42

00 )cos(d)sin( Cpt
mp

F
ttp

mp

F
y   ,                                 (20.71) 

где 3C  и 4C  – постоянные интегрирования, определяемые началь-

ными условиями, заданными в условии задачи 

0)0( tx , 0)0( ty .                                                       (20.72) 

Подставляя начальные условия (20.72) в (20.70) и (20.71), по-

лучаем значения констант интегрирования: 

03 C ,    
2

0
4

mp

F
C  .                                                              (20.73) 

С учетом полученных значений 3C  и 4C  законы изменения 

координат частицы (20.70) и (20.71) принимают вид: 

 )sin()(
2

0 ptpt
mp

F
tx  ,                                                       (20.74) 

 )cos(1)(
2

0 pt
mp

F
ty  .                                                         (20.75) 

Как видим, траектория частицы является циклоидой. Получено 

уравнение циклоиды (20.74) – (20.75) в параметрической форме. 

Для определения средней скорости частицы используем выра-

жения (20.68) и (20.69): 

 
mp

F
tpt

mp

F

t
t

t

tt

xx
0

0

0

0

d)cos(1
1

d
1

  .                            (20.76) 

0d)sin(
1

d
1

0

0

0

 
tt

yy tpt
mp

F

t
t

t
 .                                       (20.77) 

В соответствии с условием задачи усреднение проводилось за 

достаточно большой промежуток времени, поэтому интервал вре-

мени t считали равным целому числу периодов. 

Как видим, средняя скорость частицы направлена вдоль оси X 

и определяется выражением (20.76). 



МЕХАНИКА. МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 548 

Ответ:  )sin()(
2

0 ptpt
mp

F
tx  ,   )cos(1)(

2

0 pt
mp

F
ty  ; 

                
mp

F
x

0 ,  0y . 

 

Задача 20.3.6. В момент времени t = 0 на частицу массой m 

начинают действовать две изменяющиеся во времени силы, 

направления которых совпадают с осями X и Y декартовой систе-

мы координат: )sin()( 01 tpFt xeF   и )cos()( 02 tpFt yeF  . При каких 

начальных условиях частица будет двигаться по окружности с цен-

тром в начале координат?  

 

Решение 

I. Задачу решаем аналогично Задаче 20.3.5, используя систему 

отсчета, орты системы координат которой xe  и ye  заданы в усло-

вии задачи. Систему отсчета считаем инерциальной, частицу – ма-

териальной точкой. Считаем также, что движение частицы проис-

ходит под действием только двух ортогональных гармонических 

сил, действием каких-либо других сил пренебрегаем.  

II, III. Запишем уравнение движения материальной точки в 

проекциях на оси выбранной системы координат: 

)sin(0 tpFxm  ,                                                                       (20.78) 

)cos(0 tpFym  .                                                                      (20.79) 

Интегрируя уравнения (20.78), (20.79) по времени, получаем 

законы изменения проекций скоростей: 

1
00 )cos(d)sin( Cpt

mp

F
ttp

m

F
x   ,                                  (20.80) 

2
00 )sin(d)cos( Cpt

mp

F
ttp

m

F
y   .                                    (20.81) 

Закон движения материальной точки в координатной форме 

определяем в результате интегрирования по времени уравнений 

(20.80) и (20.81): 

312

0
1

0 )sin(d)cos( CtCpt
mp

F
tCtp

mp

F
x 








  ,        (20.82) 
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422

0
3

0 )cos(d)sin( CtCpt
mp

F
tCtp

mp

F
y 








  .         (20.83) 

В случае, когда константы интегрирования в выражениях 

(20.82) и (20.83) равны нулю, 

04321  CCCC ,                                                            (20.84) 

зависимости координат материальной точки от времени (20.82) и 

(20.83) принимают вид: 

)sin()(
2

0 pt
mp

F
tx  ,                                                              (20.85) 

)cos()(
2

0 pt
mp

F
ty  .                                                             (20.86) 

Как видим, выражения (20.85) и (20.86) представляют собой 

уравнение окружности с центром в начале координат в параметри-

ческой форме. Для определения начальных условий подставим 

значения t = 0 и 021 CC  в правые части выражений (20.80), 

(20.81), (20.85) и (20.86): 

mp

F
tx 0)0(  ,     0)0( ty , 

0)0( tx ,   
2

0)0(
mp

F
ty  . 

Как видим, для движения по окружности с центром в начале 

координат под действием двух ортогональных гармонических сил 

)sin()( 01 tpFt xeF   и )cos()( 02 tpFt yeF   материальной точке следу-

ет сообщить начальную скорость, направленную в отрицательном 

направлении оси X и равную x
mp

F
eυ 0

0  . Необходимо также, что-

бы в начальный момент времени материальная точка имела коор-

динаты 00 x  и 
2

0
0

mp

F
y  . 

При воздействии на материальную точку внешних сил, изме-

няющихся во времени по гармоническому закону, закон движения 

материальной точки не всегда является гармоническим. Характер 

движения существенно зависит от начальных условий. В рассмот-
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ренном в Задаче 20.3.5 случае нулевых начальных условий траек-

торией материальной точки являлась циклоида. При сообщении 

материальной точке определенной начальной скорости, направлен-

ной противоположно одной из сил, траекторией является окруж-

ность. 

Ответ: 00 x , 
2

0
0

mp

F
y  , x

mp

F
eυ 0

0  . 

 

Задача 20.3.7. Шарик массой m, подвешенный к легкой пру-

жинке, удлиняет ее на lΔ . Под действием внешней вертикальной 

силы, изменяющейся по гармоническому закону, шарик совершает 

вынужденные колебания. Логарифмический декремент затухания 

равен  . Определить частоту вынуждающей силы, при которой 

амплитуда смещения шарика максимальна. 

 

Решение 

I. На шарик, подвешенный на пружине действуют четыре си-

лы: сила тяжести, сила упругости со стороны пружины, сила со-

противления воздуха и гармоническая вынуждающая сила. По 

условию задачи пружина легкая, ее массой пренебрегаем, считая ее 

равной нулю. Шарик под действием указанных сил совершает 

установившиеся колебания. 

II. Искомая резонансная частота резp  связана с частотой соб-

ственных незатухающих колебаний 0  и коэффициентом затуха-

ния   соотношением (см. (20.6)): 

22
0рез 2 p .                                                                  (20.87) 

Частота собственных незатухающих колебаний груза на пру-

жине равна (см. (18.8)): 

m

k
0 .                                                                               (20.88) 

Здесь m  – масса груза, k  – коэффициент жесткости пружины. 

В положении равновесия пружина удлиняется на заданную в 

условии задачи величину lΔ . В этом положении сила тяжести, дей-

ствующая на тело, в соответствии со вторым законом Ньютона 

компенсирует силу упругости со стороны пружины: 
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lkmg  .                                                                                (20.89) 

Заданный в условии задачи логарифмический декремент зату-

хания   определяется выражением (см. (19.3)): 






2
 T ,                                                                        (20.90) 

где 22
0    – частота затухающих колебаний.  

Получена полная система уравнений (20.87) – (20.90) для 

нахождения резонансной частоты резp . 

III. Преобразуя (20.90), выражаем коэффициент затухания че-

рез логарифмический коэффициент затухания: 

2

2

0

4
1










 .                                                                        (20.91) 

Подставляя (20.91) в (20.87), получаем: 

2
02

2

рез
)2/(1

)2/(1









p .                                                        (20.92) 

Используя (20.88) и (20.89) находим связь частоты собствен-

ных незатухающих колебаний 0  с растяжением пружины в поло-

жении равновесия lΔ : 

l

g

Δ
0  .                                                                              (20.93) 

Подставляя (20.93) в (20.92), получаем искомое выражение для 

резонансной частоты: 

l

g
p

Δ)2/(1

)2/(1
2

2

рез







 . 

Ответ: 
l

g
p

Δ)2/(1

)2/(1
2

2

рез







 . 

 

Задача 20.3.8. Оценить, через какое время установятся коле-

бания в системе с добротностью Q = 100 и собственной частотой 

колебаний ω0 = 10 рад/с при воздействии на эту систему вынужда-

ющей гармонической силы. 
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Решение 

I. При произвольных начальных условиях в колебательной си-

стеме возможна суперпозиция собственных и вынужденных коле-

баний. По условию задачи добротность системы является конечной 

величиной, следовательно, собственные колебания системы явля-

ются затухающими. Задачу решаем в предположении, что сила 

трения, приводящая к затуханию собственных колебаний, пропор-

циональна скорости осциллятора. В этом случае амплитуда соб-

ственных колебаний уменьшается по экспоненциальному закону. 

Будем считать временем установления вынужденных колебаний 

интервал времени, через которое амплитуда собственных затухаю-

щих колебаний уменьшается в e раз. 

II. В общем случае закон движения имеет вид (20.2): 

   )(cos)(cos)( 00 pptpAteAt t     ,                   (20.94) 

где teA 
0  – закон изменения амплитуды собственных колебаний, 

0A  – амплитуда собственных колебаний в начальный момент вре-

мени,   – коэффициент затухания. 

Следовательно, интервал времени, через которое амплитуда 

собственных затухающих колебаний уменьшается в e раз, равен: 




1
 .                                                                                     (20.95) 

Добротность колебательной системы и коэффициент затухания 

связаны соотношением (20.10): 





2
Q ,                                                                                  (20.96) 

где   – частота собственных затухающих колебаний. 

Частоты затухающих и собственных незатухающих колебаний 

связаны соотношением (см. (19.2)): 

22
0   .                                                                        (20.97) 

Получена полная система уравнений (20.95) – (20.97) для 

определения искомого времени установления вынужденных коле-

баний. 

III. Подставляя (20.97) в (20.96), получаем связь добротности и 

коэффициента затухания колебательной системы: 
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14 2

0




Q


 .                                                                       (20.98) 

Искомое время установления вынужденных колебаний опре-

деляем в результате подстановки выражения (20.98) в (20.95): 

0

2 14







Q
.                                                                         (20.99) 

По условию задачи добротность колебательной системы равна 

Q = 100. Следовательно, 14 2 Q  и соотношение (20.99) преобра-

зуется к виду: 

c20
2

0





Q

. 

Ответ: c20
2

0





Q

.  

 

20.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 24.4.1 ([3], 4.84). Шарик массой m может совершать не-

затухающие гармонические колебания около точки x = 0 с соб-

ственной частотой ω0. В момент времени t = 0, когда шарик нахо-

дился в состоянии равновесия, к нему приложили вынуждающую 

силу )cos()( 0 tpFtFx  , совпадающую по направлению с осью X. 

Найти закон вынужденных колебаний шарика )(tx . 

Ответ: 
 

 2
0

2

00 )cos()cos(
)(










pm

tptF
tx .  

 

Задача 24.4.2 ([3], 4.85). Найти в условиях предыдущей задачи 

закон движения )(tx , если частота вынуждающей силы p равна соб-

ственной частоте ω0 колебаний шарика. 

Ответ: t
m

tF
tx 0

0

0 sin
2

)( 


 . 

 

Задача 24.4.3 ([3], 4.86). Частица массой m может совершать 

незатухающие гармонические колебания под действием упругой 
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силы с коэффициентом k . Когда частица находилась в состоянии 

равновесия, к ней приложили постоянную силу F , которая дей-

ствовала в течение τ секунд. Найти амплитуду колебаний частицы 

после окончания действия силы. 

Ответ: 















2
sin

2 t

m

k

k

F
A .  

 

Задача 24.4.4 ([3], 4.87). На осциллятор массой m без затуха-

ния с собственной частотой ω0 действует вынуждающая сила  

)cos()( 0 tpFtFx  . При каких начальных условиях с самого начала 

будут происходить только вынужденные колебания? 

Ответ: 
 22

0

0)0(
pm

F
tx





,  0)0( tx .  

 

Задача 24.4.5 ([3], 4.87). На осциллятор массой m без затуха-

ния с собственной частотой ω0 действует вынуждающая сила 

)cos()( 0 tpFtFx  . Найти закон движения осциллятора в случае, 

если с самого начала он будет совершать только вынужденные ко-

лебания. 

Ответ: 
 

pt
pm

F
tx cos)(

22
0

0





.  

 

Задача 24.4.6 ([3], 4.89). Найти разность фаз между смещени-

ем и вынуждающей силой при резонансе смещения, если собствен-

ная частота колебаний ω0 = 50 с-1 и коэффициент затухания 

δ = 5,2 с-1.  

Ответ: 2tg

2

0 












 , φ = 84°.  

 

Задача 24.4.7 ([3], 4.98). Под действием вертикальной вынуж-

дающей силы )cos()( 0 tpFtFx  тело, подвешенное на пружинке, 

совершает установившиеся вынужденные колебания по закону 

)cos()( 0   tatx . Найти работу силы F за период колебания.  
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Ответ:  sin0aFA  .  

 

Задача 24.4.8 ([3], 4.99). Под действием момента сил 

)cos()( 0 tpMtM z  тело совершает вынужденные крутильные коле-

бания по закону )cos()( 0   tpt . Найти работу сил трения, 

действующих на тело, за период колебания.  

Ответ:  sin00MA  .  
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ГЛАВА 21 

КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМ С НЕСКОЛЬКИМИ  

СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ. МОДЫ КОЛЕБАНИЙ 

 

21.1. Теоретический материал 

Число степеней свободы механической системы (в том числе 

колебательной) – число независимых физических величин, так 

называемых обобщенных координат, однозначно определяющих 

положение тел системы в пространстве.  

Нормальные колебания (моды) – собственные гармониче-

ские колебания системы. Число мод равно числу степеней свободы. 

Специальным выбором начальных условий можно возбудить в си-

стеме только одно (любое) из всех, свойственных системе нор-

мальных колебаний. При нормальном колебании системы все ее 

элементы колеблются с одной и той же частотой – нормальной ча-

стотой.  

В общем случае колебания системы являются суперпозицией 

ее нормальных колебаний, которая определяется начальными усло-

виями.  

Нормальные частоты – частоты нормальных колебаний. 

Нормальные частоты колебательной системы определяются ее па-

раметрами (для распределенной колебательной системы  свой-

ствами среды и граничными условиями).  

Парциальная колебательная система – колебательная си-

стема с одной степенью свободы, входящая в состав сложной коле-

бательной системы с несколькими степенями свободы. Сложные 

колебательные системы могут рассматриваться как совокупность 

связанных между собой парциальных колебательных систем.  

Парциальная частота – частота собственных гармонических 

колебаний парциальной колебательной системы при покоящихся 

остальных парциальных системах сложной колебательной системы. 

 

21.2. Основные типы задач и методы их решения 

Возможны два метода решения задач о колебаниях систем с 

несколькими степенями свободы – так называемые динамический и 

энергетический методы. Динамический метод предполагает 

использование уравнений движения, а энергетический – закона 
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сохранения или изменения механической энергии колеблющейся 

системы тел. Как правило, при использовании обоих методов на 

последнем этапе решения получаются уравнение и закон движения 

рассматриваемой механической системы. Особенностью задач о 

колебаниях систем с несколькими степенями свободы является по-

лучение в процессе решения системы связанных дифференциаль-

ных уравнений второго порядка. Как правило, заменой переменных 

можно свести систему к независимым уравнениям, описывающим 

нормальные колебания системы.  

В любом случае необходимо последовательно реализовать 

следующие три основных этапа. 

I. Определиться с моделями материальных объектов и 

явлений. 

II. Записать полную систему уравнений для искомых 

величин. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и 

численном видах. 

 

21.3. Примеры решения задач 

Задача 21.3.1. Два маленьких шарика массой m  подвешены к 

потолку на невесомых стержнях 

длиной l , образуя два математиче-

ских маятника. Эти маятники свя-

заны между собой легкой пружи-

ной жесткостью k  (см. рис. 21.1). В 

положении равновесия пружина не 

растянута, а точки ее крепления к 

стержням находятся на расстоянии 

a  от точек шарнирного подвеса 

стержней к потолку. Определить 

законы изменения углов отклоне-

ния маятников от положения рав-

новесия )(1 t  и )(2 t  при малых 

колебаниях в общем случае задания произвольных начальных 

условий.  

 

 

Рис. 21.1. Колебательная система, 

состоящая из двух маятников, 

связанных пружинкой. 

2  

mg 

1  

mg 

F1 F2 
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Решение 

I. На каждый маятник действуют в процессе движения три си-

лы: сила тяжести mg , сила упругости со стороны пружины iF  

(i = 1, 2) и сила реакции потолка, не изображенная на рис. 21.1. Си-

лами трения о воздух и в подвесе пренебрегаем. В соответствии с 

начальными условиями, сформулированными в задаче, маятники 

колеблются в плоскости, совпадающей с плоскостью чертежа 

(рис. 21.1). Задачу решаем динамическим методом в инерциальной 

лабораторной системе отсчета, жестко связанной с потолком. 

II, III. Запишем уравнение моментов для каждого из маятников 

относительно неподвижных осей, проходящих через точку их 

крепления к потолку перпендикулярно плоскости колебаний (см. 

рис. 21.1): 

1111
2 cossin  aFmglml  ,                                              (21.1) 

2222
2 cossin  aFmglml  .                                           (21.2) 

При малых углах отклонения маятников от вертикали прене-

брегли отклонением пружины в процессе колебаний от ее горизон-

тальной ориентации в положении равновесия. При записи уравне-

ний (21.1) и (21.2) учтено также, что моменты сил реакции потолка 

относительно выбранных осей равны нулю.  

Сила упругости, действующая со стороны пружины на первый 

маятник, в соответствии с законом Гука равна: 

)sin(sin 211   kaF .                                                           (21.3) 

Поскольку пружина невесома, то согласно второму закону 

Ньютона сумма сил, действующих со стороны стержней на пружи-

ну, равна нулю, а, следовательно, равны модули сил, действующих 

на стержни со стороны пружины (в соответствии с третьим зако-

ном Ньютона): 

21 FF  .                                                                                     (21.4) 

Подставляя (21.3), (21.4) в (21.1), (21.2) и учитывая малость 

углов i  отклонения стержней от вертикали ( ii  sin , 

1cos i ), получаем систему связанных дифференциальных урав-

нений второго порядка:  

0)( 212

2

11  
ml

ka

l

g
 ,                                               (21.5) 
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0)( 122

2

22  
ml

ka

l

g
 .                                                (21.6) 

Делая замену переменных 

211   ,                                                                             (21.7) 

212   ,                                                                             (21.8) 

получаем два независимых уравнения гармонических колебаний 

для новых переменных 1  и 2 : 

011  
l

g ,                                                                            (21.9) 

0
2

22

2

2 












 

ml

ka

l

g .                                                          (21.10) 

Следовательно, при колебаниях маятников переменные 1  и 

2  изменяются по гармоническим законам: 

)cos()( 1111   tAt ,                                                          (21.11) 

)cos()( 2222   tAt ,                                                        (21.12) 

где частоты колебаний 1  и 2  в соответствии с (21.9) и (21.10) 

определяются параметрами маятников и пружины: 

l

g
1 ,                                                                                (21.13) 

2

2

2

2

ml

ka

l

g
 .                                                                   (21.14) 

Амплитуды 1A , 2A  и начальные фазы 1 , 2  колебаний пере-

менных 1  и 2  определяются начальными условиями.  

Переходя к углам отклонения стержней от вертикали из (21.7), 

(21.8), (21.11) и (21.12) получаем искомые законы изменения углов 

отклонения маятников от положения равновесия )(1 t  и )(2 t : 

)cos(
2

)cos(
2

)( 22
2

11
1

1   t
A

t
A

t ,                          (21.15) 

)cos(
2

)cos(
2

)( 22
2

11
1

2   t
A

t
A

t .                         (21.16) 
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Ответ: )cos(
2

)cos(
2

)( 22
2

11
1

1   t
A

t
A

t ,  

)cos(
2

)cos(
2

)( 22
2

11
1

2   t
A

t
A

t . 

 

Задача 21.3.2. Два маленьких шарика массой m  подвешены к 

потолку на невесомых стержнях длиной l , образуя два математи-

ческих маятника. Эти маятники связаны между собой легкой пру-

жиной жесткостью k  (см. рис. 21.1). В положении равновесия 

пружина не растянута, а точки ее крепления к стержням находятся 

на расстоянии a  от точек шарнирного подвеса стержней к потолку. 

Определить законы изменения углов отклонения маятников от по-

ложения равновесия )(1 t  и )(2 t  при малых колебаниях в двух 

случаях: 

1) оба маятника отклонили в одну сторону на одинаковый угол 

0  от положения равновесия в момент времени 0t  и отпустили с 

нулевой начальной скоростью; 

2) в начальный момент времени 0t  маятники отклонили в 

разные стороны на одинаковые углы 0  от положения равновесия 

и отпустили с нулевой начальной скоростью. 

 

Решение 

I. Воспользуемся общим решением задачи (21.15) и (21.16) при 

произвольных начальных условиях, полученным в Задаче 21.3.1. 

II, III. Определим параметры колебаний 1A , 2A  и 1 , 2  в 

двух различных случаях задания начальных условий. Для этого 

сначала найдем угловые скорости движения маятников, дифферен-

цируя (21.15) и (21.16) по времени: 

)sin(
2

)sin(
2

)( 22
22

11
11

1 





  t
A

t
A

t ,                 (21.17) 

)sin(
2

)sin(
2

)( 22
22

11
11

2 





  t
A

t
A

t .                (21.18) 

1) В соответствии с условием задачи в первом случае оба ма-

ятника отклонили в одну сторону на одинаковый угол 0  от поло-

жения равновесия в момент времени 0t  и отпустили с нулевой 
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начальной скоростью. Следовательно, начальные условия записы-

ваются в виде:  

01 )0(  t , 02 )0(  t ,                                               (21.19) 

0)0(1 t , 0)0(2 t .                                                  (21.20) 

Воспользовавшись формулами (21.15)  (21.18) для парамет-

ров 1A , 2A  и 1 , 2  получаем: 

01 2A , 02 A ,                                                                   (21.21) 

01  , 02  .                                                                       (21.22) 

При этом искомые законы движения маятников принимают 

вид: 

t
l

g
t cos)( 01   ,                                                                (21.23) 

t
l

g
t cos)( 02   .                                                                (21.24) 

Как видим, маятники колеблются синфазно по гармоническо-

му закону с одинаковой частотой 
l

g
1 , амплитудой 0  и нуле-

вой начальной фазой. Рассмотренный случай задания начальных 

условий соответствует возбуждению колебаний с первой нормаль-

ной частотой, которая равна частоте колебаний математического 

маятника длиной l. В этом случае пружина не оказывает влияния на 

колебания маятников. 

2) В случае, когда маятники отклонили в разные стороны на 

одинаковые углы 0  от положения равновесия в момент времени 

0t  и отпустили с нулевой начальной скоростью, начальные 

условия принимают вид: 

01 )0(  t , 02 )0(  t ,                                            (21.25) 

0)0(1 t , 0)0(2 t .                                                  (21.26) 

Как и в первом случае задания начальных условий, воспользо-

вавшись формулами (21.15)  (21.18) для параметров 1A , 2A  и 1 , 

2  получаем: 

01 A , 02 2A .                                                                   (21.27) 

01  , 02  .                                                                       (21.28) 
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При этом искомые законы движения маятников имеют вид: 

t
ml

ka

l

g
t

2

2

01

2
cos)(  ,                                                   (21.29) 

t
ml

ka

l

g
t

2

2

02

2
cos)(   .                                                (21.30) 

Во втором случае задания начальных условий маятники колеб-

лются по гармоническому закону в противофазе с одинаковой ча-

стотой 
2

2

2

2

ml

ka

l

g
  и амплитудой 0 , что соответствует воз-

буждению колебаний со второй нормальной частотой. Заметим, что 

частота противофазных колебаний всегда больше частоты синфаз-

ных колебаний.  

Ответ: 1) t
l

g
t cos)( 01   ,  t

l

g
t cos)( 02   ; 

2) t
ml

ka

l

g
t

2

2

01

2
cos)(  , t

ml

ka

l

g
t

2

2

02

2
cos)(   . 

 

Задача 21.3.3. Два маленьких шарика массой m  подвешены к 

потолку на невесомых стержнях длиной l , образуя два математи-

ческих маятника. Эти маятники связаны между собой легкой пру-

жиной жесткостью k  (см. рис. 21.1). В положении равновесия 

пружина не растянута, а точки ее крепления к стержням находятся 

на расстоянии a  от точек шарнирного подвеса стержней к потолку. 

Определить законы изменения углов отклонения маятников от по-

ложения равновесия )(1 t  и )(2 t  при малых колебаниях, если в 

начальный момент времени 0t  одному из покоящихся в положе-

нии равновесия шариков сообщили начальную скорость 0 , 

направленную от положения равновесия. 

 

Решение 

I. Воспользуемся общим решением задачи (21.15) и (21.16) для 

произвольных начальных условий, полученным в Задаче 21.3.1. 
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II, III. В случае, когда в начальный момент времени 0t  од-

ному из покоящихся в положении равновесия шариков сообщили 

начальную скорость 0 , направленную от положения равновесия, 

начальные условия записываются в виде: 

0)0(1 t , 0)0(2 t ,                                                  (21.31) 

l
t 0

1 )0(


  , 0)0(2 t .                                                (21.32) 

Как и в предыдущих случаях начальных условий 

(см. Задачу 21.3.2), воспользовавшись формулами (21.15)  (21.18) 

для параметров 1A , 2A  и 1 , 2  получаем: 

gl
A 0

1


 , 

m

ka
gl

A
2

0
2

2





.                                               (21.33) 

2
1


  , 

2
2


  .                                                                     (21.34) 

При этом искомые законы движения маятников принимают 

вид: 

t
ml

ka

l

g

m

ka
gl

t
l

g

gl
2

2

2

00
1

2
sin

2
2

sin
2








 ,             (21.35) 

t
ml

ka

l

g

m

ka
gl

t
l

g

gl
2

2

2

00
2

2
sin

2
2

sin
2








 .             (21.36) 

Движение маятников представляет собой суперпозицию двух 

гармонических колебаний с частотами 
l

g
1  и 

2

2

2

2

ml

ka

l

g
 . 

Для анализа полученного решения законы движения маятни-

ков удобно записать в виде: 

tCtC 22111 sinsin   ,                                                     (21.37) 

tCtC 22112 sinsin   ,                                                    (21.38) 

где  
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gl
C

2

0
1


 , 

m

ka
gl

C
2

0
2

2
2 




.                                           (21.39) 

При слабой связи между маятниками 









2

2 mgl
ka  частоты 

1  и 2 , а также величины 1C  и 2C  оказываются близкими (см. 

(21.13), (21.14) и (21.39)) 

112   ,   121 CCC  .                                              (21.40) 

В случае слабой связи законы движения маятников (21.37) и 

(21.38) принимают вид: 

   tCCttCt 2122111 sin)(sinsin)(   

         






 







 
 ttC

2
cos

2
sin2 2121

1


 

         ttC 


sin
2

cos2 биен
1 








 ,                                               (21.41) 

   tCCttCt 2122112 sin)(sinsin)(   

         






 







 
 ttC

2
sin

2
cos2 2121

1


 

         ttC 


cos
2

sin2 биен
1 








 ,                                               (21.42) 

где введены обозначения 

2

21 



 , 12биен   .                                            (21.43) 

Как видим, при слабой связи между маятниками движение ма-

ятников носит характер биений, и его можно представить как коле-

бания с частотой   и медленно меняющейся амплитудой с перио-

дом 
биен

биен

2




T  и частотой 






2

биен
биен  .  

Биения – это периодическое изменение амплитуды колебаний, 

возникающее при сложении двух гармонических колебаний с близ-

кими частотами.  
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Рис. 21.2. Временные зависимости углов 

отклонения маятников при 1,1/ 12  . 

1(t) 

2(t) 

t 

t 

Tбиен 

Рис. 21.3. Временные зависимости углов 

отклонения маятников при 9/ 12  . 

1(t) 

t 

t 

2(t) 
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На рис. 21.2 в качестве примера таких колебаний изображены 

временные зависимости углов отклонения маятников при 1,1
1

2 



.  

Для сравнения на рис. 21.3 представлены временные зависи-

мости углов отклонения маятников при сильно различающихся ча-

стотах 9
1

2 



, что соответствует наличию сильной связи между 

маятниками.  

Заметим, что при специальном выборе начальных условий (см. 

Задачу 21.3.2) все элементы системы колеблются по гармониче-

скому закону с одной и той же частотой, при этом фаза и амплиту-

да колебаний различных элементов системы могут различаться. 

Такие колебания и их частоты называются нормальными. В общем 

случае при определенных начальных условиях возбуждаются все 

нормальные колебания.  

Ответ: t
ml

ka

l

g

m

ka
gl

t
l

g

gl
2

2

2

00
1

2
sin

2
2

sin
2
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2
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2
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 . 

Задача 21.3.4. Два шарика одинаковой массой m, соединенные 

нерастянутой пружинкой длиной l0 и жесткостью k, лежат на глад-

кой горизонтальной поверхности (см. рис. 21.4). На один из шари-

ков начинает действовать постоянная сила F, направленная вдоль 

оси пружинки. Определить законы движения шариков, а также за-

кон изменения длины пружинки l(t).  

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 21.4. Силы, действующие на 

шарики, соединенные пружиной. 

 
F 

X 

упрF  упрF  

x2 x1 O 
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Решение 

I. Приложим силу F к переднему по направлению действия си-

лы шарику (рис. 21.4). Задачу решаем в лабораторной инерциаль-

ной системе отсчета, связанной с горизонтальной поверхностью. 

Направим ось X декартовой системы координат вдоль направления 

действия силы и совместим начало отсчета с центром масс системы 

тел «два шарика + пружинка» в начальный момент времени 

(рис. 21.4).  

На шарики в процессе движения действуют силы упругости со 

стороны пружинки, удовлетворяющие закону Гука. Будем считать 

пружинку невесомой и, следовательно, (в соответствии со вторым 

и третьим законами Ньютона) силы упругости, приложенные к 

разным шарикам, равными по модулю.  

II, III. Уравнения движения шариков в проекции на ось X вы-

бранной системы координат имеют вид: 

)( 0121 lxxkxm  ,                                                             (21.44) 

)( 0122 lxxkFxm  ,                                                       (21.45) 

где x2 и x1 – координаты переднего и заднего (по направлению дей-

ствия силы) шариков.  

Полученная система уравнений (21.44) – (21.45) является си-

стемой двух связанных дифференциальных уравнений второго по-

рядка, которую легко свести к двум независимым уравнениям для 

длины пружинки l  и координаты центра масс системы цмx : 

)()()( 12 txtxtl  ,                                                                 (21.46) 

2

)()(
)( 12

цм

txtx
tx


 .                                                             (21.47) 

Вычитая из (21.44) уравнение (21.45), получаем уравнение для 

длины пружинки 

)(2 0llkFlm  .                                                                (21.48) 

Сделаем замену переменной )(tl  на )(tz : 

k

F
ltztl

2
)()( 0  .                                                                (21.49) 

При этом уравнение (21.48) сводится к уравнению гармониче-

ских колебаний: 
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0
2

 z
m

k
z .                                                                           (21.50) 

Решение этого уравнения имеет вид: 

)cos( 00   tAz ,                                                                (21.51) 

где угловая частота 0  гармонических колебаний равна 

m

k2
0  ,                                                                              (21.52) 

а амплитуда A и начальная фаза 0  определяются начальными 

условиями, заданными в задаче:  

2
)0( 0

1

l
tx  , 

2
)0( 0

2

l
tx  ,                                               (21.53) 

0)0(1 tx , 0)0(2 tx .                                                    (21.54) 

В результате решения системы уравнений (21.46), (21.49), 

(21.53) и (21.54) получаем закон изменения длины пружинки:  

00 )cos1(
2

)( lt
k

F
tl   .                                                       (21.55) 

На рис. 21.5 изображена за-

висимость длины пружинки от 

времени l(t). Как видим, пру-

жинка в процессе движения ша-

риков находится в растянутом 

состоянии, периодически меняя 

свою длину по гармоническому 

закону от 0l  (длины нерастяну-

той пружинки) до значения 

k

F
l 0 .  

Сложение уравнений (21.44) и (21.45) с учетом выражения для 

координаты центра масс (21.47) дает уравнение для ускорения цен-

тра масс: 

m

F
x

2
цм  .                                                                               (21.56) 

Решение этого уравнения с учетом начальных условий (21.53), 

(21.54) имеет вид: 

Рис. 21.5. Зависимость длины 

пружины от времени. 

 

0 T0 

k

F
l 0  

0l  

)(tl  

t  
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m

Ft
tx

4
)(

2

цм  .                                                                          (21.57) 

Переходя от переменных )(tl  и )(цм tx  к координатам шариков 

с помощью (21.46) и (21.47) из (21.55) и (21.57) получаем законы 

движения шариков: 

 
2

)cos(1
42

)(
)()( 0

0
2

цм1

l
tt

m

Ftl
txtx   ,                   (21.58) 

 
2

)cos(1
42

)(
)()( 0

0
2

цм2

l
tt

m

Ftl
txtx   .                   (21.59) 

На рис. 21.6 изображены зависимости координат шариков от 

времени. Как видим, движение шариков является суперпозицией 

равноускоренного движения с ускорением центра масс системы 

m

F
x

2
цм   и колебательного движения с частотой 

m

k2
0  , при 

этом колебания шариков происходят в противофазе.  

Заметим, что, если приложить силу F к заднему по отношению 

к ее направлению шарику, то пружинка в процессе движения ша-

риков находится в сжатом состоянии, периодически меняя свою 

длину по гармоническому закону от 0l  до значения 
k

F
l 0 .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 T0 t  

)(tx  

)(1 tx  

)(2 tx  

0 

2/0l  

2/0l  

Рис. 21.6. Зависимости координат 

шариков от времени. 
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Ответ:  
2

)cos(1
4

)( 0
0

2
1

l
tt

m

F
tx   , 

 
2

)cos(1
4

)( 0
0

2
2

l
tt

m

F
tx   . 

 

Задача 21.3.5. Найти закон движения атомов в молекуле СО2 

при возбуждении в ней продольных колебаний. Считать, что сила 

взаимодействия соседних атомов в линейной молекуле СО2 являет-

ся квазиупругой: xkF Δ  ( xΔ  – изменение расстояния между 

атомами, k – постоянный коэффициент). Расстояние между сосед-

ними атомами в положении равновесия равно l. Проанализировать 

условия возбуждения каждого из нормальных колебаний. 

 

Решение 

I. При решении задачи будем считать атомы, входящие в со-

став молекулы СО2, материальными точками. На каждый атом кис-

лорода в линейной молекуле СО2 в процессе колебаний действует 

сила со стороны атома углерода (F1 и F2 соответственно), а на атом 

углерода – две силы F1 и F2 со стороны атомов кислорода (см. 

рис. 21.7). Указанные силы по условию задачи являются квазиу-

пругими и подчиняются закону Гука.  

 

 

 

 

 

 

 

Молекулу СО2 считаем изолированной, следовательно, ско-

рость ее центра масс не изменяется при колебаниях. Задачу решаем 

в инерциальной системе отсчета, связанной с центром масс моле-

кулы. Ось X декартовой системы координат направим вдоль моле-

кулы, а начало координат совместим с равновесным положением 

атома углерода.  

II. Запишем уравнения движения атомов кислорода в молекуле 

СО2 относительно выбранной системы отсчета в проекции на ось 

X: 

Рис. 21.7. Смещение атомов в молекуле СО2 при 

колебаниях под действием квазиупругих сил. 

С О О 

0 x2 x3 x1 

X 
F1 F1 F2 F2 
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)( 121 lxxkxm  ,                                                                (21.60) 

)( 233 lxxkxm  ,                                                             (21.61) 

где 1x , 3x  – координаты атомов кислорода (см. рис. 21.7), m – мас-

са одного атома кислорода, 2x  – координата атома углерода. 

Координата центра масс молекулы определяется выражением: 

0
2

321
цм 






Mm

mxMxmx
x .                                                   (21.62) 

Здесь M – масса атома углерода.  

Соотношение (21.62) определяет связь координат атомов в мо-

лекуле СО2 в системе центра масс: 

)( 312 xx
M

m
x  .                                                                 (21.63) 

Подставляя (21.63) в (21.60) и (21.61), получаем систему двух 

связанных дифференциальных уравнений второго порядка для ко-

ординат атомов кислорода: 

lxx
M

m
x

M

m
x

k

m
 1311

 .                                             (21.64) 

lx
M

m
x

M

m
xx

k

m
 3133

 .                                               (21.65) 

Систему уравнений (21.64), (21.65) легко решить с помощью 

следующей замены переменных: 

311 xx  .                                                                            (21.66) 

312 xx  .                                                                            (21.67) 

Используя замену переменных (21.66), (21.67), приведем си-

стему уравнений (21.64), (21.65) к виду: 

0)2( 11  ly
m

k
 ,                                                                (21.68) 

01
2

22 







 y

m

k

M

m
 .                                                         (21.69) 

Получена система двух несвязанных дифференциальных урав-

нений относительно переменных 1  и 2 . Уравнение (21.68) при-

водим к виду уравнения гармонических колебаний еще одной за-

меной переменной: 

ly 21  .                                                                             (21.70) 
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0 z
m

k
 .                                                                            (21.71) 

Решением уравнений (21.69) и (21.71) являются гармонические 

функции. Следовательно, переменные 1  и 2  равны 

)cos( 0111   tA ,                                                              (21.72) 

ltB 2)cos( 0222   ,                                                      (21.73) 

где  

m

k
1 ,                                                                                (21.74) 

m

k

M

m








 1

2
2 .                                                                (21.75) 

Амплитуды A и B, а также начальные фазы 01  и 02  опреде-

ляются начальными условиями. Заметим, что вторая нормальная 

частота 2  в 9,1
3

11
1

2


M

m
 раз больше первой нормальной 

частоты 1 . 

Используя соотношения (21.66) и (21.67), перейдем к коорди-

натам атомов кислорода в системе центра масс: 

lt
B

t
A

tx  )cos(
2

)cos(
2

)( 0220111  .                      (21.76) 

lt
B

t
A

tx  )cos(
2

)cos(
2

)( 0220113  .                      (21.77) 

Закон движения атома углерода находим, используя соотно-

шение (21.63): 

)cos()( 0222   tB
M

m
tx .                                                 (21.78) 

В общем случае колебания атомов кислорода являются супер-

позицией нормальных колебаний с частотами 1  и 2 , а атом уг-

лерода может колебаться только по гармоническому закону только 

с частотой 2 .  

Для возбуждения нормальных колебаний надо подобрать такие 

начальные условия, чтобы либо 0A , либо 0B . В случае воз-
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буждения первой моды ( 0B ) законы движения атомов (21.76) –

 (21.78) принимают вид: 

lt
A

x  )cos(
2

0111  ,                                                        (21.79) 

02 x ,                                                                                    (21.80) 

lt
A

x  )cos(
2

0113  .                                                        (21.81) 

Колебания с первой нормальной частотой возбуждаются при 

отклонении атомов кислорода в разные стороны от положения рав-

новесия на одинаковое расстояние x0. Начальные условия при этом 

имеют вид: 

01 )0( xltx  ,                                                                  (21.82) 

0)0(2 tx ,                                                                           (21.83) 

03 )0( xltx  ,                                                                    (21.84) 

0)0(1 tx ,                                                                           (21.85) 

0)0(2 tx ,                                                                           (21.86) 

0)0(3 tx .                                                                           (21.87) 

Подставляя начальные условия (21.82) – (21.87) в законы дви-

жения атомов (21.79) – (21.81), получаем после несложных преоб-

разований значения амплитуды A и начальной фазы 01 : 

02xA  ,                                                                                (21.88) 

001  .                                                                                   (21.89) 

Законы движения атомов при возбуждении первой моды коле-

баний получаем подстановкой (21.88), (21.89) в (21.79) – (21.81): 

ltxx  )cos( 101  ,                                                               (21.90) 

02 x ,                                                                                    (21.91) 

ltxx  )cos( 103  .                                                                (21.92) 

Как видим, при возбуждении в молекуле СО2 первой моды ко-

лебаний атом углерода не смещается от положения равновесия, а 

атомы кислорода колеблются в противофазе. Амплитуда колебаний 

атомов кислорода равна их начальному смещению от положения 

равновесия. 

Для возбуждения второй моды необходимо сообщить такие 

начальные смещения атомам, чтобы было выполнено условие 
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A = 0. В этом случае законы движения (21.76) – (21.78) принимают 

вид: 

lt
B

x  )cos(
2

0221  ,                                                        (21.93) 

)cos( 0222   tB
M

m
x ,                                                     (21.94) 

lt
B

x  )cos(
2

0223  .                                                       (21.95) 

Колебания с частотой 2  возбуждаются при начальном сме-

щении атомов кислорода в одну сторону на одинаковое расстояние 

0x  от положения равновесия. Итак, начальные условия для воз-

буждения второй моды имеют вид: 

01 )0( xltx  ,                                                                  (21.96) 

02

2
)0( x

M

m
tx  ,                                                                (21.97) 

03 )0( xltx  ,                                                                    (21.98) 

0)0(1 tx ,                                                                           (21.99) 

0)0(2 tx ,                                                                         (21.100) 

0)0(3 tx .                                                                         (21.101) 

С учетом начальных условий (21.96) – (21.101) законы движе-

ния атомов (21.93) – (21.95) при возбуждении второй моды колеба-

ний принимают вид: 

ltxx  )cos( 201  ,  

)cos(
2

202 tx
M

m
x  ,  

ltxx  )cos( 203  .  

При возбуждении второй моды колебаний атомы кислорода в 

молекуле СО2 колеблются с одинаковой амплитудой и фазой, а 

атом углерода – в противофазе с ними. При этом амплитуда коле-

баний атома углерода в 
3

82


M

m
 раз больше амплитуды колебаний 

атомов кислорода. 

Рассмотренная в задаче молекула СО2 имеет три степени сво-

боды при движении вдоль оси X. Третья мода соответствует посту-
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пательному движению молекулы как целого, при этом не возникает 

колебаний, и можно считать, что частота такой моды равна нулю. 

Ответ:  

При возбуждении первой моды: 

ltxx  )cos( 101  , 02 x , ltxx  )cos( 103  , где 
m

k
1 .  

При возбуждении второй моды: 

ltxx  )cos( 201  , )cos(
2

202 tx
M

m
x  , ltxx  )cos( 203  ,  

где 
m

k

M

m








 1

2
2 . 

При возбуждении третьей моды колебаний не возникает. 

 

Задача 21.3.6. Тонкий стержень длиной l и массой m подвешен 

на двух одинаковых пружинах 

жесткостью k к потолку (рис. 21.8). 

В положении равновесия стержень 

горизонтален. В начальный момент 

времени один из концов стержня 

сместили вниз на малое расстояние 

А, удерживая при этом второй ко-

нец. Определить закон смещения 

концов стержня относительно положения равновесия. 

 

Решение 

I. Будем считать, что при коле-

баниях стержень и пружины не от-

клоняются от вертикальной плоско-

сти, в которой находились в поло-

жении равновесия, а центр масс 

стержня остается на одной верти-

кальной прямой. При малых коле-

баниях искривлением пружин так-

же пренебрегаем. Стержень имеет 

две степени свободы, поскольку его 

положение полностью задается вер-

Рис. 21.9. Силы, действующие 

на стержень при отклонении 

от положения равновесия. 

0 
x2 
xц 

x1 

mg 

F1 

F2 

X 

Рис. 21.8. Колебательная систе-

ма, состоящая из стержня, под-

вешенного на двух пружинах. 
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тикальной координатой центра масс и углом поворота вокруг гори-

зонтальной оси, проходящей через центр масс перпендикулярно 

плоскости колебаний стержня.  

На стержень действуют сила тяжести и силы упругости со сто-

роны пружин. Направим ось X лабораторной системы отсчета вер-

тикально вниз (см. рис. 21.9). Начало отсчета по оси X совместим с 

координатой центра масс стержня в положении равновесия.  

II, III. Запишем уравнение движения центра масс стержня от-

носительно лабораторной системы отсчета: 

)()( равн22равн11ц xxkxxkmgxm  ,                           (21.102) 

где хц – координата центра масс стержня; 21, xx  – смещения концов 

пружин от положения равновесия; равн2равн1 , xx  – деформации пру-

жин в положении равновесия. 

Запишем условие равновесия стержня: 

равн2равн10 kxkxmg  .                                                      (21.103) 

Вычитая из уравнения (21.102) соотношение (21.103), получа-

ем: 

21ц kxkxxm  .                                                                  (21.104) 

Уравнение вращательного движения стержня вокруг горизон-

тальной оси, проходящей через центр масс перпендикулярно плос-

кости колебаний (уравнение моментов) имеет вид: 

22
21

l
kx

l
kxJ  .                                                             (21.105) 

Здесь J – момент инерции стержня относительно указанной оси, 

равный 

12

2ml
J  .                                                                               (21.106) 

Система отсчета, связанная с центром масс, является неинер-

циальной. При записи уравнения (21.105) учтено, что моменты си-

лы тяжести и переносной силы инерции относительно выбранной 

оси равны нулю. 

Угол поворота стержня (см. рис. 21.9) связан с координатами 

концов стержня и координатой его центра масс соотношениями: 

2/

ц1

l

xx 
 ,                                                                          (21.107) 
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2/

2ц

l

xx 
 .                                                                          (21.108) 

Подставляя (21.107), (21.108) и (21.106) в (21.105) и (21.104), 

получаем систему связанных дифференциальных уравнений отно-

сительно координат концов стержня: 

)(
2

2121 xx
m

k
xx   ,                                                        (21.109) 

)(
6

1221 xx
m

k
xx   .                                                           (21.110) 

Систему уравнений (21.109), (21.110) легко свести к системе 

независимых дифференциальных уравнений с помощью следую-

щей замены переменных: 

211 xx  ,                                                                          (21.111) 

212 xx  .                                                                          (21.112) 

При замене переменных система уравнений (21.109), (21.110) 

принимает вид: 

0
2

11  z
m

k
 ,                                                                       (21.113) 

0
6

22  z
m

k
 .                                                                     (21.114) 

Решением полученных уравнений гармонических колебаний 

являются функции 

)cos( 1111   tA ,                                                            (21.115) 

)cos( 2222   tA .                                                           (21.116) 

Здесь 2121 ,,, AA  – амплитуды и начальные фазы, определяе-

мые начальными условиями; 
m

k2
1  ,  

m

k6
2  .  

Подставляя (21.115) и (21.116) в (21.111) и (21.112), получаем 

выражения для координат концов стержня при произвольных 

начальных условиях: 

)cos(
2

)cos(
2

22
2

11
1

1   t
A

t
A

x ,                             (21.117) 

)cos(
2

)cos(
2

22
2

11
1

2   t
A

t
A

x .                             (21.118) 
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Запишем начальные условия, заданные в условии задачи: 

Atx  )0(1 ,                                                                         (21.119) 

0)0(2 tx ,                                                                         (21.120) 

0)0(1 tx ,                                                                         (21.121) 

0)0(2 tx .                                                                         (21.122) 

Подстановка (21.119) – (21.122) в (21.117) – (21.118) дает:  

2
2

1
1 cos

2
cos

2


AA
A  .                                                     (21.123) 

2
2

1
1 cos

2
cos

2
0 

AA
 .                                                      (21.124) 

22
2

11
1 sin

2
sin

2
0 

AA
 .                                              (21.125) 

22
2

11
1 sin

2
sin

2
0 

AA
 .                                              (21.126) 

Решение полученной системы четырех уравнений (21.123) –

 (21.126) относительно амплитуд и начальных фаз имеет вид: 

0sin,0sin 21   .                                                           (21.127) 

AAA  21 .                                                                          (21.128) 

Подставляя (21.127) – (21.128) в (21.117) – (21.118), получаем 

искомые выражения для смещений концов стержня от положения 

равновесия: 














 t

m

k
t

m

kA
tx

6
cos

2
cos

2
)(1 , 














 t

m

k
t

m

kA
tx

6
cos

2
cos

2
)(2 . 

Ответ: 













 t

m

k
t

m

kA
tx

6
cos

2
cos

2
)(1 ,  














 t

m

k
t

m

kA
tx

6
cos

2
cos

2
)(2 . 
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21.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 21.4.1. Два маленьких шарика с 

массами 1m  и 2m  подвешены к потолку на 

невесомых стержнях длиной 1l  и 2l , образуя 

два математических маятника, связанных 

между собой легкой пружиной жесткостью k  

(рис. 21.10). В положении равновесия пружина 

не растянута, а точки ее крепления к стержням 

находятся на расстоянии a  от точек шарнир-

ного подвеса стержней к потолку. Определить 

частоты нормальных колебаний системы. 

Ответ:    















2
2

2
121

42
22

02
2
01

2
02

2
01

2
2,1 4

2

1

llmm

ak
 ,  

где 
2

2

0

iii

i
lm

ka

l

g
 . 

 

Задача 21.4.2. Два маленьких шарика массами 1m и 2m , со-

единенные между собой и со стеной пружинками жесткостью k , 

лежат на гладкой горизонтальной 

плоскости (рис. 21.11). Определить 

частоты нормальных колебаний си-

стемы. Искривлением пружин при 

колебаниях пренебречь. 

Ответ: 
 

m

k

2

53
1


 , 

 
m

k

2

53
2


 . 

 

Задача 21.4.3. Три маленьких шарика, соединенные двумя 

одинаковыми пружинками жесткостью k, расположены вдоль од-

ной прямой и лежат на гладкой горизонтальной поверхности 

(рис. 21.12). Массы крайних шари-

ков равны m, а масса среднего ша-

рика – 2m. В системе возбуждают 

продольные колебания. Опреде-

Рис. 21.11 

m2 m1 

Рис. 21.12. 

m2 

m1 

Рис. 21.10. 
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лить частоты нормальных колебаний.  

Ответ: 01  , 
m

k
2 , 

m

k2
3  . 

 

Задача 21.4.4. Два маленьких шарика массой m  подвешены к 

потолку на невесомых стержнях длиной l , образуя два математи-

ческих маятника. Эти маятники связаны между собой легкой пру-

жиной жесткостью 
22a

mgl
k   (см. рис. 21.1). В положении равнове-

сия пружина не растянута, а точки ее крепления к стержням нахо-

дятся на расстоянии a  от точек шарнирного подвеса стержней к 

потолку.  В начальный момент времени 0t  одному из покоящих-

ся в положении равновесия шариков сообщили начальную ско-

рость 0 , направленную от положения равновесия. Определить 

минимальное время, через которое смещение  этого маятника от 

положения равновесия станет максимальным.  

Ответ: 
g

l
t

2


 . 

 

Задача 21.4.5. Два маленьких шарика массой m  подвешены к 

потолку на невесомых стержнях длиной l , образуя два математи-

ческих маятника. Эти маятники связаны между собой легкой пру-

жиной жесткостью k  (см. рис. 21.1). В положении равновесия 

пружина не растянута, а точки ее крепления к стержням находятся 

на расстоянии a  от точек шарнирного подвеса стержней к потолку.  

В начальный момент времени 0t  одному из покоящихся в поло-

жении равновесия шариков сообщили начальную скорость 0 , 

направленную от положения равновесия. Определить минимальное 

время, через которое смещение  второго маятника от положения 

равновесия станет максимальным.  

Ответ: 
22 ka

mgl

g

l
t


 . 
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Задача 21.4.6. Тонкий стержень длиной l и 

массой m подвешен на двух одинаковых пружинах 

жесткостью k к потолку (рис. 21.13). В положении 

равновесия стержень горизонтален. В начальный 

момент времени один из концов стержня сместили 

вниз на малое расстояние, а второй – на такое же 

расстояние вверх. Определить частоту колебаний стержня. 

Ответ:
m

k6
 . 

Рис. 21.13 
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ГЛАВА 22 

БЕГУЩИЕ ВОЛНЫ СМЕЩЕНИЙ, СКОРОСТЕЙ, 

ДЕФОРМЦИЙ И НАПРЯЖЕНИЙ. ПОТОК ЭНЕРГИИ 

В БЕГУЩЕЙ ВОЛНЕ. ВЕКТОР УМОВА 

 

22.1. Теоретический материал 

Возмущение – пространственно локальное, неравновесное для 

всей среды изменение ее состояния – изменение физической вели-

чины (скалярной – ),( rt  или векторной – ),( rξ t ), описывающей 

это состояние.  

Волна – процесс распространения возмущения в пространстве.  

Векторное волновое поле ),( rξ t  – векторная функция време-

ни t и радиус-вектора точки наблюдения r , описывающая возму-

щение среды, в которой распространяется волна. 

Скалярное волновое поле ),( rt  – скалярная функция вре-

мени t и радиус-вектора точки наблюдения r , описывающая воз-

мущение среды, в которой распространяется волна.  

Скорость волны – скорость распространения возмущения в 

пространстве.  

Продольные и поперечные волны – волны, в которых век-

торное волновое поле ),( rξ t  направлено соответственно вдоль или 

перпендикулярно направлению распространения волны.  

Упругая (акустическая) волна – волна упругих деформаций 

(напряжений, давлений, смещений частиц, а также их скоростей и 

ускорений) в среде. Скорость упругой волны, как правило, значи-

тельно больше скорости движения частиц в среде. 

Волновое уравнение. 
Векторное волновое уравнение для линейной, изотропной и 

однородной среды: 

),(Δ
),( 2

2

2

rξ
rξ

tc
t

t





,                                                              (22.1) 

где ),( rξ t  – векторное волновое поле, с – скорость волны, 

2

2

2

2

2

2

Δ
zyx 












  – дифференциальный оператор Лапласа.  
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Скалярное волновое уравнение для линейной, изотропной и 

однородной среды: 

),(Δ
),( 2

2

2

r
r

tc
t

t








,                                                              (22.2) 

где ),( rt  – скалярное волновое поле (в том числе и проекция век-

торного волнового поля на ось декартовой системы координат).  

Закон распространения (уравнение) волны – решение вол-

нового уравнения (22.1) или (22.2).  

Принцип суперпозиции волновых полей – волновое (век-

торное или скалярное) поле для совокупности волн равно сумме 

волновых полей для каждой волны в отдельности:  

   
i

i tt rξrξ ,, ,     
i

i tt rr ,,  .                                   (22.3) 

С математической точки зрения, если поля ),( rξ ti   ),(или rti  

являются решениями линейного и однородного волнового уравне-

ния (22.1) (или (22.2)), описывающего волновой процесс, то его 

решением является и их любая линейная комбинация.  

Из принципа суперпозиции следует, что различные волны рас-

пространяются независимо друг от друга в линейной, изотропной и 

однородной среде. Другими словами – всякое возмущение, суще-

ствующее в линейной, изотропной и однородной среде, не влияет 

на распространение другого возмущения.  

Волновой фронт (фронт возмущений)  поверхность, обра-

зованная точками пространства с одинаковым возмущением (зна-

чением векторного ),( rξ t  или скалярного ),( rt  волнового поля).  

Плоские волны. 

Пусть скалярное волновое поле ),( rt  зависит лишь от одной 

из декартовых координат, например, координаты x вдоль оси X  

),( xt . При этом волновым фронтом является плоскость,  в среде 

распространяется плоская волна. 

Волновое уравнение плоской волны: 

2

2
2

2

2 ),(),(

x

xt
c

t

xt








 
 или ),(),( ''2 xtcxt x  ,                     (22.4) 

где с – скорость волны.  
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Общим решением волнового уравнения (22.4) плоской волны 

является сумма двух произвольных (дважды дифференцируемых) 

функций:  




















c

x
tf

c

x
tfxt 21),( .                                                (22.5) 

Функция 









c

x
tf1  описывает волну, распространяющуюся в по-

ложительном направлении оси X, а функция 









c

x
tf2  – волну, 

распространяющуюся в отрицательном направлении этой оси.  

Пусть единичный вектор n  

направлен вдоль направления 

распространения волны (см. 

рис. 22.1).  

Тогда для произвольной 

точки пространства, характери-

зуемой радиус-вектором r , для 

обеих волн с учетом направле-

ния их распространения можно 

записать rn  x  и 

  






 


c
tt

rn
r  , .                                                               (22.6) 

Распространение волны происходит в направлении нормали к 

волновому фронту и может рассматриваться как движение волно-

вого фронта.  

Плоская гармоническая волна.  

Пусть скалярное волновое поле ),( xt  во всех точках плоско-

сти YZ с координатой x = 0 меняется по одному гармоническому 

закону (синфазно): 

)cos()0,( 00   tt ,                                                           (22.7) 

где 0  – амплитуда колебаний волнового поля в точках плоскости 

YZ с координатой x = 0,  – угловая частота, связанная с частотой 

колебаний  и периодом 


1
T  соотношениями 

T




2
2  ; 0 – 

Рис. 22.1. Взаимная ориентация век-

торов r и n в случае плоской волны. 

 

O 

r  

x 

n  
Y 

Z 
X 
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начальная фаза колебаний (в точке x = 0 в начальный момент вре-

мени t = 0).  

В соответствии с общим решением волнового уравнения (22.5) 

в области x  0 будет распространяться плоская гармоническая 

волна. 

Закон распространения плоской гармонической волны: 

    0000 cos)/(cos),(  kxtcxtxt  

           ),(cos)(cos 00 xtxt   .                            (22.8) 

Здесь 


 22


cc
k  – волновое число,  – длина волны, kx – 

набег фазы (или фазовый сдвиг) при прохождении волной рас-

стояния x, 0),(   kxtxt  – (полная) фаза.  

Для произвольной точки пространства, определяемой радиус-

вектором r , можно записать: 

     0000 coscos,   rkrnr tktt ,          (22.9) 

где nk k  – волновой вектор, равный по модулю волновому чис-

лу k и направленный вдоль направления распространения волны 

(волнового фронта). 

Фазовый фронт (волновой фронт для гармонической волны) – 

поверхность, во всех точках которой волновое возмущение  r,t  

имеет в данный момент времени одинаковую фазу .  

В случае экспоненциального затухания плоской гармониче-

ской волны закон ее распространения запишется в виде: 

   00 cos,    
rkr tet rn ,                                       (22.10) 

где   – коэффициент затухания. 

Сферические волны. 

Пусть скалярное волновое поле ),( rt  зависит лишь от одной 

пространственной переменной – расстояния от точки наблюдения 

до определенной точки пространства S. При этом волновым фрон-

том является сфера с центром в точке S,  в среде распространяется 

сферическая волна. 

Закон распространения сферической волны (общее реше-

ние скалярного волнового уравнения (22.2) при соответствующих 

граничных условиях):  
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r

crt

r

crt
rt

)/()/(
),( 21 







 ,                                        (22.11) 

где )/(1 crt   и )/(2 crt   – произ-

вольные дважды дифференцируемые 

скалярные функции, 

222 zyxr   – модуль радиус-

вектора произвольной точки про-

странства r  относительно точки S, 

находящейся в начале выбранной 

системы координат (см. рис. 22.2).  

Данное решение волнового 

уравнения описывает суперпозицию 

двух волн. Первое из слагаемых 
r

crt )/(1 
 – расходящуюся от 

начала координат сферическую волну, а второе 
r

crt )/(2 
 – сфе-

рическую волну, сходящуюся к началу координат.  

Пусть на сфере радиуса r0 задано граничное условие в виде 

гармонического возмущения, синфазного во всех точках сферы: 

 00000 )/(cos)(),(   crtrrt .                                     (22.12) 

Тогда в области пространства вне сферы радиуса r0 будет рас-

пространяться расходящаяся сферическая гармоническая волна.  

Закон распространения расходящейся сферической гармо-
нической волны: 

   000 cos)/(cos)(),(   krt
r

A
crtrrt ,      (22.13) 

где A – величина, численно равная амплитуде волнового возмуще-

ния на единичном расстоянии от точки S.  

В случае экспоненциального затухания (с коэффициентом 

затухания  ) сферической гармонической волны закон ее распро-

странения запишется в виде: 

     000 coscos)(,     krte
r

A
krtrrt r

.   (22.14) 

 

 

 

Рис. 22.2. Положение волно-

вых фронтов с радиусами r0 и 

r в случае сферической волны. 
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Y 
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Скорости распространения упругих волн  

в различных средах. 

А. Продольная упругая волна в твердом теле. 
Скорость волны: 



E
c || ,                                                                                (22.15) 

где  – объемная плотность тела, 



E  – модуль Юнга или мо-

дуль одностороннего растяжения (сжатия),  – продольное 

напряжение,  – относительная деформация.  

Закон Гука для одностороннего растяжения (сжатия):  

 E .                                                                                  (22.16) 

Рассмотрим физически бесконечно малый слой dx твердого те-

ла с координатой x вдоль направления распространения волны (см. 

рис. 22.3).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Тогда относительная деформация   равна  

'

d

)()d(
x

xx

xxx



 







 ,                                             (22.17) 

и закон Гука принимает вид 
')( xEx   .                                                                            (22.18) 

Если S – площадь поперечного сечения рассматриваемого 

фрагмента тела, а  – его плотность в отсутствие волны, то уравне-

ние движения рассматриваемого слоя тела массой xSm dd   имеет 

вид: 

 )()d(d xxxSxS   .                                                (22.19) 

Рис. 22.3. Смещение границ )(x  рассматриваемого слоя твер-

дого тела при распространении продольной упругой волны. 

 

x x+dx 

(x+dx) (x) 

(x) (x+dx) 

X 
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Преобразуем (22.19) с учетом закона Гука (2.18) и малости 

толщины рассматриваемого слоя:  

'
x

x



 




 ,  

''
x

E



  .                                                                                (22.20) 

Сравнивая полученное уравнение с волновым уравнением 

(22.4), получим приведенное выше выражение (22.15) для скорости 

продольной упругой волны в твердом теле.  

Б. Поперечная упругая волна в твердом теле. 
Скорость волны:  



G
c  ,                                                                                (22.21) 

где 



G  – модуль сдвига,  – поперечное (касательное) 

напряжение,  = tg   – тангенс угла сдвига . Отметим, что в 

однородном изотропном твердом теле E > G и скорость продоль-

ной звуковой волны больше скорости поперечной волны  cc|| .  

Закон Гука для сдвига:  

 G .                                                                                   (22.22) 

Рассмотрим колеблющийся при распространении волнового 

возмущения достаточно малый фрагмент тела, заключенный между 

координатами x и x + dx вдоль направления распространения волны 

(см. рис. 22.4).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 22.4. Зависимость смещения частиц твердого тела )(x  при 

распространении поперечной упругой волны вдоль оси X. 

  

X x x + dx 

(x+dx) 

(x) 

(x+dx) 

(x) 
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Касательные напряжения у обоих концов рассматриваемого 

фрагмента в соответствии с законом Гука (22.22) и рис. 22.4 равны: 

 
xx

GxGxGx






 )(tg)()( ,                                     (22.23) 

 
xxx

GxxGxxGxx
d

)d(tg)d()d(






 .          (22.24) 

Уравнение движения рассматриваемого фрагмента твердого 

тела массой xSm dd   имеет вид: 

 SxxxxS )()d(d   .                                                 (22.25) 

Преобразуем (9.25) с учетом выражений для касательных 

напряжений (9.23) и (9.24):  

''
x

G



  .                                                                                (22.26) 

Сравнивая полученное уравнение с волновым уравнением 

(22.4), получим приведенное выше выражение (22.21) для скорости 

поперечной упругой волны в твердом теле.  

В. Поперечная упругая волна в струне.  
Скорость волны: 

л

T
c  ,                                                                                (22.27) 

где T – сила натяжения струны, л – линейная плотность стру-

ны в отсутствие волны. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

X x x+dx 

T(x+dx) 

T(x) 

(x) 

(x+dx) 

Рис. 22.5. Зависимость смещения частиц струны )(x  при 

распространении поперечной упругой волны вдоль струны. 
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Запишем уравнение движения физически бесконечно малого 

линейного элемента струны длиной dx и массой xm dd л  

(см. рис. 22.5) при распространении поперечной упругой волны 

вдоль струны: 

x

x
xT

x

xx
xxTx











)(
)(

)d(
)d(dл


  .                         (22.28) 

Преобразуем (9.28) с учетом малости выбранного элемента 

струны при постоянной величине силы натяжения вдоль струны 

T(x) = const: 

x

x
Tx

xx

x
Tx





























)(
d

)(
d

2

2

л


  , 

''

л

x

T



  .                                                                               (22.29) 

Сравнивая полученное уравнение с волновым уравнением 

(22.4), получим приведенное выше выражение (22.27) для скорости 

поперечной упругой волны в струне.  

Г. Упругая волна в идеальных жидкости и газе. 
Скорость упругой волны в идеальных жидкости и газе:  

0





P
c ,                                                                           (22.30) 

где P – давление и   – плотность жидкости или газа, 0  – плот-

ность в отсутствие волны.  

Скорость упругой волны в идеальном газе в случае адиабати-

ческого (без теплопередачи) процесса ее распространения:  

0

0

0







PP
c 




 ,                                                             (22.31) 

где VP cc / , сP и cV – теплоемкости при постоянных давлении и 

объеме газа соответственно, 0P  – давление в отсутствие волны.  

Рассмотрим слой dx идеальной (без вязкого трения) жидкости 

или газа с координатой x вдоль направления распространения 

плоской волны (см. рис. 22.6).  
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Уравнение движения выбранного слоя жидкости или газа име-

ет вид: 

  x
x

P
SxxPxPSxS d)d()(d



  ,  

x

P




  .                                                                             (22.32) 

Воспользуемся материальным уравнением среды )(PP  . 

При малых возмущениях плотности Δ  и давления PΔ , которые 

происходят вследствие распространения в ней упругой волны, за-

пишем: 






ΔΔ

0






P
P .                                                                      (22.33) 

При этом для относительного изменения плотности 


Δ
 мож-

но записать (см. рис. 22.6): 

'

d

)()d(Δ
x

xx

xxx















 .                                 (22.34) 

В результате уравнение движения выбранного слоя жидкости 

или газа примет вид: 

 
2

2

00

Δ

x

P

x

P

xx

P

x

P






























































 , 

''

0

x

P









 .                                                                           (22.35) 

 

x x+dx 

(x+dx) (x) 

P(x) P(x+dx) 

X 

Рис. 22.6. Смещение границ )(x  рассматриваемого слоя иде-

альной жидкости или газа при распространении упругой волны. 
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Сравнивая полученное уравнение с волновым уравнением 

(22.4), получим приведенное выше выражение (22.30) для скорости 

упругой волны в идеальной жидкости или газе. 

Для случая адиабатического процесса распространения упру-

гой волны в идеальном газе воспользуемся уравнением состояния 

рассматриваемого слоя газа объемом dV = Sdx и массой dm = dV: 

  CconstVP 


d ,     






















 mC

m
CVCP d

d
d . 

 
0

01d

0










P
mC

P




 
.                                               (22.36) 

В результате получим приведенное выше выражение (22.31) 

для скорости упругой волны в идеальном газе в случае адиабатиче-

ского процесса ее распространения. 

Энергетические соотношения. 
При распространении плоской упругой продольной гармони-

ческой волны вдоль оси X в твердом теле смещение частиц среды 

из положения равновесия ),( xt , их скорость ),( xt  и относитель-

ная деформация тела ),( xt  записываются в виде (см. пп. 22.1.2 и 

22.1.4.А):  

 00 cos),(   kxtxt ,                                                 (22.37) 

 00 sin),(   kxtxt ,                                             (22.38) 

 00 sin),( 


 



 kxtk

x
xt .                                     (22.39) 

При этом объемная плотность кинетической энергии частиц 

тела, участвующих в волновом движении, равна: 

 0
2

22
0

2
k sin

22

),(
),( 


 kxt

xt
xtw


.                  (22.40) 

Объемная плотность потенциальной энергии частиц тела, 

участвующих в волновом движении: 

 0
2

22
0

2
p sin

222
),( 


 kxt

EkE
xtw .                  (22.41) 
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Поскольку скорость упругой продольной волны в твердом теле 



E
c   (см. (9.15)) и волновое число 

c
k


 , то: 

   0
2

22
0p sin

2
),( 


kxt

Ek
xtw  

                ),(sin
2

k
0

2
22

0 xtwkxt  


.                    (22.42) 

Как видим, для бегущей волны объемные плотности кинетиче-

ской и потенциальной энергий совпадают.  

Объемная плотность энергии волны: 

 0
2

0
pk sin),(),(),(   kxtwxtwxtwxtw ,             (22.43) 

где амплитуда изменения объемной плотности энергии волны  
22

0
22

00 Ekw   .                                                            (22.44) 

Среднее значение объемной плотности энергии гармониче-

ской волны за период колебаний: 

22
),(

22
00 


w

xtw
T

.                                                      (22.45) 

Плотность потока энергии волны – величина, численно рав-

ная энергии, переносимой волной в единицу времени через поверх-

ность единичной площади, ориентированной перпендикулярно 

направлению распространения энергии волны. В случае изотроп-

ных сред направление распространения энергии совпадает с 

направлением распространения фронта волны:  

ctxw
ts

tcstxw
txS ),(

d

d),(
),(  ,                                            (22.46) 

где s  площадь поперечного сечения волны.  

Вектор Умова – вектор, направление которого совпадает с 

направлением распространения энергии волны, а модуль равен 

плотности потока энергии. В случае изотропных сред:  

cS ),(),( xtwxt  .                                                                   (22.47) 

Интенсивность волны – среднее значение плотности потока 

энергии гармонической волны за период колебаний: 

c
w

ctxwtxSI
TT 2

),(),( 0 .                                        (22.48) 
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Заметим, что амплитуда плотности энергии упругой волны 
22

00 w  (22.44), через которую выражаются ее энергетические 

характеристики (22.45) – (22.48), зависит только от одной характе-

ристики среды – ее плотности . В случае распространения упру-

гой волны в струне под плотностью энергии подразумевается ее 

линейная плотность, а плотность является линейной плотностью л 

струны.  

 

22.2. Основные типы задач и методы их решения 

При решении задач о распространении бегущих волн следует 

придерживаться следующей схемы: 

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  

1. Нарисовать чертеж, если это необходимо для решения зада-

чи. 

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систе-

му координат (из соображений удобства). 

3. Изобразить и обозначить кинематические характеристики 

тел и характеристики волн.  

4. Выбрать модели тел и их движения, модели волн и характер 

их распространения (если это не сделано в условии задачи). 

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 
1. Записать законы распространения бегущих (стоячих): 

а) волн смещения,  

б) волн скорости, 

в) волн напряжений, 

г) волн деформации. 

2. Записать начальные и граничные условия (если это необхо-

димо при решении задачи). 

3. Записать уравнения, связывающие различные характеристи-

ки волн. 

4. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи (например, заданные соотношения между 

характеристиками системы). 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 
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2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть характерные случаи, установить об-

ласть применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

22.3. Примеры решения задач 

Задача 22.3.1. Плоская гармоническая звуковая волна с ам-

плитудой мкм10   и частотой кГц1  распространяется в воз-

духе с плотностью 3кг/м3,1  со скоростью м/с340c  в направ-

лении, составляющем углы  60  и  45  с осями X и Y де-

картовой системы координат. Найти разность фаз колебаний ча-

стиц воздуха в точках с координатами м11 x , м11 y , м11 z  и 

м62 x , м62 y , м62 z , а также энергию, переносимую звуко-

вой волной за время c60  через элемент плоской поверхности 

площадью 2см10s , ориентированной перпендикулярно оси Z.  

 

Решение 
I. В соответствии с условием задачи звуковая волна является 

плоской и гармонической, лабораторная система отсчета и связан-

ная с ней декартова система координат X, Y, Z задана.  

II. Запишем закон распространения плоской гармонической 

волны (см. (22.9)): 

)cos( 00   rkt ,                                                       (22.49) 

где r  – радиус-вектор точки наблюдения. Поскольку направление 

волнового вектора k  совпадает с направлением вектора скорости 

распространения волны c , то скалярное произведение этих векто-

ров равно 

 coscoscos kzkykx  rk ,                                        (22.50) 

где x, y, z – координаты точки наблюдения, 
c

k


  и  

 22 coscos1cos  .                                                 (22.51) 

Закон распространения плоской гармонической волны в 

направлении, составляющем углы    с осями X, Y, Z, принима-

ет следующий вид: 
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)coscoscoscos( 00   kzkykxt .                (22.52) 

Фазы колебаний в точках среды с координатами x1, y1, z1 и x2, 

y2, z2 равны соответственно: 

011111 coscoscos   kzkykxttΦ rk      (22.53) 

и 

022222 coscoscos   kzkykxttΦ rk .    (22.54) 

В соответствии с определением вектора Умова искомая энер-

гия, переносимая звуковой волной за время   через элемент плос-

кой поверхности площадью s , ориентированной перпендикулярно 

оси Z, равна: 

sSE
Tz .                                                                          (22.55) 

Для среднего значения проекции вектора Умова на ось Z мож-

но записать: 

cos),(),(),(
TzTTzTz xtSxtxtS  eSeS .       (22.56) 

Выразим среднее значение модуля вектора Умова через сред-

нее значение объемной плотности энергии волны, используя 

(22.47): 

cxtwxtS
TT

),(),(  .                                                         (22.57) 

В свою очередь среднее значение объемной плотности энергии 

волны (см. (22.45)) равно: 

2
),(

22
0 


T

xtw .                                                               (22.58) 

В результате получены две системы уравнений (22.51), (22.53), 

(22.54) и (22.51), (22.55)  (22.58) для нахождения искомой разно-

сти фаз колебаний 12Δ ΦΦΦ   и переносимой энергии E соответ-

ственно. 

III. Решая полученные системы уравнений, находим искомые в 

задаче величины: 

  


cos)(cos)(Δ 1212 yyxx
c

Φ  

     22
12 coscos1)(  zz .                                      (22.59) 


 22

22
0 coscos1

2


cs
E .                                     (22.60) 
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Подстановка в (22.59), (22.60) численных значений, заданных в 

условии задачи величин, дает:  

2/Δ   , Дж106,2 4E .  

Ответ:.   


cos)(cos)(Δ 1212 yyxx
c

Φ  

                         2/coscos1)( 22
12  


 zz ,     

                Дж106,2coscos1
2

422
22

0  
 cs

E .  

 

Задача 22.3.2. В упругой среде с плотностью 33 кг/м102   

вдоль оси X распространяется плоская гармоническая звуковая 

волна с законом изменения скоростей частиц среды 

   kxtxt   cos, 0 . Амплитуда скорости частиц см/с10  , а 

скорость волны км/с2c . Найти интенсивность волны, а также 

уравнения волн деформаций и смещений частиц среды, считая, что 

начальное смещение частиц 0)0,0(  xt .  

 

Решение 

I. В соответствии с условием задачи звуковая волна является 

плоской и гармонической, которая распространяется вдоль оси X 

декартовой системы координат лабораторной системы отсчета.  

II. Запишем закон смещения частиц среды от положения рав-

новесия: 

)()sin(d),(),( 0 xCkxttxtxt   



 ,                         (22.61) 

Для нахождения константы интегрирования )(xC  в (22.61) за-

пишем начальное условие для смещения частицы среды в точке 

0x : 

0)0,0(  xt .                                                                  (22.62) 

Из (22.61) и (22.62) следует, что константа интегрирования 

0)( xC , и закон смещения частицы среды приобретает вид: 

)sin()sin(),( 0
0 kxtkxtxt  



 ,                              (22.63) 
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где 



 0

0    амплитуда смещений частиц среды.  

Для волны деформаций в соответствии с (22.17) и (22.63) мож-

но записать:  

)cos()cos(
),(

),( 00 kxtkxtk
x

xt
xt 




 


 ,      (22.64) 

где k00    – амплитуда волны деформаций. 

Выражение для искомой интенсивности упругой волны непо-

средственно следует из (22.48) и (22.44): 

22

22
00 c

c
w

I


 .                                                               (22.65) 

III. Искомые законы распространения волн смещений и де-

формаций непосредственно следуют из (22.63) и (22.64) с учетом 

выражения для амплитуды смещений частиц среды 



 0

0  :  

)sin(),( 0 kxtxt  



 ,                                                         (22.66) 

)cos(),( 0 kxtkxt  



 ,                                                   (22.67) 

Искомая интенсивность волны, выраженная через заданные в 

задаче физические величины, непосредственно следует из (22.65): 

2

2
0 c

I


 .                                                                               (22.68) 

Подставляя в (22.68) численные значения амплитуды скорости 

частиц, плотности среды и скорости волны, получаем значение ин-

тенсивности волны: 
2Вт/м200I .  

Ответ: 
2

2
0 Вт/м200
2


c

I


. 

 

Задача 22.3.3. Точечный изотропно излучающий источник ис-

пускает экспоненциально затухающую гармоническую звуковую 

волну с частотой  = 1,45 кГц. На расстоянии r0 = 5 м от источника 

амплитуда смещения частиц среды   мкм5000 r , а в точке P, 

находящейся на расстоянии r = 10 м от источника, амплитуда сме-
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щения  r0  в  = 3 раза меньше  00 r . Найти коэффициент зату-

хания волны  и амплитуду колебаний скорости частиц среды 

 r0  в точке P.  

 

Решение 

I. Для решения задачи используем сферическую систему коор-

динат, в начале которой расположен источник звуковых колебаний. 

Поскольку в условии задачи не оговаривается иное, среду будем 

считать изотропной, тогда звуковая волна, излучаемая точечным 

источником, является сферической.  

II. Запишем закон распространения экспоненциально затуха-

ющей сферической гармонической волны смещения (см. (22.14)): 

   02cos,     krte
r

A
rt r .                                        (22.69) 

В этом случае закон распространения волны скоростей имеет 

следующий вид: 

 
 

 



 

02sin2
,

, 


  krte
r

A

t

rt
rt r  

             00 2sin   krtr ,                                         (22.70) 

где амплитуда колебаний скорости частиц среды  r0  равна  

  re
r

A
r   20 .                                                                 (22.71) 

Амплитуда смещения частиц на расстоянии 0r  от источника 

равна 

  0

0

00
r

e
r

A
r

 
 ,                                                                      (22.72) 

а в точке P на расстоянии r  в  раз меньше: 

   
00   re

r

A
r .                                                            (22.73) 

III. Решая систему уравнений (22.72) и (22.73), получим иско-

мый коэффициент затухания волны : 

 0
0ln rr
r

r









  .                                                             (22.74) 
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Определим амплитуду колебаний скорости частиц среды в 

точке P, решая систему уравнений (22.70) и (22.71) с учетом 

найденного коэффициента затухания  (22.74): 

 



  )(

22 00r
0

r
e

r

A
r  

.                                           (22.75) 

Подставляя в (22.74) и (22.75) численные значения физических 

величин, заданные в задаче, окончательно получим:  
1м08,0 - , 

  см/с150 r .   

Ответ:   1
0

0 м08,0ln -rr
r

r









  , 

                 см/с15
)(

2 00
0 






r
r .  

 

Задача 22.3.4. В упругой однородной среде с плотностью  

распространяются две плоские гармонические продольные волны 

смещений со скоростью c, одинаковыми амплитудами a  и часто-

тами  , одна – вдоль оси X, другая – вдоль оси Y некоторой де-

картовой системы координат. Найти среднее значение плотности 

потока энергии результирующего волнового поля вдоль прямой 

y = x в плоскости XY, считая одинаковыми начальные фазы коле-

баний частиц среды в начале координат, обусловленных каждой 

волной в отдельности.  

 

Решение 
I. По условию задачи задана декартова система координат, 

вдоль осей X и Y которой распространяются две плоские продоль-

ные гармонические волны.  

II. Запишем в соответствии с условием задачи законы распро-

странения бегущих плоских продольных гармонических волн сме-

щений (в соответствии с (22.8)):  

   01 cos,   kxtaxt xeξ ,                                                (22.76) 

   02 cos,   kytayt yeξ ,                                               (22.77) 
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где xe  и ye   единичные векторы вдоль осей X и Y, 
c

k


   вол-

новое число для обеих волн, 0   начальные фазы колебаний ча-

стиц среды в начале координат, обусловленных каждой волной в 

отдельности.  

Результирующее волновое поле смещений вдоль прямой y = x 

в плоскости XY описывается выражением: 

       ytxtyxt ,,,, 21 ξξξ  

                  00 coscos  kytakxta yx ee  

                  00 coscos  kxtakxta yx ee  

                 0cos   kxta yx ee .                                    (22.78) 

Направим вспомогательную ось Γ  вдоль прямой y = x в плос-

кости XY и обозначим единичный вектор вдоль этого направления 

как e . Поскольку eee 2 yx , то 

   00 coscos2    kxtAkxta eeξ ,            (22.79) 

где амплитуда волнового поля A вдоль оси Γ  равна:  

aA 2 .                                                                                 (22.80) 

Подставляя в выражение (22.79) для смещения частиц среды 

вдоль оси Γ  соотношение координат вдоль осей X и Γ   
2


x , 

получаем: 






















 0

2
cos 




c
tAeξ .                                             (22.81) 

Как видим, волновое поле вдоль оси Γ  можно интерпретиро-

вать как бегущую продольную волну смещений с амплитудой A 

(22.80) и скоростью  

cc 2 .                                                                                (22.82) 
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Среднее значение плотности потока энергии волнового воз-

мущения вдоль прямой y = x в соответствии с (22.48) можно запи-

сать в виде: 




c

A
txSI

T 2
),(

22

 .                                                      (22.83) 

III. Подставив в (22.83) амплитуду колебаний A (22.80) и ско-

рость распространения волны c  (22.82), получим искомое среднее 

значение плотности потока энергии результирующего волнового 

поля вдоль прямой y = x в плоскости XY:  

caI 222  .  

Ответ: caI 222  . 

 

Задача 22.3.5. Точечный изотропно излучающий источник 

звука S находится на перпендикуляре к плоскости кольца, прохо-

дящем через его центр P (см. рис. 22.7). Расстояние между точкой P 

и источником S равно L = 1 м, радиус кольца – R = 0,5 м. Найти 

средний поток энергии через плоскую поверхность, ограниченную 

кольцом, если в точке P интенсивность звуковой волны 

I0 = 30 мкВт/м2. Затуханием волн пренебречь. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение 

I. Для решения задачи используем полярную систему коорди-

нат с центром в точке P, являющейся центром кольца.  

Поскольку источник звука S является точечным и изотропно 

излучающим, то он возбуждает сферическую волну, амплитуда ко-

торой изменяется обратно пропорционально расстоянию от источ-

Рис. 22.7. Расположение точечного источника и 

кольца относительно выбранной системы координат. 

 

L 

+d 

R 
S 

 


P 
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ника (см. (22.13)), а значит, интенсивность звуковой волны обратно 

пропорциональна квадрату расстояния от источника до точки 

наблюдения.  

II. Разобьем рассматриваемую поверхность на концентриче-

ские кольцевые зоны, заключенные между окружностями с радиу-

сами  и +d (0    R) с центрами в точке P.  

Поскольку интенсивность сферической волны обратно про-

порциональна квадрату расстояния от источника до точки наблю-

дения, то интенсивность волны, проходящей через кольцевую зону 

радиусом  (см. рис. 22.7), равна: 

 
22

2

0
L

L
II





 .                                                                   (22.84) 

Поток энергии Jd  через выделенную физически бесконечно 

тонкую кольцевую зону (см. рис. 22.7) в соответствии с определе-

нием интенсивности волны (см. п. 22.1.5), равен: 




 d2)(d2)(cos)(d
22 L

L
IIJ


 .             (22.85) 

III. Искомый поток энергии J  через поверхность, ограничен-

ную кольцом радиусом R, определим, интегрируя (22.85) с учетом 

(22.84):  

 
 






 
RR

L

L
I

L

L
IJ

0

2

2
3

22

3

0

0
22

dd2)( 







  

   























1

1
12

2

2

2
0

L
R

LI  .                                                  (22.85) 

Подставив в (22.85) численные значения расстояния L между 

точкой P и источником S, радиуса кольца R и интенсивности звуко-

вой волны I0 в точке P, окончательно получим: 

J = 20 мкВт. 

Ответ: мкВт20

1

1
12

2

2

2
0 























L
R

LIJ  . 
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Задача 22.3.6. Точечный изотропный источник звука мощно-

стью P находится в центре полого цилиндра радиусом R и длиной 

L. Найти среднее значение потока энергии, падающей на боковую 

поверхность цилиндра, считая, что стенки цилиндра полностью 

поглощают звук. 

 

Решение 

I. В соответствии с условием задачи цилиндр полностью по-

глощает падающую на него 

звуковую волну, испущенную 

точечным источником, распо-

ложенным в центре цилиндра. 

Следовательно, отражением 

звука от поверхности цилиндра 

можно пренебречь.  

Направим ось Z вдоль оси 

симметрии цилиндра 

(см. рис. 22.6). Начало отсчета 

по оси Z совместим с положе-

нием точечного источника зву-

ка. 

II. На кольцевую полоску поверхности цилиндра бесконечно 

малой площади Sd  падает поток энергии звуковой волны, равный 

SjSjΦ n dcosdd  ,                                                           (22.86) 

где j  – плотность потока энергии в волне, nj  – его нормальная к 

поверхности цилиндра составляющая, φ – угол между радиус-

вектором, проведенным в некоторую точку выделенной кольцевой 

области цилиндра и плоскостью, перпендикулярной оси Z 

(см. рис. 22.6).  

Плотность потока энергии в звуковой волне на расстоянии r от 

источника мощностью P равна: 

24 r

P
j


 .                                                                                (22.87) 

Площадь бесконечно малой кольцевой зоны поверхности ци-

линдра связана с радиусом цилиндра и координатой z соотношени-

ем: 

zRS d2d  .                                                                            (22.88) 

Рис. 22.6. Расположение точечного 

источника и цилиндра относительно 

осей выбранной системы координат. 

Z 

φ 
r 

O 
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Расстояние от начала координат до выделенной области по-

верхности цилиндра (см. рис. 22.6) равно: 

cos

R
r  .                                                                                (22.89) 

Координата z и ее дифференциал определяются соотношения-

ми: 

tgRz  ,                                                                                (22.90) 




2cos

Rd
d z .                                                                            (22.91) 

III. Получена полная система уравнений (22.86) – (22.91) для 

определения потока энергии, падающей на боковую поверхность 

цилиндра. Преобразуя систему уравнений, получаем выражение 

для потока энергии звуковой волны через бесконечно малую коль-

цевую зону поверхности цилиндра: 

dcos
2

d
P

Φ  .                                                                     (22.92) 

Интегрируя (22.92) по углу φ в пределах от (–φ0) до 


















220

4
arcsin

Rh

h
 , получаем искомое выражение для искомо-

го потока энергии: 

22 4Rh

Ph
Φ


 . 

Ответ: 
22 4Rh

Ph
Φ


 . 

 

Задача 22.3.7. Звуковая волна, испущенная точечным изо-

тропным источником, распространяется в среде с коэффициентом 

затухания γ. Найти мощность источника, если на расстоянии r от 

него интенсивность звуковой волны равна I.  

 

Решение 

Поток энергии Φ  через сферическую поверхность радиусом r 

связан с интенсивностью волны I  соотношением: 

IrΦ 24 .                                                                              (22.93) 
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При распространении сферической затухающей звуковой вол-

ны ее амплитуда изменяется по закону (см. (22.14): 

re
r

a
A  0 ,                                                                             (22.94) 

где 0a  – величина, численно равная амплитуде волны на единич-

ном расстоянии от источника в отсутствие затухания. 

Интенсивность пропорциональна квадрату амплитуды волны: 

2

2

r

e
I

r




 .                                                                             (22.95) 

Здесь   – постоянный коэффициент, не зависящий от координаты 

r. 

Подставляя (22.95) в (22.93), получаем: 
rr eΦeΦ  2

0
24   ,                                                          (22.96) 

где 0Φ – поток энергии при r = 0, т.е. мощность источника звука P. 

Приравнивая правые части (22.93) и (22.96), находим искомую 

мощность источника: 
reIrP  224 . 

Ответ: reIrP  224 . 

 

Задача 22.3.8. Между двумя точками звуковой волны, колеб-

лющимися в одинаковой фазе, укладывается N = 825 длин волн. 

При повышении температуры на 1 К скорость распространения 

звука возрастает на 0,2%. Найти минимальное повышение темпера-

туры, при котором эти две точки будут совершать колебания в про-

тивофазе. 

 

Решение 

Расстояние L  между точками пространства, колебания звуко-

вой волны в которых происходит с одинаковой фазой равно целому 

числу длин волн  : 




 NNL  .                                                                        (22.97) 

Здесь   –  скорость распространения волны,   – ее частота. 
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При изменении температуры T изменяется скорость звуковой 

волны  . Введем температурный коэффициент относительного 

изменения скорости: 

T








1
.                                                                             (22.98) 

В соответствии с условием задачи при повышении температу-

ры на 1 К скорость распространения звука возрастает на 0,2%, то 

есть -1К002,0 . Поскольку в условии задачи не сказано иного, 

будем считать температурный коэффициент скорости постоянной 

величиной. В этом случае (22.98) преобразуется к виду: 

T






.                                                                             (22.99) 

В задаче требуется определить минимальное изменение темпе-

ратуры, при котором колебания в точках на расстоянии L  будут 

происходить в противофазе. Следовательно,  

















2

1

2

1
1 NNL .                                           (22.100) 

Приравнивая правые части соотношений (22.97) и (22.100), по-

лучаем: 








 














1

2

1
NN .                                                         (22.101) 

Подставляя (22.99) в (22.100), находим искомое повышение 

температуры: 

)12(

1




N
T


.                                                                   (22.102) 

Подстановка в (22.102) численных значений величин, задан-

ных в условии задачи, дает: 

К3,0T . 

Ответ: К3,0
)12(

1





N
T


. 
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22.4. Задачи для самостоятельного решения 

 

Задача 22.4.1 ([3], 4.171). Найти волновой вектор k  и скорость 

  волны, имеющей вид )cos(),( 0 zyxtxt   . 

Ответ: zyx eeek   , 
222 





 , где zyx eee ,,  – 

орты осей координат.  

 

Задача 22.4.2 ([3], 4.172). Плоская волна с частотой   распро-

страняется так, что некоторая поверхность постоянной фазы пере-

мещается вдоль осей X, Y, Z со скоростями 321 ,,  . Найти волно-

вой вектор k , если орты осей координат zyx eee ,,  заданы. 

Ответ: 











321 
 zy eee

k x .  

 

Задача 22.4.3 ([3], 4.173). Уравнение упругой волны в системе 

отсчета S имеет вид: )cos(),( 0 kxtxt   . Найти уравнение этой 

волны в системе отсчета S', движущейся в положительном направ-

лении оси X с постоянной скоростью V по отношению к системе S. 

Ответ: 
















 xkt

V
xt 


 1cos),( 0 , где 

k


  .  

 

Задача 22.4.4 ([3], 4.175). Продольная упругая волна распро-

страняется в положительном направлении оси X в стержне с плот-

ностью 3cм/г4  и модулем Юнга E = 100 ГПа. Найти проекцию 

скорости xu  частиц среды в точках, где относительная деформация 

стержня равна 01,0 . 

Ответ: 



E

ux  .  
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Задача 22.4.5 ([3], 4.176). Уравнение плоской звуковой волны 

имеет вид )3,51800cos(60),( xtxt  , где   измеряется в микро-

метрах, t – в секундах, x – в метрах. Найти: 

а) отношение амплитуды смещения частиц среды к длине вол-

ны; 

б) амплитуду колебаний скорости частиц среды и ее отноше-

ние к скорости распространения волны; 

в) амплитуду колебаний относительной деформации среды и 

ее связь с амплитудой колебаний скорости частиц среды. 

Ответ: а) 5101,5 


m ;     б) c/см110 u , 4-103,2 

mu

;  

в) 4102,3 












mx


, 

mm xt
























 



,  

где c/км34,0  – скорость волны.  

 

Задача 22.4.6 ([3], 4.178). В однородной упругой среде распро-

страняется плоская волна )cos(),( kxtaext x     , где a, γ, ω и k – 

постоянные. Найти разность фаз колебаний в точках, где амплиту-

ды смещения частиц среды отличаются друг от друга на η = 1 %, 

если γ = 0,42 м-1 и длина волны λ = 50 см.  

Ответ: рад3,0
2

)1ln(
2

Δ 








 .  

 

Задача 22.4.7 ([2], 717). Вдоль одного направления распро-

страняются две синусоидальные плоские волны со скоростями υ1 и 

υ2 и длинами волн λ1 и λ2 соответственно. Найти скорость u пере-

мещения в пространстве тех точек, где колебания, соответствую-

щие каждой волне, имеют одинаковую фазу. Найти расстояние   

между двумя подобными точками.  

Ответ: 
12

1221








u , 

21

21







 .  

 

Задача 22.4.8 ([2], 715). Показать, что для бегущей акустиче-

ской волны относительное изменение давления в данной точке 
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равно 
c

u

p

p


d
, где γ – показатель адиабаты, u – скорость частицы, 

c – скорость звука.  

 

Задача 22.4.9 ([3], 4.181). В упругой однородной среде распро-

страняются две поперечные (направление колебаний одинаково) 

плоские волны, одна в направлении оси X, другая в направлении 

оси Y: )cos(),( 01 kxtxt   , )cos(),( 02 kytxt   . Найти 

направления в плоскости XY, в точках которых частицы среды ко-

леблются с максимальной и минимальной амплитудами.  

Ответ: Частицы среды в точках на прямых ,nxy   

...,2,1,0n  колеблются с максимальной амплитудой, на прямых 

,
2

1








 nxy  ...,2,1,0n  – не колеблются вовсе.  
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ГЛАВА 23 

ЭЛЕМЕНТЫ АКУСТИКИ. СУПЕРПОЗИЦИЯ ЗВУКОВЫХ 

ВОЛН. ИНТЕНСИВНОСТЬ ЗВУКОВЫХ ВОЛН. ДАВЛЕНИЕ 

В ЗВУКОВЫХ ВОЛНАХ. ЭФФЕКТ ДОПЛЕРА 

 

23.1. Теоретический материал 

Упругая (акустическая) волна – упругое возмущение, рас-

пространяющееся в твердой, жидкой и газообразной среде.  

Формула продольного (классического) эффекта Доплера 

для упругих волн. Пусть s  и d  – скорости движения источника 

звуковых гармонических волн и детектора, регистрирующего эти 

волны, относительно неподвижной среды, c – скорость распростра-

нения волны в среде, которая определяется свойствами среды и не 

зависит от скоростей источника и детектора (см. рис. 23.1).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

На рис. 23.1 левая черта, перпендикулярная оси Х, показывает 

положение фронта волны, испущенной движущимся источником, в 

некоторый момент времени t. К моменту времени t + Ts (Ts – пери-

од колебаний источника) фронт сместится на расстояние cTs, а ис-

точник – на расстояние ssT . Следовательно, длина волны в среде 

равна (рис. 23.1):  

sss TcT   .                                                                          (23.1) 

Пусть в некоторый момент времени t' приемник зарегистриро-

вал фронт волны. Следующий фронт волны, находящийся от при-

емника на расстоянии λ, будет зарегистрирован в момент t' + Td (Td 

– период колебаний приемника). Поскольку за время Td приемник 

Рис. 23.1. Взаимное расположение волновых фронтов при испус-

кании и регистрации звуковой гармонической волны.  

 

 

ssT  

X 

cTs cTd 

ddT  

 

s  d  с 
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сместится на расстояние ddT , а волновой фронт – на расстояние 

cTd, то 

ddd cTT  .                                                                          (23.2) 

Учитывая, что Ts = 1/νs и Td = 1/νd, получаем из (23.1) и (23.2) 

связь частот колебаний для источника νs и приемника νd: 

s

s

d
d v

c

c
v








 .                                                                           (23.3) 

Скорости источника S и детектора D относительно непо-

движной среды сонаправлены, при этом скорость распространения 

волны в среде  определяется свойствами среды и не зависит от 

скоростей источника и детектора. Тогда частоты колебаний в ис-

точнике S
v  и в среде v , а также частота колебаний D

v , регистриру-

емая детектором, связаны соотношениями:  

S

S

vv





 , 

S

S

DD
D vvv















 , 

где S
  и D

  – проекции скоростей источника и приемника на 

направление распространения регистрируемой приемником волны.  

 

23.2. Основные типы задач и методы их решения 

Большинство задач по теме "Элементы акустики. Суперпози-

ция звуковых волн. Интенсивность звуковых волн. Давление в зву-

ковых волнах. Эффект Доплера" можно условно отнести к следу-

ющим типам или их комбинациям. Задачи на: 

1) элементы акустики; 

2) эффект Доплера. 

При решении задачи необходимо последовательно реализовать 

следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  

1. Нарисовать чертеж, если это необходимо для решения зада-

чи. 

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систе-

му координат (из соображений удобства). 



Глава 23. Элементы акустики. Суперпозиция звуковых волн. … 613 

3. Изобразить и обозначить кинематические характеристики 

тел и характеристики волн.  

4. Выбрать модели тел и их движения, модели волн и характер 

их распространения (если это не сделано в условии задачи). 

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

1. Записать законы распространения бегущих волн смещения: 

2. Записать уравнения, связывающие различные характеристи-

ки волн. 

3. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи (например, заданные соотношения между 

характеристиками системы). 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть характерные случаи, установить об-

ласть применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

Примечания. 

В случае решения задач на эффект Доплера п. II.1 надо опу-

стить.  

Пункты II.1 – II.2 можно выполнять в той или иной последова-

тельности в зависимости от типа задачи.  

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть характерные случаи, установить область при-

менимости). 

3. Получить численный результат. 

 

23.3. Примеры решения задач 

Задача 23.3.1. (Суперпозиция звуковых волн). Вдоль оси X де-

картовой системы координат распространяются две плоские гар-

монические звуковые волны одинаковой частоты и амплитуды 

(A1 = A2 = A0= 5 мм). Волны порождены двумя источниками, со-

вершающими колебания в одинаковой фазе. Найти амплитуду A 

колебаний в точке среды, отстоящей от одного источника колеба-

ний на расстоянии x1 = 2,5 м и от другого – на x2 = 4,0 м. Направле-
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ния колебаний в рассматриваемой точке совпадают. Длина волны 

λ = 0,65 м.  
 

Решение 
I. В соответствии с условием задачи звуковая волна является 

плоской и гармонической, лабораторная система отсчета и связан-

ная с ней декартова система координат X, Y, Z задана.  

II. Запишем закон распространения плоской гармонической 

звуковой волны в положительном направлении оси X: 

)
2

sin(0





x
tA  ,  

где   − смещение точек среды из положения равновесия. 

Суперпозиция двух волн в точке наблюдения имеет следую-

щий вид; 

)
2

sin()
2

sin( 2
0

1
0











x
tA

x
tA  .                                (23.4) 

III. Преобразуя соотношение (23.4), получим: 










































2

22

cos
2

22

sin2

2121

0






















x
t

x
t
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t

x
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A  

   








 







 









 1221

0 cossin2
xxxx

tA  

 







 





 21sin

xx
tA . 

Таким образом, амплитуда колебаний равна: 

 







 




 12
0 cos2

xx
AA                                                          (23.5) 

Подставив в (23.5) численные значения, получим  

 








 




 12
0 cos2

xx
AA 9,8 мм. 
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Ответ: 
 








 




 12
0 cos2

xx
AA 9,8 мм. 

 

Задача 23.3.2. (Суперпозиция звуковых волн). Два динамика 

расположены на расстоянии d= 2,0 м друг от друга и воспроизводят 

один и тот же музыкальный тон на определенной частоте, который 

регистрируется приемником, находящимся на расстоянии L = 4,0 м 

от центра динамиков. Если приемник передвинуть от центральной 

линии параллельно динамикам на расстояние b = 1,5 м, то он фик-

сирует первый интерференционный максимум. Скорость звука  = 

340 м/с. Определить частоту звуковой волны. 

 

Решение 
I. Будем считать, что звуковые волны являются плоскими и 

гармоническими. Выберем лабораторную инерциальную систему 

отсчета, направим ось X декартовой системы координат вдоль ли-

нии, по которой перемещают приемник звуковых волн, как показа-

но на рис. 23.2.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II, Расстояния от динамиков до точки наблюдения А соответ-

ственно равны (см. рис. 23.2): 

X 

L 

O 

Y 

d 

r1 

r2 

A 

Рис. 23.2. Расположение динамиков и приемника 

относительно осей выбранной декартовой системы 

координат. 
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2

2

1
2

Ly
d

r 







 ,                                                                (23.6) 

2

2

1
2

Ly
d

r 







 .                                                                (23.7) 

Условием наблюдения первого максимума интенсивности 

суммарной волны является равенство разности хода волн длине 

волны : 

 12 rrl                                                                          (23.8) 

Частоту волны определим из следующего соотношения: 




                                                                                          (23.9) 

III. Решая систему уравнений (23.6) − (23.9), получим искомую 

частоту звуковой волны: 

496

22

2

2

2

2























Ly
d

Ly
d


 Гц.  

Ответ: 496

22

2

2

2

2























Ly
d

Ly
d


 Гц.  

 

Задача 23.3.3. (Определение среднего значения потока энер-

гии). Амплитуда звуковой волны давлений 0ΔP 10 Па. Найти 

среднее значение потока энергии J, попадающего в ухо человека. 

Считать площадь уха, ориентированного перпендикулярно направ-

лению распространения звуковой волны, s = 4 см2. Плотность воз-

духа в отсутствие волны ρ = 1,3 кг/м3, скорость звука в воздухе 

c = 334 м/с. 

 

Решение 
I. Для решения задачи используем декартову систему коорди-

нат. В качестве модели волны смещений выберем плоскую гармо-

ническую волну, распространяющуюся вдоль оси X выбранной си-
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стемы координат. Процесс распространения звуковой волны счита-

ем адиабатическим. 

II, III. Среднее значение потока энергии J, падающего перпен-

дикулярно поверхности уха площадью s, равно (см. формулу 

(22.48) Главы 22) 

cxtwsJ
T

),( ,                                                                  (23.10) 

а объемная плотность энергии плоской гармонической волны опре-

деляется следующим соотношением: 

2
),(

22

0



T

xtw .                                                             (23.11) 

Следовательно, для определения плотности потока энергии 

необходимо выразить амплитуду волны смещений 0
  через ампли-

туду волны давлений 0
ΔP , заданную в условии задачи.  

Запишем закон распространения волны смещений:  

 
00

cos),(   kxtxt .                                       

Относительное изменение плотности воздуха, вызванное рас-

пространением звуковой волны, равно (см. формулу (22.34) Гла-

вы 22): 

x





Δ
,                                                                            (23.12) 

где 

)sin( 00   kxtkx .                                                    (23.13) 

При адиабатическом процессе распространения звуковой вол-

ны в газе относительные изменения плотности среды и давления 

связаны следующим соотношением в соответствии с формулой 

(22.36) Главы 22: 





ΔΔ


P

P
,                                                                            (23.14) 

где P  и   – давление и плотность воздуха в отсутствие волны.  

Для определения амплитуды звукового давления воспользуем-

ся также формулой для скорости звуковой волны в воздухе: 




P
c 2

.                                                                                 (23.15) 
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Решая систему уравнений (23.12) – (23.15), находим изменение 

давления воздуха, вызванное распространением в нем звуковой 

волны: 

)sin(Δ
00

2   kxtkcP .  

Следовательно, амплитуда звукового давления равна: 


00

2

0
Δ ckcP  .                                                           (23.16) 

Среднее значение потока энергии J, падающего перпендику-

лярно поверхности уха площадью s, получаем подстановкой в 

(23.10) объемной плотности энергии волны (23.11) с учетом 

(23.16): 

  



c

P
sc

c

P
scscxtwsJ

T 2

Δ

2

Δ

2
),(

2

0

2

22

0

22

0  .             (23.17) 

Подставив в (23.17) численные значения физических величин, 

заданных в условии задачи, окончательно получим: 

J = 4,610–5 Вт. 

Заметим, что выражение (23.16) можно записать в следующем 

виде (акустический закон Ома): 

IRU  ,  

где 0
ΔPU   − аналог напряжения, cR   − аналог сопротивления, 


0

I  − аналог силы тока. 

Ответ: 
c

P
sJ

2

Δ 2

0 = 4,610–5 Вт. 

 
Задача 23.3.4. (Определение скорости колебания частиц в зву-

ковой волне). Какова максимальная скорость max  колебательного 

движения частиц кислорода, через который проходят звуковая вол-

на? Амплитуда звукового давления равна 0Δp =0,2 Па, температура 

кислорода − T = 300 К, давление – p = 100 кПа. 

 

Решение 

I. Будем считать, что звуковая волна является плоской и гар-

монической. Выберем лабораторную инерциальную систему отсче-
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та, направим ось X декартовой системы координат вдоль направле-

ния распространения звуковой волны. 

II. Запишем закон распространения плоской гармонической 

звуковой волны в положительном направлении оси X: 

)sin( 00   kxt ,  

где   − смещение точек среды из положения равновесия. Скорость 

колебания частиц в волне, 

)cos( 00   kxt .                                                       (23.18) 

Следовательно, максимальная скорость колебательного движения 

частиц в волне max равна: 

 0max 
                                                                               (23.19) 

Скорость упругой волны в идеальном газе в случае адиабати-

ческого (без теплопередачи) процесса ее распространения (см. 

формулу (22.31) Главы 22):  




p
c  ,                                                                              (23.20) 

где VP cc / , сP и cV – теплоемкости при постоянных давлении и 

объеме газа соответственно, p  – давление в отсутствие волны. 

Плотность газа   в отсутствие волны определяется из уравнения 

Клапейрона-Менделееева: 

RT

p
  ,                                                                              (23.21) 

где  − молярная масса газа. 

Согласно формуле (23.16) амплитуда звукового давления рав-

на: 

 00
2

0Δ ckcp  .                                                          (23.22) 

III. Определим амплитуду звуковой волны из соотношений 

(23.20) и (23.21): 










p

p

p

p

c

p 000
0

ΔΔΔ


                                         
(23.23) 

Подставив полученное соотношение (23.23) в (23.19) с учетом 

(23.20), получим: 
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p

RTp

p

p 00
0max

ΔΔ
 .                                            (23.24) 

Молярная масса кислорода О2 равна  = 0,032 кг/моль. По-

скольку газ является двухатомным, параметр  = 1,4. Подставляя 

все численные значения в (23.24), получим: 
4

max 1037,4  м/с. 

Ответ: 40
max 1037,4

Δ 



p

RTP  м/с. 

 

Задача 23.3.5. (Определение мощности источника звуковой 

волны). На расстоянии r = 80 м от точечного изотропного источни-

ка звука амплитуда звукового давления p0 = 0,2 Па. Определить 

мощность N источника, если величина удельного акустического 

сопротивления воздуха, определяемого произведением плотности 

воздуха в отсутствие волны  на скорость распространения волны 

 (ZS =с), равно ZS = 420 Пас/м. Поглощением звука в воздухе 

пренебречь. 

 

Решение  
I. Для решения задачи используем сферическую систему коор-

динат, в начале которой расположен источник звуковых колебаний. 

Будем считать, что звуковая волна, распространяющаяся от точеч-

ного источника, являются сферической и гармонической. 

II. Согласно формуле (23.16) амплитуда звукового давления 

равна  

00Δ cP  .                                                                          (23.25) 

Среднее значение объемной плотности энергии гармонической 

волны за период колебаний равно (см. формулу (22.45) Главы 22): 

2
),(

22
0 


T

xtw .                                                               (23.26) 

Интенсивность волны в соответствие с формулой (22.48) Гла-

вы 22 равна: 

ctxwI
T

),( .                                                                       (23.27) 
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Мощность источника определим с помощью следующего со-

отношения: 

IrN 24                                                                                (23.28) 

III. Используя соотношения (23.25) и (23.26), выразим среднее 

значение объемной плотности энергии через удельное акустиче-

ское сопротивление и амплитуду звукового давления: 

cZ

P

c

P
xtw

S
T 2

Δ

2

Δ
),(

2

2

2

00 


. 

Тогда искомая мощность источника согласно (23.27) и (23.28) 

равна: 

83,3
420

2,080
2

Δ
2

2

Δ
4

222

2

2

2 00 


 
SS Z

P
r

cZ

cP
rN Вт 

Ответ: 83,3
Δ

2

22

2 0 
SZ

P
rN  Вт 

 

Задача 23.3.6. (Определение уровня интенсивности звуковой 

волны в децибелах). Уровень интенсивности L0 шума двигателя ра-

вен 50 дБ. Каков будет уровень интенсивности шума L, если одно-

временно будут работать N =5 двигателей? 

 

Решение  
I. Для решения задачи выберем лабораторную систему отсчета, 

используем сферическую систему координат. В качестве модели 

волны смещений выберем сферическую гармоническую волну. 

Процесс распространения звуковой волны считаем адиабатиче-

ским. 

II. Для решения задачи воспользуемся определением интен-

сивности звука в децибелах: 

0

lg10
I

I
L  ,  

где I – интенсивность звуковой волны, I0 – интенсивность звуковой 

волны, принятая за базис (опорная). 

В нашем случае 

0

1

0
lg10

I

I
L  ,                                                                           (23.29) 
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В том случае, когда работают N двигателей, интенсивность 

звука будет равна 

12 NII  ,                                                                                 (23.30) 

а уровень интенсивности −  

0

2lg10
I

I
L  .                                                                            (23.31) 

III. Из соотношений (23.29) − (23.31) получим: 
01,0

01 10
L

II  , 

  .57505lg10lg101,0lg10

10lg10
10

lg10lg10lg10

00

1,0

0

1,0
0

0

1

0

2 0

0





LNLN

N
I

NI

I

NI

I

I
L

L
L

 

Ответ: 57lg10 0  LNL . 

 

Задача 23.3.7. (Эффект Доплера). С движущегося катера по-

сылается ультразвуковой сигнал частотой 1 = 50 кГц, который 

распространяется в воде. Этот сигнал отражается от второго кате-

ра, который идет встречным курсом со скоростью 2 = 10 м/с, и 

принимается первым катером. Частота принятого после отражения 

сигнала равна 2 = 52 кГц. Определите скорость движения первого 

катера 1, считая скорость звуковой волны в воде равной 

с = 1,54 км/с. 

 

Решение 

I. Задачу решаем в лабораторной системе отсчета. При реше-

нии задачи рассмотрим два различных этапа распространения им-

пульса звуковой волны. На первом этапе импульс распространяется 

в горизонтальном направлении по воде от первого катера ко второ-

му. Направим в этом случае ось X1 декартовой системы координат 

в этом же направлении от источника к приемнику. На втором этапе 

импульс распространяется в обратном направлении. Направим в 

этом случае ось X2 декартовой системы координат от источника 

(второго катера) к приемнику (первому катеру). Будем считать, что 

среда, в которой распространяется импульс звуковой волны, непо-

движна относительно лабораторной системы отсчета.  
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II. При решении задачи воспользуемся формулой (23.3), свя-

зывающей частоты колебаний движущихся источника и приемника 

звуковой волны:  

S

S

D 










c

c D ,  

где S
  и D

  – проекции скоростей источника и приемника на 

направление распространения регистрируемой приемником волны, 

c – скорость распространения волны в среде, S
  – частота излучае-

мой источником звуковой волны, D
  – частота волны, которую ре-

гистрирует детектор. Все скорости направлены в одну сторону.  

В первом случае источник (первый катер) движется в положи-

тельном направлении оси X1, а детектор (второй катер) − в отрица-

тельном направлении ( 1 S , 2 D ), поэтому частота 1  , ко-

торую фиксирует детектор, равна: 

1

1

2
1 











c

c
.                                                                          (23.32) 

Во втором случае источником является второй катер, который 

движется в положительном направлении оси X2, а детектор (пер-

вый катер) в отрицательном направлении этой оси ( 2 S , 

1 D ), поэтому частота 2 , которую фиксирует детектор, равна: 

1

2

1
2 




 






c

c
.                                                                         (23.33) 

III. Из уравнений (23.32) и (23.33), определим получим: 

1

2

2

1

1
1

1

2

2

1

2

1
2 

















































c

c

c

c

c

c

c

c

c

c
.                

Введем переменную : 

 
 21

22











c

c
.                                                                        (23.34) 

Тогда искомая скорость первого катера равна: 

 
1

1
1











c
.                                                                    (23.35) 

Подставив численные значения в (23.34) и (23.35), получим чис-

ленный ответ: 

2,201  м/с. 
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Ответ: 
 

м/с 2,20
1

1
1 











c
, где 

 
 21

22











c

c
.  

 

Задача 23.3.8. (Эффект Доплера). На оси X находятся прием-

ник D и источник S звуковых гармонических волн с частотой 

s = 2000 Гц. Источник установлен на тележке, совершающей гар-

монические колебания вдоль этой оси с угловой частотой  и ам-

плитудой А = 50 см. Скорость звука с =340 м/с. При каком значе-

нии  ширина частотного интервала звука, воспринимаемого непо-

движным приемником, будет составлять  = 20 Гц?  

 

Решение 
I. Задачу решаем в лабораторной системе отсчета, ось X декар-

товой системы координат которой направлена от источника к при-

емнику (см. рис. 23.3). Поскольку в 

условии задачи не оговаривается 

иное, будем считать, что среда, в ко-

торой распространяется звуковая 

волна, неподвижна относительно ла-

бораторной системы отсчета.  

Изменения частоты звуковой 

волны, воспринимаемой неподвиж-

ным приемником, обусловлено эф-

фектом Доплера.  

II. Ширина частотного интервала 

 звуковых волн, воспринимаемых приемником, определяется 

разностью максимальной и минимальной частот этих волн.  

При решении задачи воспользуемся формулой, связывающей 

частоты колебаний движущихся источника и приемника звуковой 

волны (см. 23.1, пункт 2):  

S

D

D 










c

c D ,  

где S
  и D

  – проекции скоростей источника и приемника на 

направление распространения регистрируемой приемником волны, 

c – скорость распространения волны в среде, s
  – частота излучае-

мой источником звуковой волны, d
  – частота волны, которую ре-

гистрирует детектор.  

S D 

P 

(

x) 

s
  

c  

X 

P 

(

x) 

Рис. 23.3. Приемник D и ис-

точник S звуковых гармониче-

ских волн. 
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В случае, когда источник приближается к приемнику, макси-

мальная частота m ax
  регистрируемой неподвижным приемником 

волны равна 

0S

S
max









c

c
,                                                                        (23.36) 

где 0S
  – амплитуда скорости движения источника относительно 

среды, c – скорость распространения волны в среде. 

При движении тележки по гармоническому закону амплитуда 

ее скорости, а, следовательно, и амплитуда скорости источника, 

равна: 

 A0S .                                                                               (23.37) 

В случае удаления источника от приемника частота min , вос-

принимаемая приемником, будет минимальной и равной 

0S

S
min









c

с
.                                                                        (23.38) 

III. Искомая ширина частотного интервала звука , воспри-

нимаемого неподвижным приемником, согласно (23.36) и (23.38) 

равна: 

.2Δ
2
S0

2

0S
Sminmax









c

с
                                                    

Используя взаимосвязь амплитуды скорости источника с ам-

плитудой его колебаний вместе с тележкой (23.37), получаем:  

222S2Δ





Ac

сA


 .                                                              (23.39) 

Решая уравнение (23.39) относительно  , находим ее величи-

ну: 

 





Δ

Δ
22

SS

A

cс 
 .                                                           

Поскольку частота колебаний является положительной вели-

чиной, то для частоты колебаний тележки окончательно получаем: 



























 1
Δ

1
Δ

2

S

S










A

c
.                                                   (23.40) 
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В соответствии с условием задачи S
Δ   , следовательно, 

соотношение (23.40) можно упростить, ограничиваясь в разложе-

нии квадратного корня в ряд по степеням малого параметра 

2

S

Δ














 

линейным членом ряда: 

S
2

Δ






A

c
 .  

Подстановка численных значений физических величин, задан-

ных в задаче, дает:  

рад/с4,3 . 

Ответ: рад/с4,3
2

Δ

S







A

c
.  

 

Задача 23.3.9. (Эффект Доплера). Источник звуковых колеба-

ний S с частотой Гц1700
0
  находится между плоским отражате-

лем и приемником D (см. рис. 23.4). Источник и приемник непо-

движны и расположены на одной и той же нормали к отражателю, 

который удаляется от источника со скоростью u = 6 см/с. Скорость 

звука с = 340 м/с. Найти частоту биений, регистрируемых прием-

ником.  

 
Рис. 23.4. Расположение источника S и приемника D относительно 

отражателя и оси выбранной декартовой системы координат. 
 

Решение 
Выберем направление оси X декартовой системы координат 

совпадающим с направлением движения отражателя, как показано 

на рис. 23.4. Приемник регистрирует суперпозицию двух звуковых 

волн: испущенной источником и отраженной от движущегося от-

ражателя. 

При решении задачи воспользуемся формулой, связывающей 

частоты колебаний движущихся источника и приемника звуковой 

волны (см. 23.1, пункт 2):  
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S

S

D












c

c
D ,                                                                       (23.41) 

где 
S

  и 
D

  – проекции скоростей источника и приемника на 

направление распространения регистрируемой приемником волны, 

c – скорость распространения волны в среде, 
S

  – частота излучае-

мой источником звуковой волны, 
D

  – частота волны, которую ре-

гистрирует детектор. Все скорости направлены в одну сторону.  

Частота волны, которую зафиксировал бы детектор, находя-

щийся на движущемся отражателе, определяется в соответствии с 

(23.41) выражением:  

c

uc

c

c 





0

D

01



 .                                                    (23.42) 

Считая, что отражатель не меняет частоту волны при отраже-

нии, запишем выражение для частоты волны, отраженной от отра-

жателя и зарегистрированной неподвижным приемником согласно 

(23.41) и (23.42):  

uc

uc

c

с









0

S

12



 .                                                       (23.43) 

Знак плюс в знаменателе формулы (23.43) обусловлен тем, что 

в этом случае скорость отражателя (источника отраженной волны) 

и скорость отраженной волны направлены в противоположные 

стороны.  

Для частоты биений, возникающих в результате суперпозиции 

волны с частотой 0
 , испущенной неподвижным источником, и 

волны с частотой 2
 , отраженной от движущегося отражателя, за-

пишем: 

20биен
  .                                                                      (23.44) 

Подставляя (23.43) в (23.44), находим искомую величину ча-

стоты биений:  

uc

u

uc

uc









2
000биен

 .                                             (23.45) 
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Подставляя в (23.45) заданные в условии задачи численные 

значения физических величин, получим значение частоты биений, 

зарегистрированных приемником: 

Гц6,0
биен

 .  

Ответ: Гц6,0
2

0биен





uc

u
 .

 
 

23.4. Задачи для самостоятельного решения  

Элементы акустики  

Задача 23.4.1 ([1], с. 359, задача 3). Изотропно излучающий 

точечный источник звука, мощность которого N = 0,1 Вт, находит-

ся в центре полого кругового цилиндра радиусом R = 1 м и высотой 

h = 2 м. Полагая, что стенки цилиндра полностью поглощают звук, 

найти среднее значение потока энергии J звуковой волны, падаю-

щей на боковую поверхность цилиндра. 

Ответ:   
2

21 hRNJ 0,07 Вт.  

 

Задача 23.4.2 ([1], с. 359, задача 4). Человек с хорошим слухом 

может слышать звук с колебанием давления до Па10Δ 4P  при 

частоте  = 2 кГц. Найти амплитуду смещения частиц воздуха 0  в 

такой волне. Атмосферное давление считать равным P = 105 Па, 

плотность воздуха  = 1,3 кг/м3 и показатель адиабаты 4,1 .  

Ответ: м109,1
2

Δ 11

0





P

P
. 

 

Задача 23.4.3·([2], 719). Амплитуда колебаний давления зву-

ковой волны p = 100 дин/см2 (громкий звук). Найти поток энергии 

J, попадающей за 1 с в ухо человека. Считать площадь S уха равной 

4 см2 и ухо перпендикулярным к направлению распространения 

волны. Плотность воздуха  = 1,3 – 10-3 г/см3, скорость звука 334 

м/с. 

Ответ: 460
2

Δ 2

0


c

Sp


 эрг/с = 4,610-5 Вт. 

 

 



Глава 23. Элементы акустики. Суперпозиция звуковых волн. … 629 

Задача 23.4.4. ([3], 3.230). Точка А  находится на r = 1,5 м от 

точечного изотропного источника звука частоты  = 600 Гц. Мощ-

ность источника Р  = 0,80 Вт. Пренебрегая затуханием волн и счи-

тая скорость звука и  = 340 м/с, найти для точки А:  

а) амплитуду колебаний давления (р)m  и ее отношение к дав-

лению воздуха; 
б) амплитуду колебаний частиц среды; сравнить ее с длиной 

волны звука. 

Ответ: а)   52Δ 2

m
 rPp  Па,   5

m
105Δ pp ; 

б)   32Δ
m

 pa мкм, 
6105 a . 

 

Задача 23.4.5 ([3], 3.225). Плоская звуковая волна распростра-

няется вдоль оси х .  Коэффициент затухания волны  = 0,0280 м-1. В 

точке х  =  0  уровень громкости L  = 60 дБ. Найти: 

а) уровень громкости в точке с координатой х  = 50 м; 

б) координату х  точки, в которой звук уже не слышен. 

Ответ: а) 50lg20  exLL  дБ; б) 30,0x км. 

 

Эффект Доплера 

Задача 23.4.6 ([2], 698). Паровоз подходит к наблюдателю со 

скоростью 20 м/с. Какую частоту основного тона гудка он услы-

шит, если машинист слышит тон в 300 Гц? Насколько изменится 

частота гармоник гудка? 

Ответ: Высота тона повышается приблизительно на 18 Гц, 

высота гармоник – на n18 Гц, где n – номер гармоники. 

 

Задача 23.4.7 ([2], 699). Два камертона дают 20 биений за 10 с. 

Частота колебаний одного камертона 256. Чему равна частота ко-

лебаний другого?  

Ответ: 254 или 258. 
 

Задача 23.4.8 ([2], 700). Камертон, излучающий звук частотой 

0 приближается к удаленной стене со скоростью и по нормали к 

ней. Неподвижный приемник звука помещается на линии движе-

ния камертона. Пусть: 1) камертон находится между стеной и при-

емником; 2) приемник находится между камертоном и стеной. Бу-

дет ли приемник звука регистрировать акустические биения, если 
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скорость и много меньше скорости звука с? Какова будет частота 

этих биений? 

Ответ: Биения с частотой   cu
0

2  будут зарегистрированы 

приемником только в первом случае. 
 

Задача 23.4.9 ([3], 3.214). Локомотив, который движется со 

скоростью и  = 120 км/ч, дает гудок длительностью 0 = 5,0 с. Найти 

длительность гудка для неподвижного наблюдателя, если локо-

мотив: а) приближается; б) удаляется. Скорость звука в воздухе 

  = 340 м/с. 

Ответ: 0(1 )u  v
4,5 с если приближается

5,5 с, если удаляется

,
 

 

Задача 23.4.10 ([3], 3.216). Звуковая волна распространяется 

со скоростью   в положительном направлении оси х .  В ту же сто-

рону движутся наблюдатели 1 и 2 со скоростями 1  и 2 .  Найти 

отношение частот, которые зафиксируют наблюдатели. 

Ответ:    
1212
  . 

 

Задача 23.4.11 ([3], 3.217). Источник звука частоты 0 = 1000 

Гц движется по нормали к стенке со скоростью u = 17 см/с. На этой 

же нормали расположены два неподвижных приемника Р1 и Р2 ,  

причем последовательность расположения этих приемников и ис-

точника S такая: Р1 – S − Р2  − стенка. Какой приемник реги-

стрирует биения и какова их частота? Скорость звука   = 340 м/с. 

Ответ:   0,122
0

22

01
  uuu Гц. 

 

Задача 23.4.12 ([3], 3.219). На оси х  находятся приемник и 

источник звука частоты 0 = 2000 Гц. Источник совершает гармо-

нические колебания вдоль этой оси с круговой частотой  и ам-

плитудой а  = 50 см. При каком значении  ширина частотного 

интервала, воспринимаемого неподвижным приемником, 

 = 200 Гц? Скорость звука   = 340 м/с. 

Ответ:   34Δ11
0

2

0






   a  с–1

. 
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Задача 23.4.13 ([3], 3.220). Источник звука частотой 

0 = 1700 Гц и приемник находятся в одной точке. В некоторый 

момент источник начинает удаляется от приемника с ускорением 

а  = 10,0 м/с2. Найти частоту колебаний, воспринимаемых непо-

движным приемником через t  = 10,0 с после начала движения ис-

точника. Скорость звука   = 340 м/с. 

Ответ: 35,121
0

  at кГц. 
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ГЛАВА 24 

ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ. ОТРАЖЕНИЕ И ПРОХОЖДЕНИЕ 

ВОЛН НА ГРАНИЦЕ РАЗДЕЛА ДВУХ СРЕД. СТОЯЧИЕ 

ВОЛНЫ. МОДЫ И НОРМАЛЬНЫЕ ЧАСТОТЫ 

 

24.1. Теоретический материал 

24.1.1. Собственные колебания распределенных систем 

Собственные (свободные) колебания – колебания системы, 

предоставленной самой себе (при постоянных внешних условиях).  

Распределенная система – колебательная система с большим 

числом степеней свободы, характерные размеры которой  

cL  ,                                                                                      (24.1) 

где c – скорость распространения волнового возмущения,   – ха-

рактерное время его заметного изменения.  

Нормальные колебания (моды) – собственные гармониче-

ские колебания системы. Специальным выбором начальных усло-

вий можно возбудить в системе только одно (любое) из всех, свой-

ственных системе, нормальных колебаний. При нормальном коле-

бании системы все ее элементы колеблются с одной и той же ча-

стотой – нормальной частотой.  

Нормальные частоты – частоты нормальных колебаний. 

Нормальные частоты колебательной системы определяются ее па-

раметрами (для распределенной колебательной системы  свой-

ствами среды и граничными условиями).  

В общем случае колебания системы являются суперпозицией 

ее нормальных колебаний, которая определяется начальными усло-

виями.  

Стоячая волна – периодическое во времени синфазное коле-

бание распределенной системы с характерным пространственным 

распределением амплитуды этих колебаний – чередованием узлов 

и пучностей.  

Пучности стоячей волны – пространственные области, в ко-

торых частицы распределенной системы колеблются с максималь-

ной амплитудой.  

Узлы стоячей волны – пространственные области, в которых 

частицы распределенной системы остаются неподвижными. 
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В случае стоячих волн основной модой (тоном) называется 

мода с максимальной длиной волны и минимальной частотой. 

Остальные моды называются обертонами.  

Стоячая волна в соответствии с принципом суперпозиции вол-

новых полей (9.3) может быть представлена как результат суперпо-

зиции двух бегущих гармонических волн с одинаковыми частотой 

 , скоростью распространения c и амплитудой 0 , распространя-

ющихся навстречу друг другу (например, падающая и отраженная 

волны): 




















c

x
t

c

x
txt 21),(   

               020010 coscos  kxtkxt  

           






 








 


2
cos

2
cos2 02010102

0





 tkx  

              00 coscos   tkxC ,                                        (24.2) 

где 01  и 02  – начальные (при t = 0) фазы в точке с координатой 

0x , 02C , 
2

0102
0





  и 

2

0102
0





 , а  0cos kxC  – 

амплитуда стоячей волны. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пучности в волне в соответствии с (24.2) будут наблюдаться, в 

точках (см. рис. 24.1), координаты которых удовлетворяют усло-

вию:  

 nkx  0 , ...,3,2,1n .                                                     (24.3) 

 
),( xt  

x 

t = T/2 

t = T/6 

t = T/3 

t = 0 

Пучности 

Узлы 

Рис. 24.1. Узлы и пучности стоячей волны. 
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При этом координаты узлов (рис. 24.1) определяются соотно-

шениями:  


2

12
0




n
kx .                                                                    (24.4) 

Заметим, что между соседними узлами частицы среды колеб-

лются в фазе, при переходе через узел фаза колебания скачкооб-

разно изменяется на .  

Если ),( xt  – смещение частиц среды из положения равнове-

сия при наличии стоячей волны, то для скорости частиц среды   и 

относительной деформации   можно записать: 

    00 sincos),(  tkxCxt  

      000 sincos   tkx ,                                               (24.5) 

    00
'
x cossin  tkxCk  

      000 cossin   tkx .                                               (24.6) 

Как видим (сравни (24.5) и (24.26) с (24.2)), узлы и пучности 

для скорости и смещения совпадают, а для деформаций пучности 

совпадают с узлами смещений, а узлы  с пучностями смещений. 

Узлы и пучности в волне деформаций смещены относительно уз-

лов и пучностей в стоячей волне смещений на /4. 

В результате суперпозиции будет наблюдаться пространствен-

ное перераспределение средней энергии волн – интерференция.  

Для упругих продольных волн в твердом теле объемные плот-

ности кинетической ),(k xtw  и потенциальной ),(p xtw  энергий ча-

стиц тела, участвующих в волновом движении, и их средние значе-

ния 
T

wk
 и 

T
wp

 равны:  

    0
2

0
222

2
k sincos

2

1

2

),(
),( 


tkxC

xt
xtw  

                0
2

0
2k

0 sincos   tkxw ,                                 (24.7) 

   0
222

0
2

k
0k cos

4

1
cos

2
  kxCkx

w
w

T
,                (24.8) 

    0
2

0
222

2
p cossin

2

1

22
),( 


tkxEkC

E
xtw  
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                0
2

0
2p

0 cossin   tkxw ,                                 (24.9) 

   0
222

0
2

p
0p sin

4

1
sin

2
  kxEkCkx

w
w

T
,             (24.10) 

где  

2222p
0

k
0

2

1

2

1
EkCCww   .                                            (24.11) 

При этом средняя объемная плотность полной энергии стоячей 

волны однородно распределена в пространстве и равна: 

2222pk

4

1

4

1
EkCCwww

TTT
  .                       (24.12) 

Пучность кинетической энергии (24.7) совпадает с узлом по-

тенциальной (24.9) и наоборот. В отличие от бегущей волны, в сто-

ячей волне не происходит пространственного переноса энергии, а 

осуществляется лишь перекачка потенциальной энергии частиц, 

расположенных в области узла, в кинетическую энергию частиц, 

расположенных в области пучности, и наоборот. 

В зависимости от граничных условий в среде (в стержне, 

струне, столбе газа или жидкости) можно возбудить стоячие волны 

с определенными частотами.  

Если граница закреплена (на границе нет движения частиц 

среды), то на ней смещение частиц среды  , а также их скорости 

  и объемная плотность кинетической энергии 
kw  равны нулю. 

При этом относительная деформация  , напряжение  , изменение 

давления pδ  и объемная плотность потенциальной энергии 
pw  

принимают максимальное значение.  

Если граница свободна (на границе нет внешних сил, дей-

ствующих на частицы среды), то на ней относительная деформация 

 , напряжение  , изменение давления pΔ  и объемная плотность 

потенциальной энергии 
pw  равны нулю. При этом смещение ча-

стиц среды  , а также их скорости   и объемная плотность кине-

тической энергии 
kw  принимают максимальное значение.  
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Из граничных условий можно получить длины волн n нор-

мальных колебаний (мод), и, зная скорость распространения упру-

гих волн c, найти частоты этих мод: 
n

n

c






2
 .  

В качестве примера рассмотрим случай закрепления обоих 

концов стержня длиной L при возбуждении в нем продольных или 

поперечных упругих волн.  

Смещение частиц рассматриваемой среды при наличии стоя-

чей упругой волны происходит по закону (24.2). Поскольку оба 

конца стержня закреплены, смещение частиц на границах среды 

равно нулю: 

    0coscos)0,( 00   tCxt ,                                (24.13) 

    0coscos),( 00   tkLCLxt ,                          (24.14) 

Условия (24.13) и (24.14) должны выполняться в любой момент 

времени t, следовательно: 

  0cos 0  ;                                                                            (24.15) 

  0cos 0 kL .                                                                     (24.16) 

Раскрывая косинус суммы двух углов в (24.16) с учетом (24.4), по-

лучим:  

            0sinsinsincoscoscos 000  kLkLkLkL  . 

Из полученного соотношения непосредственно следует взаи-

мосвязь частот собственных колебаний стержня с его длиной:  

nLkn  , 



nL

n


2

, 


nL
c

n 
2

, n = 1, 2, 3, …. 

Следовательно, длины стоячих волн и частоты нормальных 

колебаний (мод) для стержня с закрепленными концами равны: 

n

L
n

2
 ,                                                                                 (24.17) 

L

c
nn

2
 .                                                                               (24.18) 

Заметим, что в случае стоячей упругой волны в стержне с дву-

мя закрепленными концами на длине стержня "укладывается" це-

лое число длин полуволн: 
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2

nnL


 .                                                                                (24.19) 

Аналогичное рассмотрение других случаев закрепления кон-

цов стержня при возбуждении в нем продольных или поперечных 

стоячих упругих волн приводит к следующим соотношениям меж-

ду длиной стержня и частотами (длинами волн) нормальных коле-

баний.  
Табл. 24.1. Длины волн и частоты нормальных колебаний в упругом  

                 стержне для различных граничных условий 

Оба конца  

закреплены 

Продольная 

2

nnL


  
n

L
n

2
  

L

c
nn

2
  

Поперечная 

Один конец  

закреплен 

Продольная 

4
)12( nnL


  
12

4




n

L
n  

L

c
nn

4
)12(   

Поперечная 

Оба конца  

свободны 

Продольная 
2

nnL


  
n

L
n

2
  

L

c
nn

2
  

Поперечная nnL   
n

L
n   

L

c
nn   

Закрепление 

в центре 

Продольная 

2
)12( nnL


  
12

2




n

L
n  

L

c
nn

2
)12(   

Поперечная 

 

24.2. Основные типы задач и методы их решения 

Большинство задач по теме "Граничные условия. Отражение и 

прохождение волн на границе раздела двух сред. Стоячие волны. 

Моды и нормальные частоты" можно условно отнести к следую-

щим типам или их комбинациям: 

1) граничные условия, отражение и прохождение волн на гра-

нице раздела двух сред; 

2) стоячие волны, моды и нормальные частоты. 

При решении задачи необходимо последовательно реализовать 

следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  
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1. Нарисовать чертеж, если это необходимо для решения зада-

чи. 

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систе-

му координат (из соображений удобства). 

3. Изобразить и обозначить характеристики волн.  

4. Выбрать модели волн и характер их распространения (если 

это не сделано в условии задачи). 

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

1. Записать законы распространения: 

а) волн смещения,  

б) волн скорости, 

в) волн ускорения, 

г) волн деформации. 

2. Записать начальные и граничные условия. 

3. Записать уравнения, связывающие различные характеристи-

ки волн. 

4. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи (например, заданные соотношения между 

характеристиками системы). 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 

1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть характерные случаи, установить об-

ласть применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

Примечание. 

Пункты II.1 – II.3 можно выполнять в той или иной последова-

тельности в зависимости от типа задачи.  

 

24.3. Примеры решения задач 

Задача 24.3.1. Стальная струна длиной L = 110 см, плотностью 

 = 7,8 г/см3 и диаметром d = 1 мм натянута между полюсами элек-

тромагнита. При пропускании по струне переменного тока часто-

той  = 256 Гц в ней возбуждается упругая поперечная волна, при-
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чем на длине струны "укладывается" n = 5 полуволн. Найти силу 

натяжения струны.  

 

Решение 

I. Будем считать, что относительное изменение силы натяже-

ния струны, вызванное упругой поперечной волной, пренебрежимо 

мало. Задачу решаем в лабораторной системе отсчета, ось X декар-

товой системы координат которой направим вдоль струны (см. 

рис. 24.2). 

 

 

 

 

 

 

 

II. Запишем взаимосвязь скорости распространения упругих 

поперечных волн в струне и силы натяжения струны  

S

T
c


 ,                                                                                (24.20) 

где площадь поперечного сечения струны S равна: 

4

2d
S


 .                                                                                 (24.21) 

Для нахождения искомой силы натяжения струны необходимо 

определить скорость распространения упругих поперечных волн в 

струне (см. (24.20)).  

По условию задачи на длине струны "укладывается" n полу-

волн: 

2


nL  .                                                                                  (24.22) 

Частота колебаний и длина волны связаны соотношением:  




c
 .                                                                                     (24.23) 

III. Решая систему уравнений (24.20)  (24.23), получим иско-

мую силу натяжения струны: 

Рис. 24.2. Струна, закрепленная с двух концов. 

 

X 0 L 
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2

222

n

Ld
T


 .                                                                      (24.24) 

Подставляя численные значения заданных в условии задачи 

физических величин, входящих в (24.24), окончательно получим: 

Н7,77T . 

Ответ: Н7,77
2

222


n

Ld
T


. 

 

Задача 24.3.2. Найти частоты n , на которых будет резониро-

вать труба длиной L = 1,7 м, закрытая с одного конца, если ско-

рость звука в воздухе равна c = 340 м/с.  

 

Решение 

I. Частоты, на которых будет резонировать труба, совпадают с 

частотами нормальных колебаний частиц воздуха в трубе, образу-

ющих стоячие волны.  

Выберем декартову систему координат лабораторной системы 

отсчета, связанной с трубой, ось X которой направим вдоль трубы 

(см. рис. 24.3).  

 

 

 

 

 

 

 

II. Запишем уравнение стоячей волны (см. (24.2)): 

   00 2coscos),(   tkxCxt .                                  (24.25) 

Поскольку у закрытого конца трубы частицы не испытывают 

смещения из положения равновесия, то в любой момент времени: 

    02coscos)0,( 00   tCt .                                    (24.26) 

Частицы, находящиеся вблизи открытого конца трубы, испы-

тывают одинаковое максимальное смещение из положения равно-

весия. При этом не происходит изменение плотности воздуха. Сле-

довательно, можно записать:  

Рис. 24.3. Труба, закрытая с одного конца. 

 

X 0 L 
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0
),(Δ







 LxLx
x

xt




.                                                   (24.27) 

Подставляя результат дифференцирования (24.25) по x в 

(24.27), получим: 

    02cossin
),(

00 









tkLkC
x

xt

Lx

.                   (24.28) 

III. Решая совместно систему уравнений (24.26) и (24.28) для 

любого момента времени, получим: 

0
2

cos 







L

c


.                                                                     (24.29) 

Следовательно, искомые частоты нормальных колебаний ча-

стиц воздуха в трубе, на которых резонирует труба, равны: 

L

c
nn

4
)12(  , n = 1, 2, 3, ….                                            (24.30) 

Заметим, что такими же собственными частотами обладает 

стержень, закрепленный с одного конца (см. табл. 24.1).  

Для длин стоячих волн, соответствующих этим нормальным 

колебаниям, можно записать: 

12

4




n

L
n  или 

4
)12( nnL


 .                                           (24.31) 

Полученное соотношение (24.31) означает, что при образова-

нии стоячей волны в трубе, закрытой с одного конца, на длине тру-

бы должно "укладываться" нечетное число четвертей длин волн.  

Подставляя численные значения заданных в условии задачи 

физических величин, входящих в (24.30), получим искомые значе-

ния частот, на которых будет резонировать труба: 

Гц)10050( nn  .  

Ответ: Гц)10050( nn  . 

 

Задача 24.3.3. (Почему рыбы нас слышат, а мы их – нет?) На 

плоскую границу раздела двух сред нормально падает плоская зву-

ковая волна. Найти амплитуды прошедшей и отраженной волн 

смещений и напряжений (давлений) при заданной амплитуде сме-

щения падающей волны 0i . Как отличаются фазы указанных волн 
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на границе раздела? Считать известными скорости звуковых волн в 

двух средах с1 и с2, а также плотности этих сред ρ1 и ρ2. Произвести 

численные оценки в двух случаях: при переходе волны из воздуха в 

воду и из воды в воздух. Плотность воды и воздуха принять рав-

ными ρ1 = 1 г/см3 и ρ2 = 1,3 кг/м3. Скорость звука в воде равна 

с1 = 1500 м/с, в воздухе – с2 = 340 м/с. 

 

Решение 

I. При падении звуковой волны на границу раздела двух сред 

возникает волна, прошедшая во вторую среду, и волна, отраженная 

от границы раздела. Выберем лабораторную инерциальную систе-

му отсчета, ось X декартовой системы координат которой совпада-

ет с направлением волнового вектора падающей волны k1. Начало 

отсчета по оси X выберем на границе раздела. Частоты всех трех 

указанных волн совпадают ωi = ωr = ωd = ω, а длины волн различа-

ются вследствие различия скоростей звуковых волн в разных сре-

дах. Здесь и далее индекс i относится к падающей волне (incident), 

r – к отраженной (reflected), d – к прошедшей (diffracted). Волновой 

вектор отраженной волны противоположен волновому вектору па-

дающей волны при нормальном падении, а направления волновых 

векторов прошедшей k2 и падающей волн k1 в этом случае совпа-

дают. Модули волновых векторов падающей и отраженной волн 

равны между собой и отличаются от модуля прошедшей во вторую 

среду волны. Индексы 1 и 2 в обозначениях физических величин 

относятся к первой и второй среде соответственно. 

II. Запишем закон изменения смещений частиц среды при рас-

пространений плоских волн: 

 xktxt ii 10 cos),(   ,                                                      (24.32) 

 110 cos),(   xktxt rr ,                                              (24.33) 

 220 cos),(   xktxt dd .                                            (24.34) 

Здесь 1  – разность фаз падающей и отраженной волн на границе 

раздела сред, 2 – разность фаз падающей и прошедшей волн на 

границе раздела; 0r  и 0d  – амплитуды смещений в отраженной и 

прошедшей волнах. 
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Запишем условие непрерывности волны смещений на границе 

раздела двух сред: 

)0,()0,()0,(  xtxtxt dri  .                                   (24.35) 

Сначала будем считать, что продольная звуковая волна падает 

на границу раздела двух твердых тел. Запишем условие равенства 

напряжений на границе раздела: 

)0,()0,()0,(  xtxtxt dri  .                                 (24.36) 

Напряжение, возникающее в твердом теле при распростране-

нии упругой волны, связано законом Гука с относительной дефор-

мацией: 

x

xt
Ext






),(
),(


 .                                                                (24.37) 

Здесь E – модуль Юнга.  

Скорость продольной упругой волны в твердом теле определя-

ется выражением: 



E
c  ,                                                                                  (24.38) 

где ρ – плотность среды. 

III. Подставляя (24.32) – (24.34) в (24.35), получаем связь ам-

плитуд смещений частиц среды при распространении падающей, 

отраженной и преломленной волн: 

     20100 coscoscos   ttt dri ,                    (24.39) 

Дифференцируя (1) – (3) по пространственной координате, по-

лучаем выражения для волн деформаций: 

   xkt
c

xktk
x

xt
ii

i
10

1

101 sinsin
),(











,                (24.40) 

 



1101 sin

),(



xktk

x

xt
r

r  

                110

1

sin 


 xkt
c

r ,                                     (24.41) 

 



2202 sin

),(



xktk

x

xt
d

d  

                220

2

sin 


 xkt
c

d ,                                      (24.42) 
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Подставляя полученные выражения (24.40) – (24.42) в закон 

Гука (24.37), легко преобразовать уравнение (24.36) к виду: 

      20

2

2
100

1

1 sinsinsin   t
c

E
tt

c

E
dri .         (24.43) 

Соотношения (24.39) и (24.43) должны выполняться в любой 

момент времени, следовательно, коэффициенты при tsin  и tcos  

в этих выражениях должны быть равны нулю. Раскрывая в (24.39) 

и (24.43) косинусы и синусы суммы двух углов и, приравнивая ну-

лю коэффициенты при tsin  и tcos , получаем четыре уравне-

ния: 

20100 coscos  dri  ,                                                    (24.44) 

2010 sinsin  dr  ,                                                             (24.45) 

20

21

12
100 coscos  dri

cE

cE
 ,                                     (24.46) 

20

21

12
10 sinsin  dr

cE

cE
 .                                                    (24.47) 

Поскольку амплитуды падающей, отраженной и прошедшей 

волн отличны от нуля, то из уравнений (24.45) и (24.47) следует, 

что 

0sin 1   и 0sin 2  .                                                          (24.48) 

Вычитая из уравнения (24.44) уравнение (24.46), получаем: 

20

21

12
0 cos12  di

cE

cE










 .                                                   (24.49) 

Поскольку амплитуды волн являются положительными вели-

чинами, а 0sin 2   (в соответствии с (24.48)), то из (24.49) следу-

ет, что: 

1cos 2  .                                                                            (24.50) 

Следовательно, разность фаз 2  падающей и прошедшей волн 

на границе раздела двух сред равна нулю. 

Подставляя (24.50) в (24.49), получаем выражение для ампли-

туды прошедшей во вторую среду волны: 
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0
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iid

c

c

cE

cE













 ,                                           (24.51) 

При записи (24.51) было учтено выражение (24.38) для скоро-

сти продольной звуковой волны в твердом теле. Произведение ско-

рости звука на плотность среды cρ называется акустическим волно-

вым сопротивлением.  

Подставляя выражение (24.51) для амплитуды прошедшей 

волны в (24.44), получаем: 

11

22

0
100

1

2
cos








c

c
i

ri



 .                                                     (24.52) 

Преобразуем выражение (24.52): 

0

11

22

11

22

10

1

1

cos ir

c

c

c

c

















 .                                                        (24.53) 

В соответствии с (24.48) 1cos 1  . Следовательно, если 

1
11

22 




c

c
, то 1cos 1   и 01  , а если 1

11

22 




c

c
, то 1cos 1   и 

 1 . Таким образом, если акустическое волновое сопротивление 

второй среды меньше, чем первой, то отраженная волна сохраняет 

фазу падающей на границу раздела волны. Если акустическое вол-

новое сопротивление второй среды больше, чем первой, то фаза 

отраженной волны отличается на границе раздела от фазы падаю-

щей волны на π.  

Окончательно, для искомой амплитуды отраженной волны по-

лучаем выражение: 

0

2211

2211
0 ir

cc

cc










 .                                                             (24.54) 

Как видим, если звуковая волна падает на границу раздела 

сред с одинаковым акустическим волновым сопротивлением, то 

отраженной волны не будет. 
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Амплитуды волн деформаций отличаются от амплитуд волн 

смещений множителем 
c

E
 (см. (24.37), (24.40) – (24.42)). Следо-

вательно, отношение амплитуд смещений в отраженной и падаю-

щей волне равно отношению амплитуд напряжений, так как эти 

волны распространяются в одной среде. Используя выражение 

(24.51), получим отношение амплитуд напряжений в прошедшей и 

падающей волне: 

22

1121

12

0

0

0

0

1

2
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ccE

cE

i

d

i

d



 .                                                    (24.55) 

Задача решена в случае падения звуковой волны на границу 

раздела двух твердых тел. Если волна падает на границу раздела 

жидких или газообразных сред, в решении задачи следует заменить 

условие равенства напряжений на границе раздела (24.36) условием 

равенства давлений, а также использовать соответствующие фор-

мулы для скоростей звука в жидкостях и газах.  

В случае падения плоской звуковой волны на границу раздела 

жидкость – газ амплитуда смещения в прошедшей волне определя-

ется выражением, полностью совпадающим с (24.51): 

11

220

0

1

2







c

c
i

d



 ,                                                                       (24.56) 

Подставляя численные значения, заданные в условии задачи, 

получаем, что при распространении звуковой волны из воды в воз-

дух )ссм/(г102,14 24
11 c , )ссм/(г43 2

22 c  отношение ампли-

туд смещений равно 

2

воздухвода0

0 













i

d




, 

а при распространении из воздуха в воду 

4

водавоздух0

0 106 

















i

d




. 

В случае падения плоской звуковой волны на границу раздела 

жидкость – газ отношение амплитуд давления в прошедшей волне 
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к амплитуде давления в падающей волне определяется выражени-

ем, полностью совпадающим с (24.55): 

22

110

0

1

2





c

cp

p

i

d



 .                                                                      (24.57) 

Подставляя численные значения, заданные в условии задачи, 

получаем, что при падении звуковой волны на границу раздела во-

да – воздух отношение амплитуд давлений равно: 

4

воздухвода0

0 106 

















i

d

p

p
. 

При падении звуковой волны на границу раздела воздух – вода 

отношение амплитуд давлений равно: 

2

водавоздух0

0 













i

d

p

p
. 

Правы рыбаки, когда не разрешают шуметь около своей удоч-

ки: амплитуда давления в прошедшей из воздуха в воду волне в два 

раза больше амплитуды давления в падающей волне.  

Заметим также, что амплитуда давления в прошедшей из воз-

духа в воду волне на четыре порядка превосходит амплитуду дав-

ления в волне, прошедшей из воды в воздух при одинаковых ам-

плитудах падающих волн.  

Ответ: 0
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 . 

 

Задача 24.3.4. В однородном стержне плотностью ρ и площа-

дью сечения S установилась стоячая волна    tkxAxt  cossin),(  . 

Найти полную механическую энергию, заключенную между сече-

ниями, через которые проходят соседние узлы смещения. Считать 
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заданными амплитуду волны A, круговую частоту ω и волновое 

число k. 

 

Решение 

I. Задачу решаем в лабораторной системе отсчета, ось X декар-

товой системы координат которой направим вдоль стержня, а нача-

ло координат совместим с одним из его концов. 

II. В соответствии с условием задачи смещение частиц среды 

при наличии стоячей волны происходит по закону: 

   tkxAxt  cossin),(  .                                                      (24.58) 

Объемная плотность кинетической энергии частиц тела, участ-

вующих в волновом движении, равна: 
22

k

22
),( 














t
xtw


.                                                    (24.59) 

Здесь υ – скорость частиц среды. 

Объемную плотность потенциальной энергии запишем в виде: 
22

p

22
),( 














x

EE
xtw


,                                                    (24.60) 

где ε – относительная деформация, E – модуль Юнга. 

Скорость продольной упругой волны в твердом теле определя-

ется выражением: 



E
c  .                                                                                  (24.61) 

Как видим из (24.58), в точке с координатой x = 0 находится 

узел смещения. Следовательно, соседний узел смещения располо-

жен в точке с координатой x = λ/2 (λ – длина волны). Искомую пол-

ную механическую энергию, заключенную между сечениями, через 

которые проходят соседние узлы смещения, определим, интегрируя 

выражения (24.59) и (24.60) по объему: 

  
2/

0

pk d),(),(


xSxtwxtwW ,                                               (24.62) 

где   – длина волны.  

III. Определим скорость частиц среды, дифференцируя по вре-

мени выражение (24.58) для смещения: 
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   tkxA
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sinsin



.                                                      (24.63) 

Относительную деформацию найдем, дифференцируя (24.58) 

по пространственной координате x: 

   tkxAk
x




coscos



.                                                        (24.64) 

Подставляя (24.63) и (24.64) в (24.59) и (24.60), получим выра-

жения для объемных плотностей кинетической и потенциальной 

энергий: 

   
2

sinsin
),(

2222
k tkxA

xtw


 ,                                       (24.65) 

   
2

coscos
),(

2222
p tkxkEA

xtw


 .                                       (24.66) 

Подставляя (24.65) и (24.66) в (24.62) и интегрируя по про-

странственной координате x в пределах от одного узла смещения 

до соседнего (от x = 0 до x = λ/2), получаем искомое выражение для 

полной механической энергии: 

          
2/

0

222222
2

dcoscossinsin
2



 xStkxEktkx
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2/
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dcos2cos1sin2cos1
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SA
tEkt
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4
cossin

8

22
2222

2 
  .            (24.67) 

При выводе (24.67) учтено выражение для скорости звука (24.61). 

Как видим, полная механическая энергия, заключенная между 

сечениями, через которые проходят соседние узлы смещения, не 

зависит от времени, что означает отсутствие потока энергии через 

узлы смещения в стоячей волне. 

Ответ: 
k

SA
W

4

22 
 . 
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Задача 24.3.5. В трубе, открытой с одного конца, возбудили 

колебания воздуха на основном тоне с круговой частотой ω и мак-

симальной амплитудой смещения Amax. Найти максимальное и 

среднее за период значения кинетической энергии воздуха в трубе. 

 

Решение 

I. Задачу решаем в лабораторной системе отсчета, ось X декар-

товой системы координат которой направим вдоль трубы. Начало 

отсчета совместим с закрытым концом трубы. 

II, III. Запишем уравнение стоячей волны (24.2):  

   00max coscos),(   tkxAxt .                                 (24.68) 

Здесь k – волновое число,  – угловая частота. 

Для нахождения 0 воспользуемся граничными условиями. 

Поскольку у закрытого конца трубы частицы не испытывают сме-

щения из положения равновесия, то в любой момент времени: 

    0coscos)0,( 00max   tAt .                                   (24.69) 

Частицы, находящиеся вблизи открытого конца трубы, испы-

тывают одинаковое максимальное смещение из положения равно-

весия. При этом не происходит скачкообразного изменения плот-

ности воздуха:  

0
),(Δ







 LxLx
x

xt




.                                                    (24.70) 

Подставляя результат дифференцирования (24.68) по x в 

(24.70), получим: 

    0cossin
),(

00max 









tkLkA
x

xt

Lx

.                (24.71) 

Условие (24.69) должно выполняться в любой момент времени 

t, следовательно: 

  0cos 0  .                                                                            (24.72) 

Решая совместно систему уравнений (24.71) и (24.72) для лю-

бого момента времени, получим: 

  0cos kL .                                                                             (24.73) 

Преобразуем уравнение стоячей волны (24.68) с учетом 

(24.72): 
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   0max cossin),(   tkxAxt .                                          (24.74) 

Кинетическая энергия бесконечно малого объема воздуха в 

трубе равна 

x
t

Wk Sd
2

1
d

2
















 ,                                                            (24.75) 

где ρ – плотность воздуха.  

Кинетическую энергию всех частиц воздуха в трубе можно 

найти, интегрируя (24.75) по длине трубы: 
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2
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 .                                                            (24.76) 

Дифференцируя (24.74) по времени, получаем выражение для 

скорости частиц при возбуждении стоячей волны: 

 0max sinsin
),(




















t

c

x
A

t

xt
.                                (24.77) 

Подставляя (24.77) в (24.76) и интегрируя полученное соотно-

шение, окончательно получаем выражение для кинетической энер-

гии воздуха в трубе: 

 0
22

max
2 sin

4

1
  tAmWk .                                              (24.78) 

Как видим, искомое значение максимальной кинетической 

энергии частиц воздуха в трубе равно: 

2
max

2max

4

1
AmWk  .                                                                (24.79) 

Усредняя (24.78) за период, получаем среднее значение кине-

тической энергии: 

2
max

2

8

1
AmWk  .  

Ответ: 
2
max

2max

4

1
AmWk  , 2

max
2

8

1
AmWk  . 

 

Задача 24.3.6. Плоская звуковая волна падает под углом α = 2º 

на плоскую границу раздела сред воздух – стекло. Определить 

направление распространения преломленной волны. Модуль Юнга 
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для стекла принять равным  E = 6,9·1010 Па, плотность стекла равна 

ρ = 2,6·103 кг/м3, температура воздуха t = 20ºC. 

 

Решение 

I. Задача может быть решена в рамках геометрической акусти-

ки – упрощенной теории распространения звука, пренебрегающей 

дифракционными явлениями. Геометрическая акустика применима, 

если размеры препятствий существенно превосходят длину волны 

звука. В этом случае преломление звука можно рассматривать как 

преломление звуковых лучей, для которых справедлив закон 

Снеллиуса. По аналогии с геометрической оптикой можно ввести 

относительный показатель преломления двух сред, равный отно-

шению скоростей звука в этих средах. 

II. Скорость продольной упругой волны в стекле определяется 

выражением (22.15) Главы 22: 



E
c ст ,                                                                               (24.80) 

где ρ – плотность среды, Е – модуль Юнга. 

Скорость упругой волны в воздухе в случае адиабатического 

процесса распространения волны запишем в соответствии с фор-

мулой (22.31) Главы 22:  

0

0
в




P
c  ,                                                                             (24.81) 

где VP cc /  – показатель адиабаты, сP и cV – теплоемкости при 

постоянных давлении и объеме газа соответственно, 0P  – давление 

в отсутствие волны.  

Считая воздух идеальным двухатомным газом и используя 

уравнение Клапейрона – Менделеева (уравнение состояния идеаль-

ного газа), преобразуем (24.81) к виду: 



RT
c в .                                                                             (24.82) 

Здесь µ – молярная масса, R – универсальная газовая постоянная, Т 

– абсолютная термодинамическая температура. 

В соответствии с законом преломления (законом Снеллиуса) 

угол преломления β связан с углом падения соотношением: 
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ств

sinsin

cc


 .                                                                         (24.83) 

Получена полная система уравнений (24.80), (24.82) и (24.84) 

для определения искомого угла преломления звуковой волны. 

III. Подставляя (24.80) и (24.82) в (24.83), находим выражение 

для синуса угла преломления: 











)273(
sinsinsin




tR

E

RT

E
.                          (24.84) 

Подставляя в (24.84) численные значения величин, заданные в 

условии задачи, а также молярную массу воздуха µ = 29 г/моль и 

показатель адиабаты для двухатомного газа γ = 1,4, получаем: 

 β ≈ 31º. 

Как видим, угол преломления значительно больше угла паде-

ния звуковой волны, поскольку скорость звука в стекле существен-

но превосходит скорость звука в воздухе. 

Ответ: 





)273(
sinsin




tR

E
≈ 31º. 

 

Задача 24.3.7. Определить предельный угол полного внутрен-

него отражения звуковой волны на границе раздела двух сред: 

стекло – воздух. Модуль Юнга для стекла принять равным  

E = 6,9·1010 Па, плотность стекла равна ρ = 2,6·103 кг/м3, темпера-

тура воздуха t = 20ºC. 

 

Решение 

I. Задачу решаем в рамках геометрической акустики аналогич-

но Задаче 24.3.6. Как было показано, ввиду существенного разли-

чия скоростей звуковых волн в воздухе и стекле, угол преломления 

значительно превосходит угол падения при распространении зву-

ковой волны из воздуха в стекло. Существует предельный угол, 

при падении под которым преломленный луч оказывается сколь-

зящим вдоль границы раздела сред. При падении волны под углом, 

бóльшим предельного, происходит явление полного внутреннего 

отражения. Звуковая волна при этом не проходит во вторую среду. 
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II. В соответствии с законом преломления угол преломления β 

связан с углом падения соотношением: 

ств

sinsin

cc


 .                                                                         (24.85) 

Скорость продольной звуковой волны в стекле определяется 

выражением (22.15) Главы 22: 



E
c ст .                                                                               (24.86) 

Здесь ρ – плотность среды, Е – модуль Юнга. 

Скорость акустической волны в воздухе в случае адиабатиче-

ского процесса распространения волны (см. 24.82) равна: 



RT
c в .                                                                             (24.87) 

Здесь µ – молярная масса, R – универсальная газовая постоянная, Т 

– абсолютная термодинамическая температура. 

При падении звуковой волны под предельным углом прелом-

ленный луч оказывается скользящим: 

1sin  ,  
2


  .                                                                  (24.88) 

Получена полная система уравнений (24.85) – (24.88) для 

определения угла полного внутреннего отражения. 

III. Подставляя соотношения (24.86) – (24.88) в закон прелом-

ления (24.85), получаем выражение для предельного угла падения: 

E

tR

E

RT










)273(
arcsinarcsinпред


 .                     (24.89) 

Подставляя в (24.89) численные значения величин, заданные в 

условии задачи, а также молярную массу воздуха µ = 29 г/моль и 

показатель адиабаты для двухатомного газа γ = 1,4, получаем: 

пред ≈ 3,84º. 

Ответ: 
E

tR






)273(
arcsinпред


 ≈ 3,84º. 
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Задача 24.3.8. В стержне с одним закрепленным концом воз-

будили стоячую волну. Нарисовать графики зависимостей смеще-

ний, скоростей и деформаций от пространственной координаты для 

основного тона и первого обертона в моменты времени t1 = 0 и 

t2 = T/4 (T – период волны). 

 

Решение 

I. Задачу решаем в лабораторной системе отсчета, ось X декар-

товой системы координат которой направим вдоль стержня, а нача-

ло координат совместим с его закрепленным концом. 

II, III. Запишем уравнение стоячей волны (24.2):  

   00max coscos),(   tkxAxt .                                 (24.90) 

Здесь k – волновое число,  – угловая частота. 

Для нахождения 0 воспользуемся граничными условиями. 

Поскольку у закрепленного конца частицы стержня не испытывают 

смещения из положения равновесия, то в любой момент времени: 

    0coscos)0,( 00max   tAt .                                   (24.91) 

Условие (24.91) должно выполняться в любой момент времени 

t, следовательно: 

  0cos 0  .                                                                            (24.92) 

Частицы, находящиеся вблизи незакрепленного конца, испы-

тывают одинаковое максимальное смещение из положения равно-

весия:  

0
),(






Lxx

xt
.                                                                      (24.93) 

Подставляя результат дифференцирования (24.90) по x в 

(24.93), получим: 

    0cossin
),(

00max 









tkLkA
x

xt

Lx

.                (24.94) 

Условие (24.94) должно выполняться в любой момент времени 

t, следовательно: 

  0sin 0 kL .                                                                     (24.95) 

Преобразуя соотношения (24.92) и (24.95) для любого момента 

времени, получим: 

  0cos kL .                                                                             (24.96) 
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Следовательно, частоты нормальных колебаний частиц стерж-

ня с одним закрепленным концом, равны: 

L

c
nn

4
)12(  , n = 0, 1, 2, …                                              (24.97) 

Для длин стоячих волн, соответствующих этим нормальным 

колебаниям, можно записать: 

12

4




n

L
n  или 

4
)12( nnL


 .                                           (24.98) 

Полученное соотношение (24.97) означает, что при образова-

нии стоячей волны в стержне с одним закрепленным концом, на его 

длине должно "укладываться" нечетное число четвертей длин волн.  

Уравнение стоячей волны (24.90) с учетом (24.92) принимает 

вид: 

   0max cossin),(   tkxAxt .                                          (24.99) 

Пусть в момент времени t1 = 0 фаза 00  . Это допущение не 

нарушает общности дальнейших рассуждений, но упрощает по-

строение графиков. Окончательно закон смещения частиц стержня 

от положения равновесия в случае закрепления одного из его кон-

цов принимает вид: 

   tkxAxt  cossin),( max .                                                (24.100) 

Дифференцируя (24.100) по времени, получаем выражение для 

волны скоростей: 

   tkxAxt  sinsin),( max .                                            (24.101) 

Дифференцируя (24.100) по пространственной координате, по-

лучаем выражение для волны деформаций: 

   tkxkAxt  coscos),( max .                                              (24.102) 

В момент времени t1 = 0 скорость всех частиц стержня стано-

вится равной нулю (см. (24.101)), а зависимости ξ(x) и ε(x) для ос-

новного тона (n = 0 в формуле (24.98)) первого обертона (n = 1 в 

формуле (24.98)) изображены на рис. 24.4 и рис. 24.5 соответствен-

но. 

В момент времени t2 = T/4 смещение всех частиц стержня и 

деформация обращаются в ноль (см. (24.100) и (24.102)), а зависи-

мость скорости частиц υ(x) для основного тона и первого обертона 

изображены на рис. 24.6 и рис. 24.7 соответственно. 
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Ответ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 24.4. Зависимости ξ(x) и ε(x) для основного 

                 тона в момент времени t = 0. 
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Рис. 24.5. Зависимости ξ(x) и ε(x) для первого 

                 обертона в момент времени t = 0. 
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Рис. 24.7. Зависимость скорости частиц стержня υ(x) для 

                 первого обертона в момент времени t = T/4. 
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Рис. 24.6. Зависимость скорости частиц стержня υ(x) 

                для основного тона в момент времени t = T/4. 
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24.4. Задачи для самостоятельного решения 

 

Задача 24.4.1 ([2], 705). Какова длина струны L, если при уко-

рочении ее на 10 см частота колебаний повышается в полтора раза? 

Натяжение струны остается неизменным.  

Ответ: L = 30 см.  

 

Задача 24.4.2 ([2], 709). Стержень с закрепленными концами 

имеет длину l = 1 м. При трении стержень издает звук, основная 

частота которого ν0 = 700 Гц. Какова скорость звука в стержне? Ка-

кие обертоны может иметь звук, издаваемый стержнем?  

Ответ: с = 2ν0l = 1400 м/с. Обертоны ν = kν0, k = 2, 3, …  

 

Задача 24.4.3 ([2], 710). Две струны имеют одинаковую длину 

и натяжение. Как относятся периоды их собственных колебаний, 

если диаметр одной струны в два раза больше диаметра другой? 

Струны сделаны из одного материала.  

Ответ: Период колебаний тонкой струны в два раза меньше.  

 

Задача 24.4.4 ([2], 711). Как следует изменить натяжение 

струны, чтобы она давала тон в три раза более низкий?  

Ответ: Уменьшить в девять раз.  

 

Задача 24.4.5 ([2], 714). Струна звучит с частотой 400 Гц. В 

каком месте и как следует зажать струну, чтобы она звучала с ча-

стотой: а) 800 Гц; б) 1200 Гц? Можно ли, зажимая струну понизить 

частоту ее звучания?  

Ответ: а) зажать струну на очень коротком участке в сере-

дине; б) зажать на расстоянии 1/3 от конца. Понизить тон звучания 

таким способом невозможно.  

Задача 24.4.6 ([3], 4.193 ). На струне длиной l = 120 см образо-

валась стоячая волна, причем все точки струны с амплитудой сме-

щения 3,5 см отстоят друг от друга на 15 см. Найти максимальную 

амплитуду смещения amax . Какому обертону соответствуют эти 

колебания?  

Ответ: amax = 5 мм; третьему обертону.  
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Задача 24.4.7 ([3], 4.194). Найти отношение частот основного 

тона двух одинаковых струн после того, как одну из них упруго 

растянули на η1 = 2%, а другую на  η2 = 4% . 

Ответ: .4,1
)1(
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Задача 24.4.8. В стержне с двумя закрепленными концами 

возбудили стоячую волну. Изобразить графики зависимостей сме-

щений ξ(t), скоростей υ(t) и деформаций ε(t) от времени в двух точ-

ках, отстоящих друг от друга на расстояние λ/2.  

 

Задача 24.4.9. В стержне с одним закрепленным концом воз-

будили стоячую волну. Изобразить графики зависимостей смеще-

ний ξ(t), скоростей υ(t) и деформаций ε(t) от времени в двух точках, 

отстоящих друг от друга на расстояние λ/2.  

 

Задача 24.4.10. В трубе, открытой с двух концов, возбудили 

стоячую волну. Изобразить графики зависимостей смещений ξ(t), 

скоростей υ(t) и деформаций ε(t) от времени в двух точках, отстоя-

щих друг от друга на расстояние λ/2. 
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ГЛАВА 25 

МЕХАНИКА СПЛОШНЫХ СРЕД. ДЕФОРМАЦИИ 

 

25.1. Теоретический материал 

Деформация – изменение взаимного расположения матери-

альных точек тела, вызванное внешним воздействием, которое 

приводит к искажению формы и размеров тела и вызывает измене-

ние сил взаимодействия между материальными точками, т.е. появ-

ление напряжений. 

Деформацию любого элементарного объема тела можно свести 

к растяжению (сжатию) и сдвигу.  

Упругая деформация – деформация, которая возникает и ис-

чезает одновременно с внешним воздействием и не сопровождается 

рассеянием энергии.  

Деформация растяжения, относительное удлинение. При 

внешнем воздействии вдоль стержня (бруска, пружины, резинового 

шнура) возникает его растяжение (сжатие) (см. рис. 25.1). В этом 

случае деформацию описывают относительным удлинением (сжа-

тием) стержня: 

00

0 Δ

l

l

l

ll



                                                                           (25.1) 

где 
0

Δ lll   – удлинение стержня, l и l0 – длина стержня в дефор-

мированном и недеформированном состояниях. При этом растяже-

нию стержня соответствует 0 , а сжатию – 0 .  

 

 

 

 

 

 

 

 

Деформация поперечного сжатия, коэффициент Пуассона. 

В случае растяжения (сжатия) стержня наблюдается поперечная 

деформация – уменьшение (увеличение) его поперечных размеров. 

При этом отношение относительного поперечного сжатия стержня 

 

l0 
F  

l 

d0 d 

X 

Y 

Рис. 25.1. Деформация растяжения. 
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к его относительному удлинению зависит только от материала 

стержня и называется коэффициентом Пуассона:  




  .                                                                                  (25.2) 

Здесь  – коэффициент Пуассона, 
00

0 Δ

d

d

d

dd



  – относитель-

ное изменение поперечных размеров стержня, d и d0 – поперечный 

линейный размер стержня в деформированном и недеформирован-

ном состояниях (см. рис. 25.1). 

Деформация сдвига, 

угол сдвига. При внешнем 

воздействии поверхностных 

касательных сил возникает 

деформация сдвига (см. 

рис. 25.2), которая описыва-

ется величиной 

 tg ,                   (25.3) 

где  – угол сдвига.  

Абсолютно упругое тело – тело, которое после снятия внеш-

него воздействия полностью восстанавливает свою форму и объем.  

Нормальное напряжение – физическая величина, равная от-

ношению нормальной проекции силы 
n

F , действующей на поверх-

ность, к ее площади S: 

S

Fn ,  
2м

Н
 .                                                                   (25.4) 

Закон Гука. Коэффициент и модуль упругости. При малых 

упругих деформациях растяжения величина деформации пропор-

циональна величине вызывающей ее силы F (нормального напря-

жения ). 

Для деформации растяжения (сжатия):  

F
k

l
1

Δ  ,                                                                                  (25.5) 

где k – коэффициент упругости (жесткости) стержня;  
м

Н
k .  

Для деформации растяжения (сжатия) однородного упругого 

стержня с постоянным вдоль стержня сечением: 

Рис. 25.2. Деформация сдвига. 

 

F 

F 
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E

1
 .                                                                                   (25.6) 

Здесь E – модуль упругости (Юнга) материала стержня;  
2м

Н
E .  

Касательное напряжение – физическая величина, равная от-

ношению тангенциальной проекции силы F , действующей на по-

верхность, к ее площади S: 

S

F
  ,  

2м

Н
 .                                                                 (25.7) 

Закон Гука и модуль сдвига. При малых упругих деформа-

циях сдвига величина деформации пропорциональна величине вы-

зывающей ее касательной силы F  (касательного напряжения  ): 


 

GS

F

G

11
 ,                                                                    (25.8) 

где G – модуль сдвига материала тела;  
2м

Н
G .  

Взаимосвязь относительного изменения объема и дефор-

мации удлинения. При малых деформациях: 

)21(
Δ

0

 
V

V
,                                                                       (25.9) 

где 0
Δ VVV   – изменение объема тела, V и V0 – объем тела до и 

после всестороннего сжатия, 

Взаимосвязь угла сдвига и деформации удлинения. При ма-

лых деформациях: 

)1(   .                                                                           (25.10) 

Взаимосвязь модуля сдвига с модулем Юнга.  

)1(2 


E
G .                                                                          (25.11) 

Закон Гука и модуль всестороннего сжатия. При малом 

одинаковом всестороннем упругом сжатии величина относительно-

го изменения объема тела пропорциональна величине нормального 

напряжения  : 


KV

V 1

0




,                                                                             (25.12) 
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где K – модуль всестороннего сжатия тела;  
2м

Н
K .  

Взаимосвязь модуля всестороннего сжатия с модулем Юн-

га.  

)1(3 


E
K .                                                                          (25.13) 

Стрела прогиба  – смещение точки приложения силы, вызы-

вающей изгиб балки. Единица измерения –   м . 

Закон Гука и модуль кручения. При малых деформациях 

сдвига при кручении вала (стержня) угол кручения , на который 

повернется одно из оснований вала относительно другого, пропор-

ционально моменту внешних сил M, вызвавших это кручение:  

M
B

1
 .                                                                                (25.14) 

Здесь G
l

R
B

2

4
  – модуль кручения,   мН B ; R и l – радиус и 

длина вала.  

Работа, затрачиваемая на деформацию тела при растяже-

нии. При малых деформациях сжатия (растяжения) элемента тела 

объемом V:  




 d)(

0

VA .                                                                     (25.15) 

Работа, затрачиваемая на деформацию тела при сдвиге. 

При малых деформациях сдвига в элементе тела объемом V:  




 d)(

0

VA .                                                                    (25.16) 

Объемная плотность энергии при деформации растяжения: 

2

2

1
 Ew  .                                                                            (25.17) 

Объемная плотность энергии при деформации сдвига: 

2

2

1
 Gw  .                                                                            (25.18) 
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25.2. Основные типы задач и методы их решения 

Большинство задач по теме "Механика сплошных сред. Де-

формации" можно условно отнести к следующим типам или их 

комбинациям. Задачи на: 

1) определение продольных деформаций; 

2) определение относительного изменения объема, обуслов-

ленного деформациями; 

3) расчет объемной плотности энергии упругой деформации;  

4) расчет стрелы прогиба. 

При решении задачи необходимо последовательно реализовать 

следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и яв-

лений.  
1. Нарисовать чертеж, на котором изобразить рассматривае-

мые тела. 

2. Выбрать систему отсчета и изобразить на чертеже ее систе-

му координат, а также точку (ось), относительно которой 

будет рассматриваться вращение тела (из соображений 

удобства). 

3. Изобразить и обозначить силы, механические напряжения, 

деформации.  

4. Провести анализ действующих на тела системы сил и их 

моментов относительно выбранной точки (оси) вращения. 

5. Провести анализ вида деформаций, возникающих в рассмат-

риваемых телах.  

II. Записать полную систему уравнений для искомых вели-

чин. 

1. Записать уравнения движения в проекциях на оси координат 

для тела или выбранного элемента тела. 

2. Использовать закон Гука. 

3. Использовать взаимосвязь между различными физическими 

величинами, описывающими деформации.  

4. Рассчитать энергетические характеристики деформирован-

ного тела (если это необходимо по условию задачи). 

5. Использовать результаты ранее решенных задач и особые 

условия задачи. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 
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1. Решить систему полученных уравнений. 

2. Провести анализ решения (проверить размерность и лишние 

корни, рассмотреть предельные и частные случаи, устано-

вить область применимости). 

3. Получить численный результат. 

 

Примечания. 

Пункты II.1 – II.5 можно выполнять в той или иной последова-

тельности в зависимости от решаемой задачи.  

 

25.3. Примеры решения задач 

Задача 25.3.1. (Расчет объемной плотности энергии упругой 

деформации при растяжении стержня). Под действием внешней 

силы стальной стержень массой т  = 4,5 кг растянули таким обра-

зом, что его относительное удлинение  = 10-3. Определите, какова 

при этом энергия упругой деформации стержня? Модель Юнга 

стали равен Е = 210 ГПа, плотность −  = 7850 кг/м3. 
 

Решение 

I. Выберем декартову систему координат с осью X, направлен-

ной вдоль стержня, как показано на рис. 25.1. Под действием 

внешней силы в стержне возникают внутренние упругие силы и 

продольные деформации. Деформации, возникающие в стержне, 

будем считать малыми, а напряжения возникающих при этом упру-

гих сил подчиняющимися закону Гука.  

II. Объемная плотность энергии при деформации растяжения 

(см. теоретический материал, формулу 25.17): 

2

2

1
 Ew  .                                                                            (25.19) 

Энергия упругой деформации стержня равна: 

VwW   ,                                                                             (25.20) 

где 


m
V   – объем стержня. 

III. Из соотношений (25.19) и (25.20) получим искомую энер-

гию упругой деформации стержня: 
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1

2
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22 








mEm
EVEVwW Дж. 

Ответ: 60
2

2




mE
W Дж. 

 

Задача 25.3.2. (Расчет максимальной нагрузки при растяже-

нии стержня). Предел прочности стали, из которой сделана прово-

лока диаметром d = 1,5 мм, равен п = 420 МПа. Какое количество 

таких проволок N необходимо взять, для того, чтобы сделать из них 

трос, рассчитанный на подъем груза массой m = 1 т? 

 
Решение 

I. Выберем декартову систему координат с осью X, направлен-

ной вдоль проволоки, как показано на рис. 25.1. Под действием 

внешней силы в проволоке возникают внутренние упругие силы и 

продольные деформации. Деформации, возникающие в стержне, 

будем считать малыми, а напряжения возникающих при этом упру-

гих сил подчиняющимися закону Гука.  

II. Предел прочности материала проволоки определяется как 

пороговая величина постоянного нормального механического 

напряжения п, превышение которого приведет к разрушению про-

волоки из данного материала. 

Нормальная проекции силы nF , действующая на поверхность 

площадью S, определяется следующим образом (см. теоретический 

материал, формулу (25.4)):  

SFn п .                                                                                (25.21) 

Площадь поперечного сечения проволоки равна: 

4

2d
S   .                                                                               (25.22) 

III. Поскольку максимальная нагрузка равна силе тяжести mg , 

для N проволок выполняется следующее соотношение: 

4

2

п

d
Nmg  . 

Отсюда количество проволок, которое необходимо взять, для 

того, чтобы сделать из них трос равно: 
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14
4

2
п


d

mg
N


 

Ответ: 14
4

2
п


d

mg
N


. 

 

Задача 25.3.3. (Использование закона Гука для расчета изме-

нения объема стержня при его растяжении). Сплошной медный 

цилиндрический стержень длиной l0 = 65 см, закрепленный с одной 

стороны, растягивают с помощью постоянной силы F = 1000 Н, 

приложенной с другой стороны, и равномерно распределенной по 

торцу стержня. Насколько изменился при этом объем стержня? 

Модуль Юнга и коэффициент Пуассона для меди равны, соответ-

ственно, E = 12,31010 н/м2,  = 0,35. 

 

Решение 

I. Выберем декартову систему координат с осью X, направлен-

ной вдоль стержня (см. рис. 25.1). Под действием внешней силы в 

проволоке возникают внутренние упругие силы и продольные де-

формации. Деформации, возникающие в стержне, будем считать 

малыми, а напряжения возникающих при этом упругих сил подчи-

няющимися закону Гука.  

II. Будем считать, что длина стержня в недеформированном 

состоянии равна l0, а его диаметр − d0. В результате деформации (в 

данном случае удлинения) длина стержня l будет равна: 













 


0

00 1
l

l
llll .                                                          (25.23) 

При этом диаметр стержня уменьшится ( 0d ) и станет рав-

ным: 













 


0

00 1
d

d
dddd .                                                     (25.24) 

Изменение объема стержня в результате деформации равно: 

0

2
0

2

0
44

l
d

l
d

VVV


 .                                                (25.25) 

III. Коэффициент Пуассона согласно (25.2) определяется сле-

дующим соотношением: 
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00 l

l

d

d 
 .                                                                       (25.26) 

Выразим диаметр стержня после деформации через коэффици-

ент Пуассона, используя соотношения (25.24): 
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.                                              (25.27) 

Используя соотношения (25.25) и (25.27), а также пренебрегая 

членами 

2

0












 

l

l
 и 

3

0












 

l

l
, получим искомую величину изменения 

объема: 
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l

l
ld .                                                          (25.28) 

В соответствие с законом Гука (см. формулу (25.6)) 

SE

F

l

l




0

,                                                                         (25.29) 

где 2
0

4
dS


 . 

Подставив соотношение (25.29) в (25.28), получим: 

   


2121
4

00
2
0 

E

F
l

SE

F
ldV .                              (25.30) 

Определим величину изменения объема, подставив численные 

значения в (25.30): 

    9

10

3

0 106,17,01
1012,3

1065,0
21 




 

E

F
lV м3 = 1,6 см3. 

Ответ:   210
E

F
lV 1,6 см3. 

 
Задача 25.3.4. (Использование закона Гука для определения 

продольных деформаций под действием массовой силы). Верти-

кально подвешенный стержень массой m имеет площадь попереч-
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ного сечения S. Модуль Юнга материала, из которого сделан стер-

жень, равен E. Определить относительное удлинение стержня под 

действием силы тяжести. 

 

Решение 

I. Выберем декартову систему координат с осью X (см. 

рис. 25.3), направленной вверх вдоль 

стержня с началом отсчета x = 0 в 

нижней незакрепленной точке стерж-

ня. Под действием силы тяжести в 

стержне возникают внутренние упру-

гие силы и продольные деформации, 

различные в разных сечениях. Де-

формации, возникающие в стержне, 

будем считать малыми, а напряжения 

возникающих при этом упругих сил 

подчиняющимися закону Гука. Будем 

считать, что площади поперечных 

сечений стержня сечения S одинаковы 

во всех сечениях стержня. 

II, III. Рассмотрим слой dx неде-

формированного стержня с координа-

той x вдоль него (см. рис. 25.3). Масса 

dm выделенного элемента стержня не 

изменяется при деформации и остает-

ся равной 

x
l

m
m dd

0

 ,  

где m – масса всего стержня. 

Поскольку стержень находится в равновесии, то уравнение 

движения рассматриваемого элемента стержня в проекции на ось X 

под действием напряжений упругих сил запишем в виде: 

 )(())d(d(0 xxSxxxxSgdm   .                 (25.31) 

Здесь ξ(x) и ξ(x+dx) – смещения границ выделенного фрагмента при 

деформации (см. рис. 25.3). Преобразуя равенство (25.31) и прене-

брегая членами второго порядка малости, получим: 

 

x 

(x) 

(x) 

(x+dx) 

X 

(x+dx) 

x+dx 

 
 

Рис. 25.3. Деформация эле-

мента стержня относительно 

оси выбранной декартовой 

системы координат.  
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0d 



 x

x
Sgdm


.                                                                 (25.32) 

Дифференциальное уравнение (25.32) дополним граничным 

условием для напряжения упругих сил: 

0)0( x .                                                                           (25.33) 

Напряжения упругих сил связаны с продольными деформаци-

ями законом Гука: 

)()( xEx   .                                                                         (25.34) 

Объединяя уравнения (25.32), (25.33) и (25.34), получаем диф-

ференциальное уравнение для продольных деформаций: 

x
x

SEdx
l

m
g d

0 





.                                                                 (25.35) 

Интегрируя (25.35) методом разделения переменных с учетом 

граничных условий (25.34) получаем: 

)(
0

xSE
l

mgx
 .  

Тогда )(x  имеет вид: 

SEl

mgx
x

0

)(  .                                                                           (25.36) 

Поскольку  

x
x







 )( ,  

то полное продольное удлинение стержня находим, интегрируя 

(25.36): 

SE

mgl
xxx

x
ll

ll

2
d)(d)(Δ 0

00

0

00

 



 


 .  

Искомое относительное удлинение стержня равно: 

SE

mg

l

l

2

Δ

0

 .  

Ответ:

 
SE

mg

l

l

2

Δ

0

 . 
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Задача 28.2.5. (Определение относительного изменения объе-

ма, обусловленного деформациями). Определить относительное из-

менение объема полого шара радиуса R, в который накачан воздух 

под давлением p. Толщина сферической оболочки равна d (d<<R). 

Модуль Юнга материала, из которого сделан шар, равен E, коэф-

фициент Пуассона – . 

 

Решение 

I. Выберем произвольную инерциальную систему отсчета, 

жестко связанную с элементом оболочки шара. Изобразим на 

рис. 25.4 тангенциальную и нормальную оси, заданные ортами τ  и 

n , направленными вдоль поверхности шара, а также ось Z, направ-

ленную перпендикулярно поверхности шара. 

 

 
Рис. 25.4. Элемент оболочки шара относительно осей выбранной си-

стемы координат; механические напряжения, вызванными силами 

натяжения. 

 

II, III. Под влиянием давления p, которое оказывает воздух на 

оболочку шара, на элемент оболочки шара действуют силы натя-

жения вдоль поверхности шара. Будем считать, что деформации, 

возникающие под действием этих сил малы, что позволяет вос-

пользоваться принципом суперпозиции малых деформаций. По 

определению механическое напряжение, действующее вдоль оси Z, 

равно давлению воздуха на оболочку шара: 

z
p  .  
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Кроме того, будем также считать из соображений симметрии, 

что механические напряжения, вызванными силами натяжения, 

направленными вдоль поверхности шара, равны: 

II = 


 = .                                                                            (25.37) 

Рассмотрим относительное удлинение  элемента оболочки 

шара вдоль оси . Исходя из принципа суперпозиции малых де-

формаций, можно записать: 

EEE

II z








   .                                                           (25.38) 

Если под действием давления воздуха оболочка расширилась 

на R, то относительное удлинение  можно рассчитать также сле-

дующим образом: 

 
R

R

R

RRR 










2

22
.  

Увеличение радиуса шара приводит к увеличению его объема, 

относительное изменение которого равно: 

2

3

4
3

(4 3)

V R R R

V RR





  
  .                                                        (25.39) 

Для того, чтобы установить связь между давлением p и напря-

жением z, рассмотрим сечение 

элемента оболочки шара толщи-

ны d (рис. 25.5), длина и ширина 

которого равны R . Свяжем си-

лы натяжения F, действующие на 

элемент оболочки шара, с меха-

ническими напряжениями : 

 RdF  .                  (25.40) 

Поскольку оболочка шара 

находится в равновесии, то сила 

давления со стороны воздуха 

компенсируется упругими сила-

ми натяжения: 



d 

F F 

F 

Рис. 25.5. Силы натяжения, 

действующие на элемент обо-

лочки шара. 
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2

4
2

F p R d


   ,                                                         (25.41) 

Преобразуем соотношение (25.38), используя (25.37): 

 
E

1
E

z





                                                                  (25.42) 

Объединяя уравнения (25.40) и (25.41), получим: 

 
dR

dRp

2

2


 .                                                                       (25.43) 

Используя  (25.42) и (25.43) с учетом 
z

p  , преобразуем вы-

ражение (25.39) к виду: 

 
 

 



























E

p

dRE

dRp

EEV

V
z 





 1

2
3133

Δ
2

. (25.44) 

Поскольку по условию задачи толщина сферической оболочки 

равна d<<R, то соотношение (25.44), позволяющие определить от-

носительное изменение объема шара под давлением p, может быть 

преобразовано следующим образом: 

  1
2

3Δ

Ed

pR

V

V
.  

Ответ:   1
2

3Δ

Ed

pR

V

V
. 

 

Задача 25.3.6. (Определение относительного изменения объе-

ма, обусловленного деформациями). Определить относительное из-

менение объема шара радиуса R, а также упругую энергию, запа-

сенную в шаре, имеющем модуль всестороннего сжатия К и под-

вергнутом всестороннему давлению p. 

 

Решение 

I. Для решения задачи рассмотрим сначала однородное изо-

тропное твердое тело в виде прямоугольного параллелепипеда. Бу-

дем считать, что перпендикулярно граням этого параллелепипеда 

приложены силы Fx, Fy и Fz, которым соответствуют напряжения 

x, y и z. Выберем произвольную инерциальную систему отсчета, 

жестко связанную с параллелепипедом, и декартову систему коор-
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динат (см. рис. 28.10). Пусть длины ребер этого параллелепипеда 

равны lx, ly, lz, а модули их изменения под действием сжатия соот-

ветственно равны lx, ly, lz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II, III. Считая деформации малыми, воспользуется принципом 

суперпозиции: 

EEE

Δ zyx

x

x
x

l

l 






  ,                                           (25.45) 

EEE

Δ
zxy

y

y

y
l

l 






  ,                                           (25.46) 

EEE

Δ yxz

z

z
z

l

l 






  ,                                           (25.47) 

где E – модуль Юнга, а  – коэффициент Пуассона. 

Известно, что при квазистатическом растяжении (сжатии) па-

раллелепипеда плотность упругой энергии определяется следую-

щим образом: 

 zzyyxxw  
2

1
.                                                 (25.48) 

При малых деформациях относительное изменение объема па-

раллелепипеда равно 

Y 

X 

Z 

z 

 y y 

x 

x 
z 

Рис. 25.6. Напряжения x, y и z, действующие на грани 
твердого тела в виде прямоугольного параллелепипеда. 
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zyx

z

z

y

y

x

x

l

l

l

l

l

l

V

V
 

ΔΔΔΔ
.                                   (25.49) 

В случае, когда твердое тело подвергается всестороннему сжа-

тию, все механические напряжения можно считать равными все-

стороннему давлению p: 

pzyx   .                                                                  (25.50) 

Преобразуем соотношения (25.45), (25.46) и (25.47), используя 

условие (25.50), к виду: 

  21
E

p
zyx .                                                    (25.51) 

Объединяя соотношения (25.49), (25.50) и (25.51), получим: 

 21
3Δ


E

p

V

V
.                                                              

Введя величину К – модуль всестороннего сжатия 

 213 


E
K ,   

получим: 

K

p

V

V


Δ
.  

Для того, чтобы определить плотность упругой энергии, пре-

образуем формулу (25.48), используя соотношения (25.50), (25.51) 

и выражения для модуля всестороннего сжатия K, к виду: 

 
K

p
p

E
w

22

213 2
2 





.  

Тогда упругая энергия, запасенная в шаре, определяется сле-

дующим образом: 

K

Rp
RwW

3

2

3

4 32
3 

  .  

Ответ: 
K

Rp
W

3

2 32
 .  
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Задача 25.3.7. (Расчет стрелы прогиба и радиуса кривизны из-

гиба равнопрочной балки). Определить стрелу прогиба  равно-

прочной балки (балка с переменным поперечным сечением, пло-

щадь которого линейно уменьшается при удалении от ее закреп-

ленного конца) длиной L, жестко закрепленной в стене одним из 

своих концов, а также радиус кривизны изгиба балки R (рис.25.7). 

На другой незакрепленный конец балки действует сосредоточенная 

сила F. Линейные размеры поперечного сечения закрепленного 

конца − a0 и b, L – длина бал-

ки. Модуль Юнга материала, 

из которого сделан стержень, 

равен E. Считать балку легкой 

(m << F/g). 

 

Решение 

I. На рис. 25.8 изображены силы, действующие на правую 

часть нагруженной балки. При изгибе балки возникают нормаль-

ные напряжения, вызванные сжатием слоев, находящихся ниже 

нейтрального слоя, и растяжением слоев, расположенных выше 

нейтрального. Эти напряжения dT различны в разных слоях и воз-

растают с удалением от нейтрального слоя, изображенного пункти-

ром на рис. 25.8. Кроме указанных напряжений возникают еще ка-

сательные напряжения, 

обусловленные деформаци-

ей сдвига. На рис. 25.8. 

изображена также каса-

тельная сила Fсдвиг, которая 

уравновешивает силу F, 

приложенную к концу бал-

ки, и силу тяжести m0g, 

действующую на выделен-

ную правую часть балки.  

Выберем лабораторную инерциальную систему отсчета, жест-

ко связанную со стеной, к которой прикреплена балка. Оси X и Y 

декартовой системы координат изображены на рис. 25.9. Под дей-

ствием силы F незакрепленный конец балки опустится. При таком 

изгибе верхние слои балки будут растягиваться, а нижние – сжи-

маться, средний (нейтральный) слой сохраняет свою длину и толь-

ко претерпевает искривление.  

Рис. 25.7. Равнопрочная балка. 

a

0 b 

Рис. 25.8. Силы, действующие на 

правую часть балки при изгибе. 

F 

Fсдвиг 

dT 

m0g 

О 

О' 
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В случае прямо-

угольного поперечного 

сечения балки 

нейтральный слой рас-

положен посредине 

балки. Для удобства 

решения задачи введем 

еще и криволинейную 

систему координат, 

направив ось l вдоль 

нейтральной линии. 

Для решения задачи 

будем использовать ги-

потезу Бернулли о том, 

что при изгибе все поперечные сечения балки остаются плоскими.  

Линейный поперечный размер равнопрочной балки изменяется 

по закону: 











L

x
aa 10 .  

Смещение оси балки в результате действия силы F будем опи-

сывать функцией u(x). Будем считать деформации достаточно ма-

лыми, то есть стрела прогиба LLu  )( .  

II, III. Для определения стре-

лы прогиба выделим малый фраг-

мент балки длиной dl (рис. 25.10).  

При малых деформациях 

нормальное напряжение  в каж-

дом слое выделенного участка 

пропорционально величине изме-

нения его длины, а, следовательно, 

напряжение ),(  l  будет линейно 

меняться при удалении от 

нейтрального слоя: 

2/
)(),( 0
b

ll


  .                                                               (25.52) 

Рис. 25.9. Изгиб центрального сечения балки 

под действием силы F относительно осей 

выбранной декартовой системы координат. 

L 

Y 



X 

b 

F 

l 

dl  

(l) 

0 
l

(l) 

Рис. 25.10. Линейное измене-

ние напряжения  при удале-

нии от нейтрального слоя для 

малого элемента длиной dl. 
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Здесь  − координата слоя, l − координата элемента балки длиной 

dl, )(0 l  − напряжение в самом удаленном слое, находящемся на 

расстоянии 
2

b
 от нейтрального.  

На каждый элемент слоя, имеющий границы с координатами 

(,  + d) действует со стороны соприкасающейся части балки си-

ла, равная  

 dd)(d aST  ,                                                              (25.53) 

где  d1dd 0 









L

x
aaS  – площадь поперечного сечения выде-

ленного малого фрагмента 

балки. 

Определим линию про-

гиба u(x) балки, прикреп-

ленной одним концом к 

вертикальной стене, под 

действием силы F. При ма-

лой деформации балки угол 

между направлением каса-

тельной к нейтральному 

слою в точке x равен 

(рис. 25.11). 

x

u

d

d
   ,  

а изменение направления 

касательной при переходе 

от точки x к точке x+dx 

равно: 

x
x

u
x

x

u

x
d

d

d
d

d

d

d

d
  d

2

2









 .                                                     (25.54) 

Поскольку при деформации элемент длиной dl удлиняется на вели-

чину d
2

b
, то относительное удлинение слоя, наиболее удаленного 

от нейтрального, как видно на рис. 25.11, равно: 

2d

d
)( 

b

l
l 


 .                                                                         (25.55) 

x x + d

x 

u + du 

u 

dφ 

dφ 

φ 

b 

Рис. 25.11. К вопросу об определе-

нии линии прогиба u(x) стержня, 

закрепленного одним концом в стен-

ке, под действием силы F. 
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Поскольку угол  – мал, то величины dl и dx связаны следующим 

соотношением: 

llx dcosdd   .                                                                    (25.56) 

В соответствии с выражениями (25.55) и (25.56) относительная 

деформация равна: 

2d

d
)( 

b

x
x 


 .                                                                         (25.57) 

Так как )()( 00 xl   , используя закон Гука, получим выражение 

для напряжения в самом удаленном слое, находящемся на расстоя-

нии 
2

b
 от нейтрального: 

)( )()( 00 xExl   .                                                          (25.58) 

Поскольку балка находится в равновесии, то суммарный мо-

мент внешних сил, действующих на любой выделенный фрагмент 

балки, относительно любой оси равен нулю. Рассмотрим условие 

равновесия правой части нагруженной балки, изображенной на 

рис. 25.8. 

Выберем горизонтальную ось OO   в точке с координатой l, 

принадлежащей нейтральному слою. Проекция этой точки на ось X 

имеет координату x. Ось OO   перпендикулярна плоскости цен-

трального вертикального сечения балки (см. рис. 25.8 и 25.9). 

Определим момент упругих сил растяжения – сжатия, дей-

ствующих на элемент балки со стороны другой его части относи-

тельно указанной оси: 

  TM

b

b

T
d

2

2




 .                                                                      (25.59) 

Момент упругих сил MT находим, интегрируя (25.59) с учетом 

(25.53) и (25.52): 
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Момент силы F относительно выбранной оси равен: 

 xLFM
F

 .                                                                       (25.61) 

Масса выделенного фрагмента балки равна: 
2

0
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00 1
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 ,   (25.62) 

где ρ – плотность материала балки, m – масса всей балки. 

Координату центра масс выделенной части балки найдем в со-

ответствии с определением центра масс: 
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 ,                                                                            (25.63) 

где цмz  – координата центра масс правой части балки, отсчитанная 

от точки с координатой x. 

Плечо силы тяжести m0g относительно выбранной оси OO   

равно координате центра масс цмz . 

С учетом выражений (25.62) и (25.63) находим момент силы 

тяжести, действующей на правую часть балки, относительно оси 

OO  : 

2

3

3

)(
0 L

xLmg
M gm


 .                                                              (25.64) 

Запишем условие равновесия элемента балки, левая граница 

которого имеет координату x, а правая совпадает с незакрепленным 

концом и имеет координату x = L: 

TgmF MMM 
0

.                                                                  (25.65) 

При записи условия равновесия балки (25.65), учтено, что мо-

мент силы Fсдвиг относительно оси OO   равен нулю. 

Выражение (25.65) с учетом соотношений (25.60), (25.61) и (25.64) 

принимает вид: 

 
 

2

32
00

3

)(
1

6 L

xLmg
xLF

L

xbal 












.  

Следовательно, нормальные напряжения в слое, наиболее уда-

ленном от нейтрального, в точке с координатой x равны: 
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x .                                           (25.66) 

Как видим, в случае легкой балки (m << F/g) напряжение 0  

не зависит от координаты x, следовательно, оно постоянно во всех 

сечениях балки, что и отражено в названии «равнопрочная балка». 

Решая систему уравнений (25.54), (25.57) и (25.58), получим  

2

2

0
d

d

2
)(

x

uEb
x  .                                                                    (25.67) 

Подставляя соотношение (25.67) в (25.66), находим: 
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.                                           (25.68) 

Дифференциальное уравнение (25.68) интегрируем в преде-

лах от 0x  до xx   с учетом граничного условия 0
d

d

0










xx

u
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Интегрируя (25.69) по x  от 0 до x с учетом граничного условия 

0)0( xu , определим стрелу прогиба для балки в точке с коор-

динатой x:  
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.                    (25.70) 

В случае легкой балки выражение (25.70) упрощается и при-

нимает вид: 

3
0

2

0

6
)(

bEa

LFx
xu

m



.  

Стрелу прогиба в правом конце балки находим подстановкой x = L 

в соотношение (25.70): 
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6

6
)(

3
0

3 mg
F

bEa

L
Lu .  

Радиус кривизны изгиба балки R определяется соотношени-

ем: 

dd Rl  .                                                                             (25.71) 

В соответствии с соотношениями (25.54) – (25.57), (25.68) и 

(25.71) радиус кривизны равен  

 22

3
0

2

2 )(34

d

d

1

d

d

xLmgFL

LbEa

x

u

l
R





.  

Как видим, в случае легкой балки радиус кривизны R является 

постоянной величиной, не зависящей от 

выбранной точки балки. Следовательно, 

балка изгибается в форме дуги окружно-

сти с радиусом 

FL

bEa
R

m 12

3
0

0



.  

В этом случае легко геометрически 

получить связь радиуса кривизны балки 

со стрелой прогиба в точке с координатой 

x (рис. 25.12): 
222 ))(( xxuRR  .                (25.72) 

Учитывая малость стрелы прогиба по сравнению с радиусом 

кривизны, преобразуем (25.721) к виду: 

2

2

1
)( x

R
xu  .  

Ответ: 









6

6
3

0

3 mg
F

bEa

L
 , 

FL

bEa
R

12

3
0 . 

 

Задача 25.3.8. (Использование закона Гука для определения 

продольных деформаций под действием массовой силы). Из двух 

кусков стальной проволоки разного диаметра d1 и d2 = 2d1, но оди-

наковой длины, свили две пружины. Диаметр витков первой пру-

жины равен D1, а второй D2 = 3D1.Относительное удлинение пер-

вой пружины под действием подвешенного к ней груза оказалось 

R 

X 

u(x) 
x 

0 

Рис. 25.12. Связь радиуса 

кривизны изгиба легкой 

балки со стрелой прогиба. 
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равным 
9

1

1




l

l
, где l1 – длина первой пружины в нерастянутом  

состоянии. Определите относительное удлинение второй пружины 

под действием того же груза. Считайте, что у нерастянутой пружи-

ны витки плотно соприкасаются друг с другом. 

 

Решение 

I. Будем считать, что деформация материала, из которого 

изготовлены пружины, однородная. Кроме того, считаем, что 

проволоки имеют цилиндрическую форму. В качестве оси вра-

щения выберем ось цилиндра. Деформация пружины при ее рас-

тяжении приводит к деформации сдвига в каждом элементарном 

объеме материала пружины. Для решения задачи следует исполь-

зовать закон Гука для деформации сдвига элементарного объема, а 

затем для деформации кручения всего стержня, определив при этом 

модуль кручения. Затем можно определить коэффициент жестко-

сти пружины. Зная соотношение между коэффициентами жестко-

сти двух пружин, можно получить ответ на вопрос задачи.  

II, III. Запишем систему уравнений, позволяющую выразить 

коэффициент жесткости пружины через ее длину, радиус проволо-

ки и радиус витка. 

Для того, чтобы найти модуль упругости для деформации кру-

чения, рассмотрим деформацию кручения в однородном стержне 

длиной L, радиусом r, (см. рис. 25.13).  

 

 

 

 

 

  

Рис. 25.13. Деформация кручения в однородном стержне. 
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Рассмотрим отдельный цилиндрический слой радиусом 

r , толщиной rd  и длиной ld . Так как деформация однород-

ная, то 

l
L

dd


  .                                                                       (25.73) 

На рисунке видно (см. рис. 25.13), что 

lr dd   .                                                                     (25.74) 

Используя закон Гука для деформации сдвига, получим 

 G ,                                                                            (25.75) 

где  − касательное напряжение, G – модуль сдвига. 

Сила, касательная к торцевой поверхности выбранного слоя: 

rdr2dsd к
 F .                                                  (25.76) 

Момент этой силы, относительно оси цилиндра равен: 

rdd к
 FM .                                                                     (25.77) 

Момент силы, действующий на все поперечное сечение.  


r

0

dMM .                                                                       (25.78) 

Используя соотношения (25.73) – (25.78), получим: 

 rdr2r
d

d
rdr2rdr2d к 




l
GGF  

        rdr2
2  



L
G ,                                                      (25.79) 

  rdr2rdd
3

к
 



L
GFM ,                                           (25.80) 

  











   L

r
Gr

L
G

L
GMM

r

24

1
2rdr2d

4
4

r

0 0

3
.       (25.81) 

Закон Гука для деформации кручения можно записать в 

виде: 

BM  .                                                                         (25.82) 
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Учитывая (25.81) и (25.82), получим выражение для моду-

ля кручения: 

L

r
GB

2

4



                                                                     (25.83) 

Если груз подвешен на оси пружины, то 

2

D
FM                                                                           (25.84) 

Определим теперь коэффициент жесткости пружины k. В 

соответствии с законом Гука: 

lkF  ,                                                                          (25.85) 

где l  – растяжение пружины. 

Потенциальную энергию растянутой пружины можно 

определить двумя способами: как работу момента силы, ре-

зультатом которой становится закручивание материала пру-

жины на угол ω, так и через известное соотношение для по-

тенциальной энергии растянутой пружины: 

 
22

2
lkM 




.                                                                  (25.86) 

Из (25.83) − (25.86) получаем выражение для коэффициен-

та жесткости пружины 

2

4

2 2LR

r
G

R

B
k





.                                                            (25.87) 

Отметим, что коэффициент жесткости в технической ли-

тературе записывают через диаметр проволоки d, диаметр 

витков D и число витков N следующим образом: 

3

4

8ND

d
Gk  .                                                                    (25.88) 

Выражение (25.88) совпадает с (25.87), если учесть, что 

RNL 2 . 
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В условии задачи заданы диаметры проволок и витков. 

Поэтому для первой проволоки:  

2
1

4
1

2
1

4
1

21
82 LD

d
G

LR

r
G

R

B
k








. 

Для второй: 

 
 

 
  12
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2

1

4

1
2

8
k

m

n

mDL

nd
Gk 





, (n = 2, m = 3). 

Относительное удлинение первой пружины в соответ-

ствии с (25.85) равно 

111

1 1

lk

F

l

l



.  

Длина первой нерастянутой пружины равна 
1

1

D

Ld


, а вто-

рой нерастянутой пружины 
1

1

2

2

mD

Lnd

D

Ld


 , то есть вторая пру-

жина будет в m/n раз короче. Поэтому 
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l
.  

Ответ:
 32

3

2

2 


l

l
. 

 

23.4. Задачи для самостоятельного решения  

Деформации растяжения и сжатия  

Задача 28.4.1 ([3], 520). Коэффициент линейного теплового 

расширения стали равен 1210-6 °С-1, модуль Юнга 

E = 21012 дин/см2. Какое давление р  необходимо приложить к тор-

цам стального цилиндра, чтобы длина его оставалась неизменной 

при повышении температуры на 100 °С? 

Ответ: 2450p кгс/см2. 
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Задача 28.4.2 ([2], 523). Стальной канат, могущий выдержать 

вес неподвижной кабины лифта, имеет диаметр 9 мм. Какой диа-

метр должен иметь канат, если кабина лифта может иметь ускоре-

ние до 8 g?  

Ответ: 27D мм.  

 

Задача 28.4.3 ([2], 524). Насколько изменится объем упругого 

однородного стержня длины l  под влиянием силы Р,  сжимающей 

или растягивающей стержень по его длине? 

Ответ: lp
E

V
21

Δ


 , где E – модуль Юнга,  − коэффициент 

Пуассона. 0Δ V  при сжатии, 0Δ V  при растяжении. 

 

Задача 28.4.4 ([2], 525). Какую равномерно распределенную 

нагрузку Q может выдержать гранитная плита, представляющая 

собой правильный шестиугольник со стороной a = 10 см, если до-

пускаемое напряжение на сжатие гранита равно р  =  45 кгс/см2? 

Ответ:  32 107,11
2

33
 paQ кгс. 

 

Задача 28.4.5 ([2], 528). Резиновый 

цилиндр с высотой h, весом Р  и площадью 

основания S поставлен на горизонтальную 

плоскость. Найти энергию упругой дефор-

мации цилиндра, возникающей под дей-

ствием его собственного веса. Во сколько 

раз изменится энергия упругой деформа-

ции рассматриваемого цилиндра, если на 

верхнее основание его поставить второй 

такой же цилиндр? 

Ответ:  EShPU 62 . Упругая энер-

гия увеличится в 7 раз.  

 

Задача 28.4.6 ([2], 530). Прямоугольная пластинка зажата 

между вертикальными плоскостями, перпендикулярными к оси X ,  

так что в направлении этой оси частицы пластинки смещаться не 

Y 

X 

Z P 

Px 

P 

Px 

Рис. 25.14. Пластинка, 

зажатая между вертикаль-

ными плоскостями.
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могут. В направлении оси Z пластинка подвергается равномерному 

одностороннему давлению Р.  Определить давление Р х ,  которому 

подвергается пластинка со стороны плоскостей, между которыми 

она зажата. Найти выражение для плотности упругой энергии и,  а 

также относительное сжатие пластинки в направлении оси Z и от-

носительное расширение в направлении оси Y .  

Ответ:  PPx  ,  


 1
Δ

E

P

y

y
,  21
Δz


E

P

z
, 

 2
2

1
2


E

P
u . 

 

Задача 28.4.7 ([2], 553).  Упругий стержень массы т,  длины l  

и площади поперечного сечения S движется в продольном направ-

лении с ускорением а  (одинаковым для всех точек стержня). Найти 

упругую энергию деформации, возникающую вследствие ускорен-

ного движения. 

Ответ:  ESmaU 62 . 

 

Задача 28.4.8 ([2], 556). Тонкий однородный упругий стер-

жень, длина которого L, масса М  и модуль Юнга Е,  равномерно 

вращается с угловой скоростью  вокруг оси, перпендикулярной к 

стержню и проходящей через один из его концов. Найти распреде-

ление усилий Т  в стержне и полное его удлинение L.  При под-

счете линейной деформации и усилий считать поперечное сечение 

неизменным и удлинение малым. 

Ответ:   22
3

2
xL

L

M
T 


, 2

2

3
Δ L

ES

M
L


 , где x – расстояние 

рассматриваемого сечения от оси вращения.  

 

Задача 28.4.9 ([3], 1.356). Брусок из материала с модулем Юн-

га Е  и коэффициентом Пуассона  подвергли всестороннему сжа-

тию давлением р.  Найти: 

а) относительное уменьшение его объема; 

б) связь между коэффициентом сжимаемости β и упругими по-

стоянными Е  и . 

Показать, что коэффициент Пуассона  не может превышать 

1/2.  
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Ответ: а) 
 

E

p

V

V 213Δ 
 ; б) 

 
E

p


213 
 . 

 

Задача 28.4.10 ([3], 1.361). Найти энергию упругой деформа-

ции стального стержня массы т  = 3,1 кг, который растянут так, что 

его относительное удлинение  = 1,010-3.  

Ответ: 4022  mEU Дж.  

 

Деформации сдвига и кручения: 

Задача 28.4.11 ([2], 543). Стержень круглого сечения распо-

ложен вертикально и закреплен верхним концом. К нижнему кон-

цу прикреплен горизонтально блок радиуса R = 50 мм. Ось стерж-

ня проходит через центр блока. От концов диаметра блока идут по 

касательной две нити, на которые действуют равные силы 

Р  = 5 кгс, закручивающие блок в одном направлении. На какой 

угол  закрутится стержень? Модуль сдвига материала стержня 

N = 8000 кгс/мм2, радиус стержня r = 5 мм, длина его l  =  1 м .  

Ответ: 
4

4

Nr

PRl


  , 6,3

5

1



 . 

 

Задача 28.4.12 ([2], 546). Рамку чувствительного гальва-

нометра, вращающуюся между полюсами магнита, подвешивают 

на тонкой платиновой нити. Найти максимальный допустимый вес 

рамки гальванометра, если предел прочности платины  30 кгс/мм2, 

а для подвеса использована нить диаметром в 4 мкм. 

Ответ: 0,4 гс. 

 

Задача 28.4.13 ([3], 1.357). Установить связь между крутя-

щим моментом N  и углом закручивания  для: 

а) трубы, у которой толщина стенок r значительно меньше 

радиуса трубы; 

б) сплошного стержня круглого сечения. 

Их длина l ,  радиус r  и модуль сдвига G  известны.  

Ответ: : a) 
rGr

lN




32
 , б) 

Gr

lN
4

2


  . 
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Задача 28.4.14 ([3], 1.358). Вычислить момент сил Ν ,  которые 

вызывают закручивание стальной трубы длины l = 3,0 м на угол 

 = 2,0° вокруг ее оси, если внутренний и внешний диаметры тру-

бы равны d1 = 30 мм и d2 = 50 мм. 

Ответ: 
 

5,0
32

2
1

2
2 



l

Gdd
N


кНм.  

 

Задача 28.4.15 ([3], 1.360) Однородное кольцо массы m, име-

ющее внешний радиус r2, плотно насажено на вал радиуса r1. Вал 

вращают с постоянным угловым ускорением  вокруг его оси. 

Найти момент упругих сил деформации сдвига в кольце в зависи-

мости от расстояния r до оси вращения. 

Ответ: 
 
 2

1
2

2

24
2

2 rr

rrm
N







.  

 

Деформации изгиба 

Задача 28.4.16 ([2], 538).  Коромысло весов имеет прямо-

угольное сечение со сторонами а  = 8 мм (горизонтальная) и b = 10 

мм (вертикальная). Длина коромысла l = 250 мм. Какова наиболь-

шая стрела прогиба коромысла  , если весы рассчитаны на макси-

мальную нагрузку Р = 500 гс, а модуль Юнга материала коромысла 

равен 15000 кгс/мм2? 

Ответ: 03,0
2 3

3


Eab

Pl
 мм.  

 

Задача 28.4.17 ([2], 539). Деревянная балка длины l  = 4 м и 

квадратного сечения со стороной а  = 40 см покоится своими кон-

цами на двух опорах и несет посередине груз Р  = 2 тс. Как велика 

стрела прогиба  ,  если модуль Юнга данного сорта дерева равен 

1000 кгс/мм2? 

Ответ: 25,1
4 4

3


Ea

Pl
 мм.  

 

Задача 28.4.18 ([2], 540). Медная трубка, внешний и внутрен-

ний диаметры которой D = 20 мм и d =   10 мм, концами опирается 

на подставки, расстояние между которыми l = 400 мм. Посередине 
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трубка несет груз Р = 90 кгс. Модуль Юнга для меди 

Е  = 104 кгс/мм2. Определить стрелу прогиба   трубки посередине 

между опорами. 

Ответ: Так как момент инерции сечения трубки 

  6444 dDI   , то  
6,1

3

4
44

3





EdD

Pl


  мм. 

 

Задача 28.4.19 ([2], 541). Круглый металлический стержень 

радиуса R = 10 мм закреплен одним концом в горизонтальном по-

ложении, а на другом его конце висит груз Р  = 1 кгс. Длина 

стержня l  = 1 м.  Стержень под влиянием груза прогибается, стре-

ла прогиба   = 4 мм. Чему равен модуль Юнга Е  материала 

стержня? 

Ответ: 4

4

3

10
3

4





R

Pl
кгс/мм2 (см. момент инерции в ответе 

предыдущей задачи). 
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ГЛАВА 26 

СТАТИКА И ДИНАМИКА ЖИДКОСТЕЙ И ГАЗОВ 

 

26.1. Теоретический материал 

Давление в любой точке покоящейся жидкости или газа p  

– физическая величина, равная отношению модуля силы Fd , пер-

пендикулярно действующей на физически бесконечно малый эле-

мент поверхности со стороны окружающей жидкости или газа, к 

площади Sd  этого элемента поверхности: 

S

F
p

d

d
 ,  

2м

Н
p . 

Закон Паскаля – давление в любом месте покоящейся жидко-

сти одинаково по всем направлениям и одинаково передается по 

всему объему покоящейся жидкости.  

Давление в жидкости и газе в поле внешних потенциаль-

ных сил с объемной плотностью )(rf : 

)(grad)()(grad rrr Ufp  , 

constUp  )()( rr . 

Здесь )(rU  – потенциальная энергия единицы объема жидкости 

(газа) во внешнем поле (потенциал поля )(rf ), const – постоянная 

величина, определяемая из условия нормировки потенциальной 

энергии.  

Сила Архимеда – результирующая всех сил давления, дей-

ствующих на поверхность тела, погруженного в жидкость (газ).  

Закон Архимеда – сила Архимеда, действующая на тело, по-

груженное в жидкость (газ), равна весу вытесненной телом жидко-

сти (газа). 

Условия устойчивого плавания тел: 

– центр тяжести тела, полностью погруженного в жидкость 

должен быть ниже центра масс вытесненной телом жидкости. 

– центр тяжести тела, плавающего на поверхности жидкости 

(корабля), должен быть ниже его метацентра. Метацентр корабля – 

центр кривизны кривой, проходящей через центры объемов погру-

женных частей корпуса корабля.  

Силы вязкого трения – силы трения, действующие между 

движущимися слоями жидкости (газа).  
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Закон вязкого трения Ньютона – поверхностная плотность 

  сил вязкого трения, действующих на движущийся слой жидко-

сти (газа), пропорциональна величине градиента скорости )(ru  от-

носительного движения слоев и направлена в противоположную 

сторону скорости движения слоя относительно соседних слоев: 

 
n

u
u

d

)(d
)(grad

r
rn   . 

Здесь   – коэффициент вязкого трения (вязкости),  
2м

сН 
 ; n – 

нормаль к поверхности слоя.  

Идеальная жидкость – несжимаемая жидкость, в которой от-

сутствует вязкое трение. 

Стационарным называется течение жидкости (газа), при ко-

тором поле скоростей ее частиц постоянно: 

const)(rυ . 

Линии тока – линии, касательные к которым в каждой точке 

совпадают с направлением скорости движения частицы жидкости 

(газа). 

Трубка тока – трубка, боковая поверхность которой образо-

вана линиями тока.  

Линии и трубки тока нигде не пересекаются, поскольку в про-

извольной точке пространства существует лишь одна скорость 

движения частицы жидкости (газа).  

Условие стационарного течения жидкости и газа – масса Q 

жидкости (газа), проходящая в единицу времени через поперечное 

сечение трубки тока, одинакова для всех сечений: 

constSQ   , 

где S – площадь поперечного сечения трубки тока,  – скорость 

частиц жидкости в сечении трубки. 

Условие несжимаемости – плотность жидкости постоянна во 

всех ее точках: 

const)(r . 

Условие стационарного течения несжимаемой жидкости –

объем V несжимаемой жидкости, проходящей в единицу времени 

через поперечное сечение трубки тока, одинаков для всех сечений: 

constSV   . 
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Здесь S – площадь поперечного сечения трубки тока,  – скорость 

частиц жидкости в сечении трубки. 

Уравнение Бернулли – в случае стационарного течения не-

вязкой несжимаемой (идеальной) жидкости вдоль произвольной 

трубки тока: 

constghp  


2

2

. 

Здесь  – плотность жидкости, g – ускорение свободного падения, p 

– (статическое) давление жидкости,  – скорость частиц жидкости, 

h – высота сечения трубки тока. 

Динамическое давление жидкости (газа) равно 

2

2

д


p . 

 

26.2. Основные типы задач и методы их решения 

Гидростатические задачи решаются с использованием зако-

нов динамики (законы Ньютона, уравнение моментов), закона Ар-

химеда, а также законов сохранения и изменения механической 

энергии. При решении задачи динамическим методом следует при-

держиваться схемы решения задач, изложенной в Гл. 2 и Гл. 15. 

При использовании в процессе решения задачи законов сохранения 

или изменения механической энергии рекомендуется следовать 

схеме решения задач, предложенной в Гл. 7. При решении гидро-

динамических задач систему уравнений необходимо дополнить 

уравнением Бернулли.  

В любом случае при решении задачи необходимо последова-

тельно реализовать следующие три основных этапа.  

I. Определиться с моделями материальных объектов и 

явлений. 

II. Записать полную систему уравнений для искомых ве-

личин. 

III. Получить искомый результат в аналитическом и чис-

ленном видах. 
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26.3. Примеры решения задач 

Задача 26.3.1. Сосуд кубической формы, наполовину запол-

ненный жидкостью плотностью ρ, 

движется с горизонтальным ускорени-

ем a, направленным вдоль ребра куба 

(см. рис. 26.1). Определить силу F, 

действующую заднюю грань куба и 

точку ее приложения. Длина ребра ку-

ба равна l. Атмосферным давлением 

пренебречь. 

 

Решение 

I. Задачу решаем в инерциальной лабораторной системе отсче-

та, оси X и Y декартовой системы координат которой направим 

горизонтально и вертикально вверх соответственно (см. рис. 26.2). 

Начало отсчета по оси Y совместим с уровнем дна сосуда. Для 

определения формы поверхности жидкости и зависимости давле-

ния от глубины выделим элемент объема жидкости в виде наклон-

ного параллелепипеда с длиной вер-

тикального ребра h и верхним осно-

ванием, совпадающим со свободной 

поверхностью жидкости (рис. 26.2). 

Жидкость считаем несжимаемой, си-

лами вязкого трения пренебрегаем. 

При движении сосуда на любой эле-

мент объема жидкости массой Δm 

действуют сила тяжести Δmg и сила 

нормального давления со стороны 

жидкости f (см. рис. 26.2).  

II. Запишем уравнение движения выделенного объема жидко-

сти в проекциях на оси X и Y выбранной системы координат: 

sinΔ fma  ,                                                                         (26.1) 

mgf Δcos0   ,                                                                   (26.2) 

где α – угол между поверхностью жидкости и осью X. 

Масса выделенного объема жидкости равна: 

 cosΔ hsm  .                                                                        (26.3) 

Сила нормального давления жидкости определяет давление на 

глубине h: 

Рис. 26.2. Силы, действующие 

на элемент объема жидкости. 

Y 

f 

Δmg 

a 
h 

X 

α 

Рис. 26.1. Сосуд с жидкостью, 

движущийся с ускорением. 

a 
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psf  .                                                                                     (26.4) 

Система уравнений (26.1) – (26.4) определяет угол наклона 

свободной поверхности жидкости и давление на глубине h от по-

верхности: 

g

a
tg ,                                                                                   (26.5) 

ghp  .                                                                                   (26.6) 

Давление как функция координаты y в соответствии с (26.6) 

определяется выражением: 

)()( yHgyp   .                                                                   (26.7) 

Здесь H – высота уровня жидкости вблизи задней стенки сосуда, 

равная 

)tg1(
2


l

H .                                                                       (26.8) 

Сила, действующая со стороны жидкости на участок задней 

стенки сосуда площадью yld  равна 

ylypF d)(d  .                                                                           (26.9) 

Момент силы Fd  относительно горизонтальной оси с коорди-

натой 0yy   равен: 

FyyM d)(d 0 .                                                                   (26.10) 

Суммарный момент сил давления жидкости на заднюю стенку 

относительно указанной оси найдем, интегрируя выражение 

(26.10): 

 
H

FyyM
0

0 d)( .                                                                  (26.11) 

Точку приложения равнодействующей сил давления жидкости 

на заднюю стенку найдем из условия равенства нулю суммы мо-

ментов этих сил относительно любой оси, проходящей через дан-

ную точку:  

0M .                                                                                    (26.12) 

III. Интегрируя уравнение (26.9) с учетом (26.5) – (26.8), полу-

чаем искомую силу давления жидкости на заднюю грань куба при 

его движении с горизонтальным ускорением: 
2

32

0

1
8

1

2

1
d)( 








 

g

a
glglHylyHgF

H

 .                 (26.13) 
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Система уравнений (26.7) – (26.12) легко преобразуется к 

уравнению относительно y0: 

0d)()(
0

0 
H

yyHgyy  .                                                    (26.14) 

Интегрируя (26.14) с учетом (26.8), получаем искомую коор-

динату точки приложения равнодействующей сил давления жидко-

сти на заднюю грань куба: 











g

alH
y 1

63
0 . 

Ответ: 

2

3 1
8

1










g

a
glF  , 










g

al
y 1

6
0 . 

 

Задача 26.3.2. Верхний конец однородного тонкого стержня 

массой т  и плотностью   закреплен на шарнире, а другой по-

гружен в жидкость плотностью 0 , при этом стержень отклоняется 

на некоторый угол от вертикали. Найти силу, с которой стержень 

действует на шарнир в положении равновесия.  

 

Решение 

I. На стержень в положении равновесия действуют три силы: 

сила тяжести mg, сила Архимеда FA и сила реакции шарнира N (см. 

рис. 26.3). Поскольку первые две силы – 

вертикальные, то и сила реакции со сто-

роны шарнирного подвеса N тоже долж-

на быть вертикальной. Искомая сила, с 

которой стержень действует на шарнир, 

связана с силой N третьим законом Нью-

тона. Будем считать стержень однород-

ным абсолютно твердым телом. Силой 

трения в подвесе и силой сопротивления 

воздуха пренебрегаем. Задачу решаем в 

лабораторной системе отсчета. 

II. В положении равновесия сумма 

внешних сил, действующих на стержень, равна нулю: 

0A  mgNF .                                                                   (26.15) 

mg 

FА 

N 

α 

Рис. 26.3. Силы, действу-

ющие на стержень. 
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Сила Архимеда AF  определяется выражением: 

gSLF погр0A  ,                                                                     (26.16) 

где погрL  – длина погруженной части стержня, S  – площадь попе-

речного сечения стержня, L  – его длина. 

Запишем уравнение моментов для стержня относительно оси, 

проходящей через точку подвеса перпендикулярно плоскости чер-

тежа (рис. 26.3): 

0sin
2

sin
2

погр

A 









 

L
mg

L
LF .                                    (26.17) 

Здесь α – угол отклонения стержня от вертикали в положении рав-

новесия. 

Дополним записанную систему уравнений выражением для 

площади поперечного сечения стержня: 

L

m
S


 .                                                                                  (26.18) 

III. Подстановка формулы (26.18) в (26.16), дает следующее 

выражение для силы Архимеда: 

L

L
mgF

погр0
A 




.                                                               (26.19) 

Подставляя (26.19) в (26.19), получаем квадратное уравнение 

для отношения длины погруженной части стержня к его полной 

длине: 

02
0

погр

2

погр
















L

L

L

L
.                                                  (26.20) 

Решение уравнения (26.19) имеет вид: 

0

погр
11






L

L
.                                                               (26.21) 

Преобразуя систему уравнений (26.17), (26.19) и (26.21), полу-

чаем искомое выражение для силы реакции шарнира: 






























0

0 111







mgN . 
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Ответ: 





























0

0 111







mgN . 

 

Задача 26.3.3. Тонкую деревянную палочку длиной L и пло-

щадь сечения S подвесили за один из концов на нити, а другой ко-

нец опустили в воду. При этом палочка оказалась наклоненной к 

горизонтали под углом  , а длина ее части, погруженной в воду, 

составила половину длины палочки. Какую минимальную работу 

нужно совершить, чтобы вытащить палочку из воды? Плотность 

воды 0 . 

 

Решение 

I. В соответствии с условием задачи необходимо определить 

минимальную работу, которую совершит сила натяжения нити по 

подъему палочки. Будем считать, что подъем осуществляется мед-

ленно, и можно пренебречь кинетической энергией палочки в про-

цессе подъема. На палочку, частично погруженную в жидкость, 

действуют сила тяжести mg, сила Архимеда FA и сила натяжения 

нити T. В начальном положении палоч-

ка наклонена под некоторым углом к 

горизонтали. В процессе подъема угол 

будет изменяться и в некоторый момент 

времени палочка примет вертикальное 

положение. Палочку считаем однород-

ным абсолютно твердым стержнем, си-

лами трения пренебрегаем. 

II, III. Запишем уравнение момен-

тов относительно оси, проходящей че-

рез верхний конец палочки перпенди-

кулярно плоскости чертежа (рис. 26.4.): 

0cos
2

cos
2

погр

A 









 

L
mg

L
LF .                                   (26.22) 

Здесь погрL  – длина погруженной части палочки. 

Сила Архимеда определяется выражением: 

gSLF погр0A  .                                                                     (26.23) 

Подставляя (26.23) в (26.22), получаем: 

mg 

FА 

T 

α 

Рис. 26.4. Силы, действу-

ющие на палочку. 
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0cos
2

cos
2

погр

погр0 









 

L
LSgL

L
m .                          (26.24) 

В случае если 0cos  , в результате несложных преобразова-

ний (26.24) получаем квадратное уравнение для длины погружен-

ной части палочки: 

02
0

погр
2
погр  L

S

m
LLL


.                                                   (26.25) 

Из полученного уравнения следует, что длина погруженной 

части палочки погрL  не зависит от угла α и не изменяется до тех 

пор, пока он не станет равным 
2


. Следовательно, сила Архимеда 

постоянна, пока палочка не примет вертикальное положение. Зна-

чение силы Архимеда на первом этапе определяется условием за-

дачи 
2

погр

L
L  : 

2
0A

L
gSF  .                                                                         (26.26) 

Подставляя заданную в условии задачи длину погруженной 

части 
2

погр

L
L    в выражение (26.25), получаем значение массы 

палочки: 

SLm 0
4

3
 .                                                                           (26.27) 

Поскольку подъем осуществляется медленно, можно считать, 

что сумма сил, приложенных к палочке, равна нулю: 

0A  mgFT .                                                                    (26.28) 

Подставляя (26.26) и (26.27) в (26.28), получаем значение силы 

натяжения нити на первом этапе подъема палочки: 

gSLT 01
4

1
 . 

Работа силы натяжения нити на этапе от начала подъема до 

момента, когда палочка примет вертикальное положение равна: 

  )sin1(
8

1
sin1

2

2
01   gSL

L
TA .                              (26.29) 
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При записи (26.29) учтено, что точка приложения силы натя-

жения нити переместилась на первом этапе подъема на высоту 

)sin1(
2


L

. 

При дальнейшем подъеме сила Архимеда будет уменьшаться, 

а сила натяжения нити – возрастать. Подставляя (26.26) и (26.27) в 

(26.28), получаем значение силы натяжения нити на втором этапе 

подъема палочки: 

)(
4

3
)( 002 xLgSgSLxT   ,                                             (26.30) 

где x – длина выступающей над поверхностью жидкости части па-

лочки, изменяющаяся от 
2

L
 до L.  

Работа силы натяжения нити на втором этапе подъема палочки 

равна: 



L

L

xxTA

2/

22 d)( .                                                                      (26.31) 

Подставляя выражение для силы натяжения нити (26.30) в 

(26.31), получаем: 

2
0

2/

002
4

1
d)(

4

3
gSLxxLgSgSLA

L

L

 







  .                  (26.32) 

Полную работу по подъему палочки находим, суммируя 

(26.29) и (26.32): 

)sin3(
8

1 2
021   gSLAAA . 

Ответ: )sin3(
8

1 2
0   gSLA . 

 

Задача 26.3.4. На шероховатом горизонтальном дне бочки, за-

полненном водой, лежит диск толщиной d, радиусом R, изготов-

ленный из материала с плотностью ρ. В бочку вертикально опусти-

ли тонкостенную трубку радиусом r, в которую вставили поршень. 

Нижняя плоскость поршня совпадает с нижним торцом трубки. 

Трубку плотно прижали к верхней плоскости диска так, что ее ось 

оказалась смещенной относительно оси диска на расстояние l. За-

тем поршень подняли вверх, зафиксировали и стали медленно под-
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нимать трубку. На какой минимальной глубине h будет находиться 

верхняя плоскость диска, когда он оторвется от трубки, если до 

момента отрыва вода не просачивалась в трубку? Атмосферное 

давление считать равным p0.  

 

Решение 

I. Задачу решаем в лабораторной системе отсчета. Считаем, 

что подъем диска осуществляется настолько медленно, что в любой 

момент времени диск находится в равновесии. Пренебрегаем сила-

ми сопротивления со стороны жидкости, которую считаем невяз-

кой и несжимаемой. В процессе 

подъема на диск действуют сила тя-

жести gm , равнодействующая сил 

давления жидкости F  и сила реак-

ции трубки N .  

В момент отрыва диска трубка 

перестает соприкасаться с диском 

вдоль всей своей нижней поверхно-

сти. Сила реакции трубки будет при-

ложена в точке А, наиболее удален-

ной от центра тяжести диска 

(см. рис. 26.5). 

II, III. В соответствии с условием задачи равнодействующая 

сил давления не удовлетворяет закону Архимеда, поскольку на 

часть верхней поверхности диска, находящуюся внутри трубки не 

действует сила со стороны жидкости. Сила, действующая на диск 

со стороны жидкости, равна разности сил, действующих на ниж-

нюю и верхнюю поверхности диска. Запишем выражение для сил 

давления жидкости в момент времени, когда верхняя поверхность 

диска находилась на глубине h: 

))(())(( 22
00

2
00 rRghpRdhgpF   .            (26.33) 

Преобразуя выражение (26.33), получаем: 
2

00
2

0 )( rghpRgdF   . 

Силу F можно представить, как сумму двух слагаемых: 
2

01 RgdF  ,                                                                        (26.34) 

2
002 )( rghpF  .                                                              (26.35) 

mg 

F1 
N F2 

А 

Рис. 26.5. Силы, действующие 

на диск. 
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Сила 1F  представляет собой обычную силу Архимеда с точкой 

приложения в центре диска. Сила 2F  обусловлена отсутствием сил 

давления жидкости на участок верхней поверхности диска, ограни-

ченный трубкой. В силу симметрии линия действия этой силы сов-

падает с осью трубки. Запишем уравнение моментов (в момент от-

рыва диска от трубки) относительно оси, проходящей через точку 

А (см. рис. 26.5) перпендикулярно плоскости чертежа: 

0)()( 21  rFrlFrlmg .                                            (26.36) 

При записи уравнения (26.36) учтено, что момент силы реак-

ции трубки относительно указанной оси равен нулю. 

Выразим массу диска через величины, заданные в условии за-

дачи: 
2Rdm  .                                                                             (26.37) 

Подставляя (26.34), (26.35) и (26.37) в (26.36), получаем иско-

мое расстояние от верхней поверхности диска до поверхности 

жидкости в момент отрыва трубки: 

g

p

r

dR

r

l
h

0

0

2

2

0

11























 . 

Ответ: 
g

p

r

dR

r

l
h

0

0

2

2

0

11























 . 

 

Задача 26.3.5. В дне горизонтально расположенного широкого 

цилиндрического сосуда с иде-

альной жидкостью имеется не-

большое круглое отверстие ради-

усом R1, а над ним, на расстоянии 

b, соосно закреплен круглый за-

крытый цилиндр радиусом R2>R1 

(рис. 26.6). Зазор между  цилин-

дром и дном сосуда очень мал. 

Найти скорость, с которой жид-

кость вытекает из сосуда и дав-

ление жидкости в зазоре как функцию расстояния r от оси отвер-

стия и цилиндра, если высота уровня жидкости равна h, а ее плот-

ность – ρ. 

 

Рис. 26.6. Геометрические параметры 

системы и изображение трубки тока. 

R1 

R2 

b 
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Решение 
I. Жидкость считаем невязкой и несжимаемой. На любой эле-

мент объема жидкости действуют силы давления соседних слоев 

жидкости и сила тяжести. В рассматриваемом случае, при значи-

тельной разнице в размерах верхней свободной поверхности жид-

кости и отверстия, будем считать скорость движения верхней гра-

ницы жидкости равной нулю. Течение жидкости считаем стацио-

нарным, при котором скорость жидкости в фиксированной точке 

пространства не изменяется с течением времени. Для анализа тече-

ния жидкости удобно представить ее как совокупность трубок тока, 

стенки которых образованы линиями тока, то есть кривыми, каса-

тельные к которым в каждой точке совпадают с направлением ско-

рости частиц жидкости υ в этих точках (см. рис. 26.6). 

II, III. Запишем уравнение движения элемента трубки тока с 

границами, перпендикулярными оси трубки, находящимися на ма-

лом расстоянии dl, под действием силы тяжести и сил давления 

жидкости F1 и F2, действующих в верхнем и нижнем сечениях рас-

сматриваемого элемента: 

gFF
υ

m
t

m  21
d

d
,                                                             (26.38) 

где m – масса выделенного элемента жидкости. 

В проекции на ось трубки тока уравнение (26.38) принимает 

вид: 




 cos
d

d

d

d
g

l

p

t
 ,                                                         (26.39) 

где ρ – плотность жидкости, p – давление, α – угол между осью 

трубки тока и вертикалью. 

При записи (26.39) учтено, что разность сил давления равна: 









 l

l

p
pSSpFF d

d

d
21 .                                                  (26.40) 

Здесь S – площадь сечений трубки тока, ограничивающих выде-

ленный элемент. 

При стационарном течении жидкости все величины, характе-

ризующие поток, являются функциями только координаты l вдоль 

оси трубки тока: 
















2d

d

d

d

d

d

d

d 2

lt

l

lt
.                                                        (26.41) 
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Изменение вертикальной координаты рассматриваемого эле-

мента при его смещении на dl вдоль оси трубки тока равно: 

cos
d

d


l

h
.                                                                          (26.42) 

Подставляя (26.39) и (26.40) в (26.38), с учетом (26.42), полу-

чаем: 

0
2d

d 2














 ghp

l



 .                                                        (26.43) 

Следовательно, величина, заключенная в скобки в выражении 

(26.43) сохраняется при смещении выделенного элемента жидкости 

вдоль трубки тока: 

const
2

2

 ghp 


 .                                                         (26.44) 

Выражение (26.44) называется уравнением Бернулли. 

Для стационарного потока масса несжимаемой жидкости, про-

ходящая в единицу времени через поперечное сечение трубки тока, 

одинакова для всех сечений: 

const SQ .                                                                    (26.45) 

Уравнение Бернулли (26.44) и условие постоянства потока 

(26.45), записанные для трех сечений трубок тока (сечения в плос-

кости верхней свободной поверхности, сечения в зазоре и в плос-

кости отверстия в дне сосуда) позволяют решить поставленную 

задачу. 

Запишем уравнение Бернулли (26.44) для сечения трубки тока, 

совпадающего со свободной поверхностью жидкости, находящейся 

на высоте h от дна сосуда, и сечения в плоскости отверстия: 

0
1

2

0

2
0

2

)(

2
p

R
ghp 





 .                                          (26.46) 

Здесь p0 – атмосферное давление; υ0 – скорость жидкости на уровне 

верхней свободной поверхности. 

Запишем также условие постоянства потока несжимаемой 

жидкости (26.45) для указанных сечений трубки тока: 

)()( 1100 RRSS   .                                                                (26.47) 

Здесь S0 – сечение трубки тока на уровне верхней свободной по-

верхности жидкости, S(R1) – сечение трубки тока в плоскости от-

верстия в дне сосуда. 
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Подставляя 0  из (26.47) в (26.46), получаем выражение для 

скорости жидкости, вытекающей через отверстие в дне: 

gh

S

RS

gh
R 2

)(
1

2
)(

2

0

1

1
2 













 .                                                (26.48) 

Для нахождения давления жидкости в зазоре как функции рас-

стояния r от оси отверстия и цилиндра запишем уравнение Бернул-

ли для нижнего сечения трубки тока (на уровне отверстия в дне 

сосуда) и произвольного сечения в зазоре: 

)(
2

)(

2

)( 2

0
1

2

rp
r

p
R







 .                                            (26.49) 

Объединяя все трубки тока в одну, получаем трубку тока, се-

чение которой при R1 < r < R2 является боковой поверхностью ци-

линдра с площадью  

rbrS 2)(  ,                                                                            (26.50) 

где b – вертикальный размер зазора. 

Запишем также уравнение (26.45) для указанных сечений: 

)()()()( 11 RRSrrS   .                                                          (26.51) 

Решая совместно систему уравнений (26.48) – (26.51), получа-

ем искомую зависимость давления жидкости в зазоре как функцию 

расстояния r от оси отверстия и цилиндра: 
















22

4
1

0
4

1)(
br

R
ghprp  .  

Заметим, что полученное выражение для давления жидкости в 

зазоре справедливо при стационарном ламинарном течении жидко-

сти. В данной задаче это допущение справедливо при R1 << r << R2. 

Вблизи границ с резким изменением формы сосуда задача не имеет 

простого аналитического решения. 

Ответ: ghR 2)( 1  , 















22

4
1

0
4

1)(
br

R
ghprp  . 

 

Задача 26.3.6. По трубке радиусом R течет стационарный по-

ток жидкости плотностью ρ и вязкостью η. Скорость течения жид-

кости зависит от расстояния r до оси трубки по закону 

)/1()( 22
0 Rrr  . Найти объем жидкости, протекающей через 
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сечение трубки в единицу времени и разность давлений жидкости в 

точках, находящихся на расстоянии l вдоль оси трубки. 

 

Решение 

I. Задачу решаем в лабораторной инерциальной системе отсче-

та. Жидкость считаем несжимаемой, силу вязкого трения, действу-

ющую на единицу площади поверхности, пропорциональной гра-

диенту относительной скорости.  

II. Рассмотрим бесконечно малый кольцевой элемент попереч-

ного сечения потока жидкости, находящийся на расстоянии r от 

оси трубки. Площадь указанного элемента равна 

rrS d2d  .                                                                            (26.52) 

Объем жидкости, протекающий через кольцевой элемент сече-

ния в единицу времени равен: 

t

Str
Q

d

dd)(
d


 .                                                                      (26.53) 

Искомый объем жидкости, протекающей через сечение трубки 

в единицу времени, находим, интегрируя (26.53) по сечению труб-

ки. 

По условию задачи скорость жидкости зависит от расстояния r 

от оси трубки по закону: 
















2

2

0 1)(
R

r
r  .                                                                 (26.54) 

Рассмотрим цилиндрический объем жидкости радиусом R, 

длиной l. Жидкость движется вдоль трубки под действием разности 

сил давления Sp1  и Sp2  на концах выбранного элемента и сил 

вязкого трения трF . При стационарном течении жидкости сумма 

внешних сил, действующих на выбранный элемент объема жидко-

сти, равна нулю: 

0)( тр21  FSpp .                                                              (26.55) 

Сила вязкого трения, действующая на единицу площади, про-

порциональна градиенту относительной скорости: 

r
RlF

d

d
2тр


 .                                                                   (26.56) 
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III. Решая записанную систему уравнений (26.52) – (26.56), по-

лучаем искомые выражения для объема жидкости, протекающей 

через сечение трубки в единицу времени, 

SrrrQ
R

0

0 2

1
d2)(     

и разности давлений на концах трубки 

2

0
21

4

R

l
pp


 .  

Ответ: SQ 0
2

1
 , 

2

0
21

4

R

l
pp


 . 

 

Задача 26.3.7. Вертикально распо-

ложенный цилиндрический сосуд ради-

усом R, частично заполненный жидко-

стью, вращается вместе с жидкостью 

вокруг своей оси. К боковой стенке со-

суда с внутренней стороны на шарнире 

прикреплена тонкая однородная палоч-

ка длиной l. Во время вращения палоч-

ка полностью погружена в жидкость и 

образует со стенкой сосуда угол α (см. 

рис. 26.7). Найдите угловую скорость 

вращения сосуда.  

 

Решение 

I. Задачу решаем в неинерциальной системе отсчета, связанной 

с вращающимся цилиндром. В этой системе отсчета на палочку 

действуют силы тяжести, давления жидкости, реакции шарнира и 

центробежная сила инерции. Направление оси r цилиндрической 

системы координат показано на рис. 26.7. Палочка покоится в вы-

бранной неинерциальной системе отсчета под действием указан-

ных сил. Палочку считаем однородным абсолютно твердым телом, 

жидкость – невязкой и несжимаемой. Силами трения пренебрегаем. 

II, III. Запишем уравнение моментов для палочки относительно 

оси, проходящей через точку шарнирного крепления перпендику-

лярно плоскости чертежа (точка О на рис. 26.7). 

0цб  mgff MMMM
ry

.                                                (26.57) 

Рис. 26.7. Силы, действую-

щие на бесконечно малый 

фрагмент палочки. 

dFцб dfr 

dfy 

dmg 

ω Y 

r 0 

α 

О 
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Здесь цбM  – момент центробежной силы инерции относительно 

рассматриваемой оси, 
yfM  – момент вертикальной составляющей 

силы давления жидкости, 
rf

M  – момент ее горизонтальной состав-

ляющей, mgM  – момент силы тяжести. Момент силы реакции шар-

нира относительно указанной оси равен нулю. 

Точки приложения силы тяжести и вертикальной составляю-

щей силы давления жидкости совпадают с центром палочки. Сле-

довательно, моменты указанных сил равны: 

α
l

ρgVM
yf sin

2
 ,                                                               (26.58) 

α
l

Vgα
l

mgMmg sin
2

ρsin
2

0 .                                           (26.59) 

Здесь  – плотность жидкости 0 – плотность материала палочки, m 

– масса палочки, V – ее объем. 

Для вычисления моментов центробежной силы инерции и го-

ризонтальной составляющей силы давления жидкости рассмотрим 

физически бесконечно малый фрагмент палочки длиной dl, нахо-

дящийся на расстоянии x от оси вращения. Центробежная сила 

инерции, действующая на этот фрагмент, равна: 

rω
α

r

l

m
rlω

l

m
rmωF 222

цб
sin

d
ddd  ,                            (26.60) 

а ее момент относительно оси, проходящей через точку О, опреде-

ляется выражением: 

rω
α

r

l

m
αrRFαrRM 2

цбцб
sin

d
ctg)(dctg)(d  .     (26.61) 

Полный момент центробежной силы инерции получаем, инте-

грируя выражение (26.61): 






R

lR

r
α

rω

l

m
αrRM

sinα

2

цб d
sin

ctg)( .                                 (26.62) 

Определим горизонтальную составляющую силы давления 

жидкости. Относительно инерциальной лабораторной системы от-

счета любой элемент объема жидкости в установившемся режиме 

вращается с угловой скоростью ω вокруг оси цилиндра под дей-

ствием горизонтальной составляющей сил давления жидкости. Эта 

сила сообщает этому элементу центростремительное ускорение. 
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Следовательно, горизонтальная составляющая сил давления жид-

кости на расстоянии r от оси вращения равна:  

sinα

d
dd 22 r

rSρωlrSρωfr  .                                                 (26.63) 

Здесь S – площадь поперечного сечения палочки. 

Полный момент этой силы получаем, интегрируя выражение 

(26.63): 

r
rω

αSrRM

R

lR

fr
d

sinα
ctg)(

sinα

2




  .                                       (26.64) 

Подставляя (26.64), (26.62), (26.59) и (26.58) в (26.57), получа-

ем после несложных преобразований следующее выражение: 

αg
Slρρ

rSωρρ
α

α
rrR

R

αlR

sin
2

)(
d)(

sin

ctg
)(

2
02

sin

0






.       (26.65) 

Из выражения (26.65) получаем искомое значение угловой 

скорости: 

)sin23(ctg

3




lR

g


 . 

Заметим, что поставленная задача имеет решение только при 

α

R
l

sin2

3
 . 

Ответ: 
)sin23(ctg

3




lR

g


  при 

sin2

3R
l  . 

 

Задача 26.8. Цилиндрический бак с диаметром основания, 

равным D = 25 cм, и высотой Н = 4 м, стоящий на горизонтальной 

поверхности, наполнили доверху водой. Вблизи дна бака имеется 

отверстие, перекрытое краном, в которое вставлена короткая глад-

кая трубка с внутренним диаметром d = 2,5 см. Трубка ориентиро-

вана вверх под углом α = 45 к горизонтальной поверхности. Опре-

делить, скорость, с которой движется мокрое пятно, образующееся 

на поверхности, через τ = 10 с после открытия крана. Ускорение 

свободного падения считать равным g = 10 м/с2. 
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Решение 
I. Задачу решаем в лабораторной системе отсчета. Воду счита-

ем невязкой несжимаемой жидкостью. Пренебрегаем силой сопро-

тивления воздуха. Искомая скорость движения мокрого пятна 

определяется скоростью изменения дальности полета капель жид-

кости. Изменение их дальности полета капель жидкости определя-

ется их различной начальной скоростью при истекании воды из 

бака. 

II. Для определения начальной скорости капель запишем урав-

нение Бернулли:  

22

2
1

2
0 




 gh .                                                                 (26.66) 

Здесь 0 – скорость верхнего слоя жидкости в баке, 1 – скорость, с 

которой вытекает жидкость из бака, h − высота уровня жидкости в 

баке,   − плотность жидкости. 

Условие несжимаемости жидкости имеет вид:  

tsts dd 1100   ,                                                                        (26.67) 

где s0 – площадь дна сосуда, s1 – площадь внутреннего сечения 

трубки. 
Скорость верхнего слоя жидкости в баке связана с высотой 

уровня жидкости следующим соотношением: 

0
d

d


t

h
.                                                                                (26.68) 

Время полета полt

 

и дальность полета полL  капли жидкости 

определяются с помощью известных кинематических соотноше-

ний: 

g
t

 sin2 1
пол  ,                                                                       (26.69) 

g
L

 2sin2
1

пол  .                                                                    (26.70) 

Обозначим момент времени приземления капли: 

полtt  .                                                                              (26.71) 

Тогда искомая скорость пятна равна: 











d

d2sin2

d

d 1
1

пол

g

L
 .                                                   (26.72) 
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III. Получена полная система уравнений (26.66) – (26.72) для 

определения скорости движения мокрого пятна. 

Исключая из уравнений (26.66) и (26.67) скорость движения 

верхнего слоя жидкости, получим выражение для скорости истека-

ния жидкости из бака: 

2

0

1

1

1

2















s

s

gh
 .                                                                    (26.73) 

Из соотношений (26.67), (26.68) и (26.73) получим выражение 

для изменения высоты уровня жидкости в баке за бесконечно ма-

лый промежуток времени: 

t

s

s

gh

s

s
h d

1

2
d

2

0

1
0

1













 .                                                         (26.74) 

Решаем дифференциальное уравнение (26.74) методом разде-

ления переменных: 

t

s

s

g

s

s

h

h
d

1

2d
2

0

1
0

1













 .                                                        (26.75) 

Интегрируя уравнение (26.75) с учетом начальных условий, 

получим: 

ktHt

s

s

g

s

s
Hh 













 02

0

1
0

1
0

1

2

2
,                             (26.76) 

где константа k равна: 

2

0

1
0

1

1

2

2













s

s

g

s

s
k ,                                                               (26.77) 

Подставляя (26.76) в (26.73), получим зависимость скорости 

истекания воды из бака от времени: 
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 tkHk
s

s 2
0

1

0
1

2
 .                                                           (26.78) 

Время полета капли получим в результате подстановки выра-

жения (26.78) в (26.69): 

 tkHk
s

s

g
t 2

0

1

0
пол

2sin2



.                                            (26.79) 

В соответствии с (26.71) момент приземления капли определя-

ется выражением: 

  tkHk
s

s

g
t 2

0

1

0sin4 
  

   
0

1

02

1

0 sin4sin4
1 Hk

s

s

g
k

s

s

g
t 













.                          (26.80) 

Следовательно 

2

1

0

0

1

0

sin4
1

sin4

k
s

s

g

Hk
s

s

g
t











.                                                      (26.81) 

Используя соотношения (26.70) и (26.72), определим скорость 

пятна: 













d

d2sin2

d

d2sin 1
1

2
1

gg
 .                                     (26.82) 

Подставив соотношение (26.81) в (26.78), определим скорость 

1: 


























2

1

0

0

1

0

2
0

1

0
1 sin4

1

sin4

2

k
s

s

g

Hk
s

s

g
kHk

s

s






  

                                     






















2

1

0

2
0

1

0

sin4
1

2

k
s

s

g

kHk

s

s




.                   (26.83) 

Определим производную 




d

d 1 : 
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2

1

0

2

1

01

sin4
1

2

d

d

k
s

s

g

k

s

s







.                                            (26.84) 

Тогда искомая скорость пятна равна: 

 
























2

2

1

0

2
0

22

1

0

sin4
1

2sin8

k
s

s

g

kHkk

s

s

g 


                           (26.85) 

Для упрощения записи полученных соотношений введем обо-

значение 

n
D

d

s

s











2

0

1 .                                                                      (26.86) 

С учетом (26.86) выражение (26.77) принимает вид: 

21

2

2 n

gn
k


 ,                                                                        (26.87) 

Подставляя (26.87) в соотношение (26.85) получим выражение 

для искомой скорости пятна в момент времени   : 

  2

2

20

2

2

1

sin2
1

1

2

2

1

2sin
1

2
2
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n

g
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 . 

Подставляя численные значения, заданные в условии задачи, 

получаем: 

м/с.159.0  

Ответ: 
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26.4. Задачи для самостоятельного решения 

Задача 26.4.1 ([2], 663). На горизонтальной поверхности стола 

стоит цилиндрический сосуд, в который налита вода до уровня H 

(относительно поверхности стола). На какой высоте h (относитель-

но поверхности стола) надо сделать малое отверстие в боковой 

стенке сосуда, чтобы струя воды достигала поверхности стола на 

максимальном расстоянии от сосуда? Определить это расстояние. 

Ответ: 2/Hh  , Hx max .  

 

Задача 26.4.2 ([2], 673). На тележке стоит цилиндрический со-

суд, наполненный жидкостью плотностью ρ = 1 г/см3. Высота 

уровня поверхности жидкости в сосуде h = 1 м. В сосуде с проти-

воположных сторон по ходу тележки сделано два крана с отверсти-

ями площадью s = 10 см2 каждое, одно на высоте h1 = 25 см над 

дном сосуда, а другое на высоте h2 = 50 см. Какую горизонтальную 

силу F нужно приложить к тележке, чтобы она оставалась в покое 

при открытых кранах? 

Ответ: Нужно приложить силу Н5)(2 12  hhgsF  , дей-

ствующую на тележку со стороны отверстия, расположенного вы-

ше.  

 

Задача 26.4.3 ([2], 687). Цилиндрический сосуд радиусом R с 

налитой в него идеальной жидкостью вращается вокруг своей вер-

тикальной геометрической оси с угловой скоростью ω. Определить 

скорость истечения струи жидкости через малое отверстие в боко-

вой стенке сосуда при установившемся движении жидкости. 

Ответ: )(2 22Rgh   .  

 

Задача 26.4.4 ([2], 689). В боковой стенке сосуда имеется от-

верстие, нижний край которого находится 

на высоте h. При каком горизонтальном 

ускорении сосуда налитая в него жидкость 

не будет выливаться из отверстия, если в 

покоящемся сосуде (при закрытом отвер-

стии) жидкость была налита до высоты H? 

Горизонтальный размер сосуда равен l.  

l 

h 
H 
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Ответ: 
l

hHg
a

)(2 
 .  

 

Задача 26.4.5 ([3], 1.344). Какую работу нужно совершить, 

чтобы, действуя постоянной силой на поршень, выдавить из гори-

зонтально расположенного цилиндра всю воду за время t? Объем 

воды в цилиндре равен V, плотность воды – ρ, площадь сечения 

отверстия – s, причем s значительно меньше площади поршня. 

Трение и вязкость пренебрежимо малы. 

Ответ: 
22

2

2 ts

V
A


 .  

 

Задача 26.4.6 ([3], 1.351). Вода вытекает из большого бака по 

изогнутой под прямым углом трубке, внутренний 

радиус которой равен r = 0,5 см. Длина горизон-

тальной части трубки l = 22 см. Расход воды 

Q = 0,5 л/с. Найти момент сил реакции воды на 

стенки этой трубки относительно точки О 

(см. рис.), обусловленный течением воды. 

Ответ: 
2

2

r

lQ
M




 .  

 

Задача 26.4.7 ([3], 1.352). В боковой стенке широкого откры-

того бака вмонтирована суживающая трубка, через которую выте-

кает вода. Площадь сечения трубки уменьшается от S = 3 см2 до 

s = 1 см2. Уровень воды в баке на h = 4,6 м выше уровня в трубке. 

Пренебрегая вязкостью воды, найти горизонтальную составляю-

щую силы, вырывающей трубку из бака. 

Ответ: Н6
)( 2





S

sSgh
F


.  

 

Задача 26.4.8 ([3], 1.354). Тонкий горизонтальный диск радиу-

сом R = 10 см расположен в цилиндрической полости с маслом, 

вязкость которого η = 8 мПа·с. Зазоры между диском и горизон-

тальными торцами полости одинаковы и равны h = 1 мм. Найти 

мощность, которую развивают силы вязкости, действующие на 

l 

О 
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диск при вращении его с угловой скоростью ω = 60 рад/с. Краевы-

ми эффектами пренебречь. 

Ответ: Вт9
42


h

R
P


.  

 

Задача 26.4.9 ([3], 1.355). Длинный цилиндр радиусом R1 пе-

ремешают вдоль его оси со скоростью υ0 внутри коаксиального ци-

линдра радиусом R2. Пространство между цилиндрами заполнено 

вязкой жидкостью. Найти скорость жидкости в зависимости от рас-

стояния r до оси цилиндров. Течение ламинарное. 

Ответ: 
 
 21

2
0

/ln

/ln

RR

Rr
  .  

 

Задача 26.4.10 ([3], 1.358). Из широкого сосуда по трубке вы-

текает вязкая жидкость, плотность которой равна ρ = 1 г/см3. Найти 

скорость вытекающей жидкости, если h1 = 10 см, h2 = 20 см и 

h3 = 35 см (см. рис). Расстояния l одинаковы. 

 

 

 

 

 

 

 

Ответ:   с/м1)()(2 1223  hhhhg .  

 

l l l 

h3 

h2 
h1 
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