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Γ аaВa 3. Bo аыoВе e  c Вo тc чВa иac чцд. Bo аые  Бe -р po та§ 
У 1. Д paВыe ыцe  Бe -рpo та§. гацыa Вoаые  Бe -р po та§ 

 
T eиuc Р . 
I. л и наa оo и ад  еe р p o яи п o тp eеeи пeк о хaхнx cкp yхкyp ax еaааaп 

ц acкнбa ьyеeк тp o пои пкК оo и аo од e cоo яcкоa 
II. м и accн ц ecхнe xap aхкep нcкнхн  ц acкнбд  аe гo зyк ьд кК ншоecкад  

o еаo оp eгeааo  тo тap аo  (тo  co o каo эeанпг аeo тp eеeи eааo cкeя): 
1) єаep знп н  оp eгп; 
2) хo o p енаaкa н  нгтyи Кc. 
ж , хaх cи eеcконe нш окo p o зo  co o каo эeанп аeo тp eеeи eааo cкeя 
3) хнаeкн ц ecхaп н  тo кeабнaи Каaп єаep знп, 

a кaхщe 
тo и aп єаep знп аe p aоаa cyггe хнаeкн ц ecхo я н  тo кeабнaи Каo я 

єаep зня, кaх хaх тo cи eеанe аe гo зyк cyСecкоo оaкК огecкe 
o еаo оp eгeааo .  

III. C o o каo эeанп аeo тp eеeи eааo cкeя тo шоo и п«к o бeанкК 
гнангaиКад e оo шгo щад e шаaц eанп (»аyи eод eВ) нгтyи Кca н  єаep знн . 

IV. Bep o пкаo cкК ф хоaакo оaп накep тp eкaбнп накeаcноаo cкн . 
 
ж кaх, cоeк ф єкo  єиeхкp o гaзанкаaп оo и аa н  тo кo х Лo кo аo о. B o еанx 

ycи o онпx cоeк тp o пои пeк оo и аo од e cоo яcкоa (накep Лep eабнп, 
енЛp aхбнп н  еp .), cкaи хноaпcК c тp eтпкcконпгн , cp aоангд гн  c еи наo я 
оo и ад , о еp yзнx ф хo p тycхyи пp ад e cоo яcкоa (Лo кo єЛЛeхк, co шеaанe 
еaои eанп).  

B 1924 У. еe р p o яи К од cхaшaи  пцзo чe уy o  кo г, ц кo  хo p тycхyи пp аo -

оo и аo оo я еyaи ншг тp нcyС оceг ьeш нcхи«ц eанп гaкep нaи Кад г 

ц acкнбaг. ж cтo и Кшo оaанe aаaи o зня гeщеy гexaанхo я н  o ткнхo я н  

тo шоo и н и o  еe р p o яи« кeo p eкн ц ecхн  o тнcaкК оo и аo од e cоo яcкоa ц acкнб. 

Ä p aоаeанп еe р p o яи п 

W = ω
 = p k

h
h

   (1) 
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cопшд оa«к єаep зн« W н  нгтyи Кc p, o тнcд оa«Снe co cкo панe ц acкнбд , c 

xap aхкep нcкнхaгн  оo и ад : ц acкo кo я ω н  оo и аo од г оeхкo p o г k 

( 341,055 10 Añ n−= ⋅ ⋅h  - тo cкo пааaп Π и aахa). ж еeп еe р p o яи п ншгeан и a 

Лншн ц ecхy« хap кнаy гнp a. 

л и п cоo ьo еаo  еонщyСeяcп ц acкнбд  c нгтyи Кco г аaтp aои eаад г 

оеo и К o cн  O X  оo и аo оaп Лyахбнп (Вoаыa Бe  р po та§) нгeeк оне ти o cхo я 

оo и ад : 

( )( , ) expr t C i t kxΨ =  ω −   .     (2) 

Мaхo а енcтep cн н  W = W(p) еи п cоo ьo еаo я ц acкнбд  c гacco я m, ц Кп 
оo и аo оaп Лyахбнп, o тнcд оaeкcп yp aоаeанeг (2) : 

2

2
pW
m

= .     (3)  

Baщаo e o ки н ц нe хo p тycхyи пp аo -оo и аo оo зo  еyaи ншгa ц acкнб o к 
хo p тycхyи пp аo -оo и аo оo зo  еyaи ншгa cоeкa шaхи«ц aeкcп о Лншн ц ecхo г 
cгд cи e aгти нкyед  оo и аo оo я Лyахбнн : хоaеp aк aгти нкyед   

2( , ) ( , ) ( , )r t r t r t∗Ψ = Ψ Ψ    (4) 
o тp eеeи пeк оep o пкаo cкК o ьаap yщeанп ц acкнбд  о гo гeак оp eгeан  t о 
кo ц хe c хo o p енаaкo я r. C кaкнcкн ц ecхaп накep тp eкaбнп оo и аo оo я 
Лyахбнн  ьд и a о 1926з. еaаa M . р o p аo г. 

РaБaиa 1. Bд ц нcи нкe еи над  оo и а еe-р p o яи п еи п єиeхкp o аa eλ , 
еонщyСeзo cп co  cхo p o cкК« 10 000 хг/c, aокo гo ьн и п AТ  гacco я 2 к, 
еонщyСeзo cп co  cхo p o cкК« 144 хг/ц . 

Peн eО ue. C o зи acаo  Лo p гyи e (1) 2p k π
= =

λ
hh : 

34
12

31 7
2 6.62 10 7.3 10

9.1 10 10e ı
mv

−
−

−
π ⋅

λ = = = ⋅
⋅

h , 

34
392 6.62 10 8.3 10

2000 144 10 36а ı
mv

−
−π ⋅

λ = = = ⋅
⋅ ⋅

h . 

T aхнг o ьp aшo г: 2710e
A

λ ≈λ . 

O m Вem : 127.3 10e ı−λ = ⋅ , 398.3 10 ıа
−λ = ⋅ . 

B onpoc Р  л яа c aкonpoВep§u: 
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1) Bo  cхo и Кхo  p aш ншгeанкcп еи наa оo и ад  еe-р p o яи п еи п єиeхкp o аa, 
ecи н  yоeи н ц нкК eзo  cхo p o cкК о 3 p aшa? 

2) м aх ншгeанкcп o коeк аa тp eед еyСня оo тp o c, ecи н  p accгaкp ноaкК 
тp o кo а, еонщyСняcп c кo я щe cхo p o cкК«? 

3) л и п хaхнx ц acкнб ьyеeк cyСecкоeаад г тp o пои eанe 
хo p тycхyи пp аo -оo и аo оo зo  еyaи ншгa о cкp yхкyp e хp нcкaи и н ц ecхo я 
p eэeкхн  c тep н o еo г a=0,3 аг? 

O m Вem Р : 1) ÄгeаКэнкcп о 3 p aшa. 2) ÄгeаКэнкcп о ~ 1000 p aш. 3) л и п 
ц acкнб, еи наa оo и ад  еe-р p o яи п хo кo p д x co тo cкaонгa c тep н o еo г 
хp нcкaи и н ц ecхo я p eэeкхн . B аaэeг cи yц ae, еи п єиeхкp o аa. 

РaБaиa 2. Bд ц нcи нкe еи над  оo и а еe-р p o яи п Лo кo аa н  cоo ьo еад x 
ц acкнб: єиeхкp o аa, тp o кo аa н  aкo гa yp aаa, нгe«Снx хнаeкн ц ecхy« 
єаep зн« 100 єB. 

Peн eО ue. л и наa оo и ад  еe-р p o яи п ц acкнбд  o тp eеeи пeкcп ee 

нгтyи Кco г 2 2
k p
π π

λ = =
h  (1), a нгтyи Кc ц acкнбд  cопшaа c ee єаep зня 

шaхo аo г енcтep cнн : еи п Лo кo аa W cp=  н  еи п cоo ьo еад x ц acкнб 
2

2
pW
m

=  

(3). 

T aхнг o ьp aшo г, тo и yц aeг еи п Лo кo аa 2c
W
π

λ =
h  н  еи п cоo ьo еад x 

ц acкнб 2
2mW

π
λ =

h . T aхнг o ьp aшo г, еи п Лo кo аa еи наa оo и ад  

8 34

19
2 2 3 10 1,05 10 12,4´ ı

100 1,6 10f
c

W

−

−
π π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

λ = = =
⋅ ⋅

h  

Ä ц нкд оaп шаaц eанп гacc єиeхкp o аa 319,1 10 ˆ Нem −= ⋅ , тp o кo аa 

271,67 10 ˆ Нpm −= ⋅ , aкo гa yp aаa 
3

25
23

238,0 10 =3,97 10 ˆ Н
6 10Um

−
−⋅

= ⋅
⋅

 аaxo енг 

co o коeкcкоy«Снe нг еи над  оo и а 
25 25

31

2 1,16 10 1,16 10 0,12 ´ ı
2 9,1 10

e
e em W m

− −

−

π ⋅ ⋅
λ = = = ≈

⋅

h , 
25

3
27

1,16 10 2,8 10 ´ ı
1,67 10

p

−
−

−

⋅
λ = ≈ ⋅

⋅
, 

25
4

25

1,16 10 1,8 10 ´ ı
3,97 10

U

−
−

−

⋅
λ = ≈ ⋅

⋅
. 

O m Вem : 12,4´ ıfλ = , 0,12 ´ ıeλ ≈ , 32,8 10 ´ ıp
−λ ≈ ⋅ , 41,8 10 ´ ıU

−λ ≈ ⋅ . 
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B onpoc  л яа c aкonpoВep§u: р yеeк и н  ншгeапкКcп еи наa оo и ад  ц acкнбд , 
ecи н  ц acкнбa тo тaеaeк о тo кeабнaи Каo e тo и e? 
O m Вem : л и наa оo и ад  ц acкнбд  ншгeанкcп, кaх хaх о co o коeкcконн  c 
шaхo аo г co xp aаeанп гexaан ц ecхo я єаep знн  ц acкК хнаeкн ц ecхo я єаep знн  
ц acкнбд  тep eяеeк о тo кeабнaи Каy«. 

РaБaиa 3. H aтp пщeанe, p aшзo ап«Сee єиeхкp o а о хнаecхo тe, p aоаo  
U = 20 000 B, a енaгeкp  єиeхкp o ааo зo  тyц хa d = 0,1 гг. 1) Π o ц eгy 
єиeхкp o а, тp o пои пп оo и аo од e cоo яcкоa о хp нcкaи и н ц ecхo я cкp yхкyp e 
гeкaи и a, аe тp o пои пeк оo и аo од x cоo яcко о хнаecхo тe кeи eоншo p a? 2) 
O ьРпcанкe, тo ц eгy єиeхкp o аад я гнхp o cхo т o ьи aеaeк ьo и Кэeя 
p aшp eэa«Сeя cтo co ьаo cкК«, ц eг o ьд ц ад я. P aшp eэa«Сaп cтo co ьаo cкК 
o ьд ц аo зo  гнхp o cхo тa o зp aан ц eаa еи наo я оo и ад  нcтo и Кшyeгo зo  еи п 
o cоeСeанп cоeкa. 

Peн eО ue. Π ycкК єиeхкp o а еo  тo тaеaанп о єиeхкp o cкaкн ц ecхo e тo и e 
аe нгeи  хнаeкн ц ecхo я єаep знн . Мaтнэeг шaхo а co xp aаeанп єаep знн  еи п 
гo гeакo о оp eгeан  t1 ф аaц aи a еонщeанп єиeхкp o аa н  t2 ф cp aшy тep eе 
тo тaеaанeг єиeхкp o аa аa єхp aа: 

eU
m

pe −=
2

0
2

, 

зеe e ф гo еyи К шap пеa єиeхкp o аa, кo зеa eU
m

pe =
2

2

. Bд p aщaп нш (1) 

нгтyи Кc 2
e

e
p π

=
λ

h , тo и yц aeг: 
2 2

2
4

2e
eU

m
π

=
λ

h . O кc«еa cи eеyeк 

112 0,8 10 ı 0,08A
2e meU

−π
λ = ≈ ⋅ =

oh . 

л и п єиeхкp o аa о гeен  c єаep знeя … ep гн  (WF = 7 єB) еи наa оo и ад  
тo p пехa гeщaкo гаo зo  p accкo панп a: 

92 0,5 10 ı 5A ~
2e

F
a

mW
−π

λ = ≈ ⋅ =
oh , 

н  eзo  оo и аo од e cоo яcкоa (енЛp aхбнп, накep Лep eабнп, Э ) тp o пои п«кcп 
о хp нcкaи и н ц ecхo я cкp yхкyp e, o ьи aеa«Сeя тep н o ен ц аo cкК« a тo p пехa 
аecхo и Кхнx aазcкp eг. 

л и н аa оo и ад  єиeхкp o аa, еонщyСeзo cп о кp yьхe хнаecхo тa 
шаaц нкeи Каo  гeаКэe xap aхкep ад x p aшгep o о тyц хa 
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0,08A 0,1ııe dλ = << =
o

. Π o єкo гy eзo  оo и аo од e cоo яcкоa тp н  еонщeанн  о 
хнаecхo тe аe cyСecкоeаад . 

T aх хaх cp eеапп еи наa оo и ад  оненгo зo  cоeкa nсλ  шаaц нкeи Каo  

ьo и Кэe еи над  оo и ад  єиeхкp o аa eλ , еонщyСeзo cп о хнаecхo тe 

                                 5 000 A 0,08Ac p eλ ≈ >> λ =
o o

, 

кo  о єиeхкp o аад я гнхp o cхo т гo щаo  p accгo кp eкК o ьРeхкд  о /c p eλ λ ~105 
p aш гeаКэнe, ц eг о o ьд ц ад я o ткн ц ecхня гнхp o cхo т. 
O m Вem : 1) T aх хaх de <<λ . 2) Є и eхкp o аад я гнхp o cхo т o ьи aеaeк 
ьo и Кэeя p aшp eэa«Сeя cтo co ьаo cкК«, к.х. еи наa оo и ад  єиeхкp o аa о 

/c p eλ λ ~105 p aш гeаКэe еи на оo и а оненгo зo  cоeкa. 
РaБaиa 4. Еacкнбa еонщeкcп о тo и o щнкeи Каo г аaтp aои eанн  o cн  

O X  о o еаo гep аo г тo кeабнaи Каo г тo и e (cг. pцc . 1) Bд co кa ьap Кep a U, 
хнаeкн ц ecхaп єаep знп ц acкнбд  о o ьи acкн  I I

KW . Bo  cхo и Кхo  p aш 
ншгeапeкcп еи наa оo и ад  ц acкнбд  тp н  тep exo еe нш o ьи acкн  I о o ьи acкК 
II? 

 

 
 
 
 
 
 
 
Pцc . 1. O ьи acкК I ф ц acкнбa о 
тo кeабнaи Каo я пгe, o ьи acкК II ф 
ц acкнбa аaе ьap Кep o г. 
 

 
Peн eО ue. O ьo шаaц нг еи наy оo и ад  ц acкнбд  о o ьи acкн  I ф λ0 н  λ ф 

еи наy оo и ад  ц acкнбд  о o ьи acкн  II. 
Π p н  тep exo еe ц acкнбд  о o ьи acкК II ц acкК ee хнаeкн ц ecхo я єаep знн  I

KW  
тep exo енк о тo кeабнaи Каy« U. жш шaхo аa co xp aаeанп гexaан ц ecхo я 
єаep знн  UWW += II

K
I

K  аaxo енг хнаeкн ц ecхy« єаep зн« ц acкнбд  II
KW  о 

o ьи acкн  II: 
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UWW −= I
K

II
K . 

ж cтo и Кшyп хоaеp aкн ц ад я шaхo а енcтep cн н   
2 2

K 2
(2 )

2 2
pW
m m

π
= =

λ

h , нгeeг 

0 I
K

2

2mW

π
λ =

h ,    
I

K

2

2 ( )m W U

π
λ =

−

h  н  

I
K

I
0 K

W
W U

λ
=

λ −
. 

O m Вem : 
I

K
I

0 K

W
W U

λ
=

λ −
, кo  ecкК еи наa оo и ад  yоeи н ц ноaeкcп. 

С2. Coom О oн eО uа О eonpeл eяeО О oc m eГ ΓeГиeО гepжa 

C оo ьo еаaп ц acкнбa, нгe«Сaп кo ц аo e шаaц eанe нгтyи Кca p н  
єаep знн  2 /(2 )W p m= , c o енаaхo оo я оep o пкаo cкК« 

2 2( , ) ( , ) ( , )t t t C const∗Ψ = Ψ Ψ = =r r r  
гo щeк ьд кК o ьаap yщeаa о и «ьo я кo ц хe тp o cкp aаcкоa, кo  ecкК еe 
ьp o яи eоcхaп ц acкнбa аe и o хaи ншo оaаa о хo o p енаaкаo г тp o cкp aаcкоe. 
Ecи н  xp=p e , кo  аeo тp eеeи eааo cкК (»p aшгaшaааo cкКВ) шаaц eаня 
нгтyи Кca 0xp∆ = , a аeo тp eеeи eааo cкК x-хo o p енаaкд  x∆ → ∞ . 

O тнcaанe и o хaи ншo оaааo я ц acкнбд  o cаo оaаo  аa ооeеeанн  
аeo тp eеeи eааo cкн  нгтyи Кca (н  аeo тp eеeи eааo cкн  оo и аo оo зo  оeхкo p a о 
co o коeкcконн  =p kh ). 

м aхнгн  оo и аaгн  гo щаo  o тнcaкК и o хaи ншo оaааy« о o тp eеeи eааo я 
o ьи acкн  тp o cкp aаcкоa ∆x ц acкнбy (о Лнхcн p o оaаад я гo гeак оp eгeан )?  
Уo хaи ншaбнп о o ьи acкн  0 0/ 2 / 2x x x x x− ∆ < < + ∆  o шаaц aeк, ц кo  оep o пкаo cкК 

2( )xΨ  аaxo щеeанп ц acкнбд  о єкo я o ьи acкн  (a шаaц нк н  ( )xΨ ) 
cyСecкоeааo  ьo и Кэe, ц eг о o cкaи Каo я o ьи acкн  тp o cкp aаcкоa. C  кaхнг 
єЛЛeхкo г оo шp acкaанп aгти нкyед  о o зp aан ц eааo я o ьи acкн  ∆x гд  yщe 
cкaи хноaи нcК тp н  p accгo кp eанн  cyтep тo шнбн н  ти o cхнx оo и а c 
ьи ншхнгн  ц acкo кaгн  0 0/ 2 / 2ω − ∆ω < ω < ω + ∆ω  (тp н  p accгo кp eан н  
еонщeанп оo и аo оo зo  тaхeкa (c б. уaБaиy)). р д и o  тo хaшaаo , ц кo  
гaхcнгyг ( )xΨ  еонщeкcп c зp yттo оo я cхo p o cкК« 
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0

1d dW dWu
dk dk dpω

ω = = = 
  h

, 

o тp eеeи пeгo я шaхo аo г енcтep cнн  ( )kω = ω . л и п cоo ьo еаo я ц acкнбд  
2

2
pW
m

=  н  зp yттo оaп cхo p o cкК pu
m

=  p aоаa cхo p o cкн  гexaан ц ecхo зo  

еонщeанп ц acкнбд  pu v
m

= = . 

ж кaх, cхo p o cкК еонщeанп ц acкнбд , хaх хo p тycхyи д , o тp eеeи пeкcп 
ee нгтyи Кco г p = mv н  cопшaаa c єаep знeя W = W(p). B кo  щe оp eгп 
cхo p o cкК еонщeанп ц acкнбд , хaх оo и ад , - ecкК зp yттo оaп cхo p o cкК 

еонщeанп оo и аo оo зo  тaхeкa d dWu
dk dp
ω

= =  (cхo p o cкК тep eгeСeанп 

зи aоаo зo  гaхcнгyгa оo и аo оo я Лyахбнн ), o тнcд оa«Сeзo  єкy ц acкнбy. B 
хоaшнхи accн ц ecхo г тp ньи нщeанн  оo и аo оo я тaхeк тep eгeСaeкcп о 
тp o cкp aаcкоe тo  хи aacн ц ecхo я кp aeхкo p н н  co  cхo p o cкК« еонщeанп 
ц acкнбд . 

Π o ец ep хаeг, ц кo  тp н  аeи наeяаo г шaхo аe енcтep cн н  (аeи наeяаo я 
шaонcнгo cкн  ( )kω ) зp yттo оaп cхo p o cкК аe p aоаa н  Лaшo оo я, хaх н  о 
p accгaкp ноaeгo г cи yц ae cоo ьo еаo я ц acкнбд . 

B aю О Р e c яeл c m Вuа uи кoлeяu, onuc Р Вaщч eГ л Вuю eО ue 
цacm u�Р , §a§ л Вuю eО ue ВoяО oВoжo na§em a 
1). м оaеp aк aгти нкyед  оo и аo оo зo  тaхeкa  

C 2(x,t)=C2(η)= 2

2
2
0

sin
η

ηC  

тp o тo p бн o аaи eа оep o пкаo cкн  аaxo щеeанп ц acкнбд  о кo ц хe (x, t). жш 
pцc .3 зи .1 онеаo , ц кo  o ьи acкК и o хaи ншaбнн  оo и аo оo зo  тaхeкa аe 
пои пeкcп кo ц eц аo я: c аaньo и Кэeя оep o пкаo cкК« ц acкнбa аaxo енкcп о 
o хp ecкаo cкн  зи aоаo зo  гaхcнгyгa. O ьд ц аo  p aшгep  o ьи acкн  и o хaи ншaбнн  
∆ηloc тp нангa«к p aоад г тo и o онаe p accкo панп гeщеy тep од гн  аyи пгн  
Лyахбнн  C2(η), кo  ecкК ∆ηloc ≈ π. 
2). B Лнхcн p o оaаад я гo гeак оp eгeан  (аaтp нгep , тp н  t = 0) ф 2x kη = ∆ . 
O кc«еa cи eеyeк, ц кo  ycи o онe ∆ηloc ≈ π, шaтнcaааo e ц ep eш 
тp o cкp aаcкоeааy« хo o p енаaкy x, o тp eеeи пeк o ьаac чк ∆xloc 
зpo c чpaыc чВe ыыo т  аoшaацуaдцц  оoнгoоoпo к aеema (pцc . зи .1): 
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2 ,locx k∆ ∆ ≈ π  (5) 

н и н , кaх хaх p = h k, 
∆px ∆xloc hπ≈ 2 , (6) 

зеe ∆k А  накep оaи  оo и аo од x ц н ceи , co o коeкcкоy«Снx оo и аo оo гy 
тaхeкy. 

Г аaи o зн ц аo , тo и o щно о ycи o онн  ∆ηloc ≈ π, o тp eеeи п«Сeг p aшгep  
оo и аo оo зo  тaхeкa, x = const (аaтp нгep , x = 0) тp н  тp o ншоo и Каo г t , н  

yц нкд оaп, ц кo  
0

0
k k

k k
k =

∂ω′ω ⋅ ∆ ≡ ⋅ ∆ = ∆ω
∂

, тo и yц нг co o каo эeанe: 

∆ω ∆t ≈ 2π, 
нш хo кo p o зo  cи eеyeк, аaтp нгep , ц кo  ycкaаo онкК єхcтep нгeакaи Каo  
аaи н ц нe гo аo xp o гaкн ц ecхo я оo и ад  ∆ω = 0 гo щаo  кo и Кхo  шa 
ьecхo аeц аo  ьo и Кэo e оp eгп ∆t → ∞. 
T aх хaх W = ωh , кo  co o каo эeанe аeo тp eеeи eааo cкeя 

2W t∆ ∆ ≈ πh ,  (7) 
кp aхкyeкcп хaх аeоo шгo щаo cкК кo ц аo зo  o тp eеeи eанп єаep знн  хоaакo оo я 
ц acкнбд  шa o зp aан ц eаад я накep оaи  оp eгeан  (∆W ф аeo тp eеeи eааo cкК 
єаep знн , ншгep пeгo я о кeц eанe оp eгeан  ∆t). 

O ьa тp ньи нщeаад x p aоeаcкоa (5) н  (6) пои п«кcп ц acкад гн  
cи yц aпгн  c o o чыo О e ыцт ыe o зpe Бe аe ыыo c чe т , o кхp д кд x о 1927 з. 
аeгeбхнг Лншнхo г B. ýeяшeаьep зo г. 

Ecи н  ∆x, ∆y, ∆z ф p aшгep д  o ьи acкн  тp o cкp aаcкоa (оеo и К кp ex o ceя 
хo o p енаaк), a xp∆ , yp∆ , zp∆ - аeo тp eеeи eааo cкн  шаaц eаня хo гтo аeакo о 
нгтyи Кca оеo и К кex щe o ceя, кo  co o каo эeанп аeo тp eеeи eааo cкeя 
ýeяшeаьep зa нгe«к оне 

~xp x∆ ∆ h , ~yp y∆ ∆ h , ~zp z∆ ∆ h     (8) 

Ecи н  cp eеаee шаaц eанe хo o p енаaкд  x ц acкнбд  x< > , нгтyи Кca <px>, a 
cp eеапп хоaеp aкн ц аaп Ли yхкyaбнп хo o p енаaкд  2 2( ) ( )x x x xδ = − < > = ∆  н  

нгтyи Кca 2( )xp p pδ = − < > , кo  тp o ншоeеeанe cp eеанx хоaеp aкн ц ад x 
Ли yхкyaбня нгтyи Кca о co o коeкcконн  c тp набнтo г аeo тp eеeи eааo cкн  
ýeяшeаьep зa нгeeк оне 

2xp xδ δ ≥
h

, 
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Маaх p aоeаcкоa co o коeкcкоyeк гнангaи Каo гy оo шгo щаo гy шаaц eан« 
тp o ншоeеeанп. 
Bкo p o e co o каo эeанe аeo тp eеeи eааo cкeя ýeяшeаьep зa  

W t∆ ∆ ≥ h .     (9)) 

Π ep оo e co o каo эeанe аaхи aед оaeк o зp aан ц eанe аa кo ц аo cкК 
o еаo оp eгeааo зo  o тp eеeи eанп нгтyи Кca ∆p x н  хo o p енаaкд  ∆x 
гнхp o ц acкнбд . Bкo p o e А  аa кo ц аo cкК o тp eеeи eанп єаep знн  ∆W о 
кeц eанe оp eгeан  ∆t. 

T aхнг o ьp aшo г, co o каo эeанп аeo тp eеeи eааo cкeя ycкaаaои ноa«к 
тp eеeи д  тp нгeангo cкн  хи accн ц ecхo я Лншнхн . 

O тнcд оaп p eaи Каy« cнcкeгy хи accн ц ecхнгн  гeкo еaгн  н  
тap aгeкp aгн  (хo o p енаaкa н  нгтyи Кc), гд  нcтo и Кшyeг аeхo кo p o e 
тp ньи нщeанe, a co o каo эeанe аeo тp eеeи eааo cкeя тo хaшд оaeк cкeтeаК 
eзo  cтp aоeеи ноo cкн .  

Є кo  o шаaц aeк, ц кo  тo оeеeанe гнхp o ц acкнб (о ц acкаo cкн , єиeхкp o аo о 
о гeкaи и ax) аeи Кшп p accгaкp ноaкК аa o cаo оe хи accн ц ecхнx шaхo аo о, ecи н  
xap aхкep ад e p aшгep д  (гeщaкo гаo e p accкo панe н  p aшгep д  хp нcкaи и a) 
cp aоангд  c еи наo я оo и ад  еe р p o яи п 2 pλ = πh  єиeхкp o аo о. P eaи Кад e 
гнхp o ц acкнбд  аe оeеyк ceьп тo еo ьаo  кo ц eц ад г ц acкнбaг хи accн ц ecхo я 
Лншнхн . м и accн ц ecхo e o тнcaанe еонщeанп гнхp o ц acкнб c 
нcтo и Кшo оaанeг кaхнx тo апкня, хaх шaхo а еонщeанп, кp aeхкo p нп 
еонщeанп, пои пeкcп и нэК тp ньи нщeаад г. T aхнг o ьp aшo г, ьи aзo еap п 
хo p тycхyи пp аo -оo и аo оo гy еyaи ншгy, тp н  o тнcaанн  co cкo паня 
гнхp o ц acкнб оo шгo щаo  oмгoоp eиeггoe uc к oнзцoоaгue кaхнx 
од p aщeаня, хaх, аaтp нгep , »єи eхкp o а еонщeкcп тo  хp yзo оo я o p ьнкeВ н  
»ти o каo cкК єиeхкp н ц ecхo зo  шap пеa єиeхкp o аa 2e Ψ  p acтp eеeи eаa о 
cЛep н ц ecхo г cи o eВ. 

РaБaиa 5. O бeанкe гнангaи Каo  оo шгo щаy« єаep зн« єиeхкp o аa о 
aкo гe оo еo p o еa. 

Peн eО ue. M нангaи Каaп єаep знп ц acкнбд  (єаep знп o cаo оаo зo  
co cкo панп) о хоaшнхи accн ц ecхo г тp ньи нщeанн  o тp eеeи пeкcп оeи н ц наo я 
гнангaи Каo зo  нгтyи Кca p∆ :  

2

2
pW
m

∆
= .  
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M нангaи Каo  оo шгo щаo e шаaц eанe нгтyи Кca, о co o коeкcконe c 
co o каo эeанeг аeo тp eеeи eааo cкeя ýeяшeаьep зa, cопшaаo  c p aшгep o г 
o ьи acкн  и o хaи ншaбнн  ц acкнбд . 
Bд ьep eг cнcкeгy o кcц eкa, cопшaааy« c пеp o г aкo гa, кo зеa: 

0,x y z= = =  
2 .x y z r∆ = ∆ = ∆ ≈  

B єкo г cи yц ae, од p aщeанп o тp eеeи п«Снe аeo тp eеeи eааo cкн  тp o eхбня 
нгтyи Кca аa еeхap кo од  o cн  хo o p енаaк, гo зyк ьд кК шaтнcaад  о онеe: 

.
2x y zp p p

r
∆ = ∆ = ∆ ≈

h      (10) 

Маaц eанe хнаeкн ц ecхo я єаep знн , cопшaааo e c аeo тp eеeи eааo cкК« 
нгтyи Кca p∆ :  

2 2 2 22 3 .
2 2 2 2

x y z
K

p p ppW
m m m r

∆ + ∆ + ∆∆  = = =  
 

h  

Ä ц нкд оaп кaхщe тo кeабнaи Каy« єаep зн«, тo и yц aeг cи eеy«Сee 
од p aщeанe еи п тo и аo я єаep знн  aкo гa, хo кo p aп пои пeкcп Лyахбнeя 
єЛЛeхкноаo зo  p accкo панп r  o к пеp a еo  єиeхкp o аa: 

2 2

0

3 1( )
2 2 4

KW U

eW r
m r r

 = −  πε 

h

14243 14243
.    (11) 

Π p н p aоапо аyи« тep оy« тp o ншоo еаy« ( )W r , аaяеeг єЛЛeхкноаo e 
p accкo панe r , co o коeкcкоy«Сee гнангaи Каo гy шаaц eан« тo и аo я 
єаep знн  aкo гa: 

2 2

3 2
0

( ) 3 1 0
4 4

dW r e
dr mr r

= − + =
πε

h . 

C и eеo оaкeи Каo ,  
2

0
2

3r
me
πε

=
h .     (12) 

Π o еcкaои пп (12) о ( 11) тo и yц aeг o ки н ц аo e o к аyи п шаaц eанe 
гнангaи Каo я єаep знн  aкo гa о o cаo оаo г co cкo панн : 

2 4
18

2
0

1 2 2,88 10 Añ= 18Â�
4 3

meW − 
= − ≈ − ⋅ − πε  h

. 

O m Вem . 18
min 2.88 10 Añ.W −= − ⋅  
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Рaбe иaыцe . Π o и yц eааo e шаaц eанe гeаКэe кo ц аo зo  шаaц eанп 
гнангaи Каo я єаep знн  aкo гa оo еo p o еa 182.18 10 AñW −≈ − ⋅ . Є кo  cопшaааo  c 
кeг, ц кo  о o cаo оe p eэeанп шaеaц н  и eщнк тp набнт аeo тp eеeи eааo cкн , 
хo кo p д я тo шоo и пeк тo и yц нкК к p uгыuк uaнзгйÑ тp eеeи  шаaц eаня 
аeo тp eеeи eааo cкн  оeи н ц на нгтyи Кca ∆p , тp н  шaеaааo я 
аeo тp eеeи eааo cкн  хo o p енаaкд  x∆ . … aхкн ц ecхн  ф єкo  o бeахa, 
тo шоo и п«Сaп ycкaаo онкК тo p пеo х Лншн ц ecхнx оeи н ц на. 

РaБaиa 6. Еacкнбa гo щeк cгeСaкК тo  o cн  O X , a тo и o щeанe 
p aоаo оecнп аaxo енкcп о кo ц хe c хo o p енаaкo я 0x =  (аaтp нгep , 
p aоаo оecаo e тo и o щeанe aкo гa о гo и eхyи e). M acca ц acкнбд  m . Π p н  
o кхи o аeанн  ц acкнбд  аa аee еeяcкоyeк оo шоp aСa«Сaп cн и a, 
тp o тo p бн o аaи Каaп o кхи o аeан« ( )~F x , хo єЛЛнбнeак 
тp o тo p бн o аaи Каo cкн  kΓ . O бeанкК, нcтo и Кшyп co o каo эeанп 
аeo тp eеeи eааo cкeя, накep оaи  оep o пкад x шаaц eаня єаep знн  W  ц acкнбд . 
Π o и yц нкК ц н cи eааo e шаaц eанe 1W , ecи н  ьд  о хaц ecкоe ц acкнбд  
p accгaкp ноaи cп зp yшнх, тp нхp eти eаад я х o еаo гy нш хo абo о cкaи Каo я 
тp yщнаe, еp yзo я хo аeб хo кo p o я шaхp eти eа. M acca зp yшa 1 50зm = , 
хo єЛЛнбнeакo г ýyхa тp yщнад  0,66 I /ıkΓ = . 

 
         (a)        (ь) 
P н c. 2. x=0 ф тo и o щeанe p aоаo оecнп ц acкнбд  (aкo гa о гo и eхyи e (a) н и н  зp yшнхa аa 
тp yщнахe (ь)), тp н  o кхи o аeанн  o к хo кo p o зo  оo шанхaeк оo шоp aСa«Сaп cн и a F~x. 
 

Peн eО ue. B хоaакo оo я накep тp eкaбнн  шaеaааaп о ycи o онн  шaеaц н  
хo o p енаaкa ц acкнбд  ф ecкК тo и o щeанe зи aоаo зo  гaхcнгyгa 2( , )x tΨ  (cг. 
шaеaц y 1). ë н p н аa гaхcнгyгa x∆  cопшaаa co o каo эeанeг 
аeo тp eеeи eааo cкeя c аeo тp eеeи eааo cкК« нгтyи Кca ∆p : 

2
p

x
∆ ≈

∆
h .      (13) 
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Π o cхo и Кхy ц acкнбa тo хo н кcп, кo  cp eеаee шаaц eанe нгтyи Кca p aоаo  
аyи«, н  шa оep o пкад e шаaц eанп єаep знн  тp нангaeкcп аeo тp eеeи eааo cкК 
єаep знн , cопшaааaп c аeo тp eеeи eааo cкК« нгтyи Кca ц acкнбд . 

22

2 2
k xpW

m
Γ∆∆

= + .     (14) 

T aх хaх x∆  гaи o , a оo шоp aСa«Сaп cн и a тo  ycи o он« пои пeкcп 
и наeяаo я Лyахбнeя o кхи o аeанп o к тo и o щeанп p aоаo оecнп ( )~F x , кo  
хo и eьaанп гo щаo  cц нкaкК зap гo ан ц ecхнгн . л и п кaхнx хo и eьaаня 
cp eеаee шаaц eанe хнаeкн ц ecхo я єаep знн  p aоаo  cp eеаeгy шаaц eан« 
тo кeабнaи Каo я: 

22
.

2 2
k xp

m
Γ∆∆

=       (15) 

P eэaп cнcкeгy yp aоаeаня (13) н  (15) аaxo енг: 
2 1 .

2
x

k mΓ
∆ =

h  

Π o еcкaои пп еaааo e шаaц eанe 2x∆  о (14), yц нкд оaп (15), тo и yц aeг 
оeи н ц наy аeo тp eеeи eааo cкн  єаep знн  ц acкнбд : 

2 .
2

kW k x
m
Γ

Γ= ∆ =
h  

л и п зp yшнхa аa cкaи Каo я тp yщнаe тp н  тo еcкaаo охe ц нcи eаад x 
шаaц eаня тo и yц нг од p aщeанe, o тp eеeи п«Сee зp aанбy накep оaи a 
оo шгo щад x шаaц eаня єаep знн : 

34
33

1 2
6.6 10 0.66 1.2 10 л щ.

2 2 5 10
kW
m

−
−Γ

−
⋅

= = ≈ ⋅
⋅

h  

м aх ьyеeк тo хaшaаo  анщe, тo и yц eааo e шаaц eанe ф ecкК єаep знп 
аyи eод x хo и eьaаня хоaакo оo зo  o cбн и и пкo p a: 

1 2 2
kW
m
Γ ω

= =
h h . 

O чВe ч. ;
2

kW
m
Γ=

h  33
1 1.2 10 л щ.W −≈ ⋅  

Рaбe иaыцe . м aх н  cи eеo оaи o  o щнеaкК, еи п гaхp o cхo тн ц ecхo зo  
o ьРeхкa (зp yшнх аa тp yщнахe - Лншн ц ecхaп гo еeи К хи accн ц ecхo я 
Лншнхн ), aьco и «кад e шаaц eанп аeo тp eеeи eааo cкн  єаep знн  пои п«кcп 
тp eаeьp eщнгo  гaи д гн  оeи н ц наaгн . 
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РaБaиa 7. Еacкнбa гacco я m аaxo енкcп о o еаo гep аo я 
тp пгo yзo и Каo я тo кeабнaи Каo я пгe c ьecхo аeц аo  од co хнгн  »cкeахaгнВ 
(cг. pцc .3). ë н p наa пгд  l . O бeанкК аa o cаo оaанн  co o каo эeанп 
аeo тp eеeи eааo cкeя: 
1) гнангaи Каo  оo шгo щаy« єаep зн« ц acкнбд ; 
2) cн и y еaои eанп ц acкнбд  аa cкeахy пгд  тp н  гнангaи Каo  оo шгo щаo я 
єаep знн . 

Peн eО ue. H aтp aонг o cК хo o p енаaк O X  хaх тo хaшaаo  аa pцc .3. B 
еaааo г cи yц ae аeo тp eеeи eааo cкК хo o p енаaкд  x o тp eеeи пeкcп p aшгep o г 
тo кeабнaи Каo я пгд : x l∆ ≈ . Ä ц нкд оaп ycи o онe гнангaи Каo cкн  єаep знн , 
гo щаo  cц нкaкК, ц кo  шаaц eанe тp o eхбнн  нгтyи Кca xp  тp ньи ншнкeи Каo  
p aоаo  eзo  аeo тp eеeи eааo cкн  xp∆ : x xp p≈ ∆  (cг. уaБaиy 5). T o зеa аa 
o cаo оaанн  тp набнтa аeo тp eеeи eааo cкн  ýeяшeаьep зa гo щаo  шaтнcaкК 

2xp x∆ ⋅∆ ≈
h  н , cи eеo оaкeи Каo , 

2xp
l

∆ ≈
h . 

Π o  ycи o он« шaеaц н  оаyкp н  пгд  тo кeабнaи Каaп єаep знп p aоаa 
аyи«, н  гнангaи Каaп тo и аaп єаep знп ц acкнбд  о пгe o тp eеeи пeкcп c 
тo гo СК« co o каo эeанп: 

2 2

22 8
xpW
m ml

∆
= ≈

h .   (16) 

л и п аaxo щеeанп cн и д  F, еeяcкоy«Сeя аa cкeахн  тo кeабнaи Каo я 
пгд  co  cкo p o ад  ц acкнбд , нcтo и Кшyeг зpцыдцз Вцpчyaакыo т paьo че . 
Π p eетo и o щнг, ц кo  o еаa нш cкeаo х пгд  тo е еeяcконeг нcхo гo я 
он p кyaи Каo я cн и д  F cгecкн и acК аa ьecхo аeц аo  гaи o e p accкo панe dl .  

C o  cкo p o ад  »cкeахнВ аa ц acкнбy еeяcкоyeк кaхaп щe тo  оeи н ц наe, 
аo  тp o кноo тo и o щаaп тo  аaтp aои eан« cн и a F ′  (тo  III шaхo аy H К«кo аa). 
Π o  шaхo аy ншгeаeанп гexaан ц ecхo я єаep знн  еи п ц acкнбд  шaтнcд оaeг 

dW F dl′= .    (17) 
жш (16) аaxo енг ншгeаeанe хнаeкн ц ecхo я єаep знн  

2

34
dW dl

ml
= −

h  
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н , тo еcкaои пп о (17), тo и yц aeг 
2

34
F dl dl

ml
′ = −

h . O кc«еa  

2

3 0
4

F F
ml

′= − = >
h , 

кo  ecкК ц acкнбa еaонк аa cкeахy, a cкeахa 

o ккaи хноaeк ц acкнбy c cн и o я 
2

34
F

ml
′ = −

h . 

O m Вem . 1) 2 2(8 )W ml≈ h , 2) C н и a, 
yеep щноa«Сaп ц acкнбy о пгe, 

2 3/(4 )F ml= h .  
 

У 3. Bo аыoВa§ �yышдц§ иac чцд ц e e  Вe po §чыo c чыa§ цычe pзpe чaдц§ 
РaБaиa 8. Bo и аo оaп Лyахбнп аeхo кo p o я ц acкнбд , еонщyСeяcп 

оеo и К o cн  O X , нгeeк оне ( )i t kxCxe −= ωψ , зеe C=0 тp н  0x <  н  тp н  0x b> > , 
a тp н  0 x b≤ ≤  C  ф аeншоecкаaп тo и o щнкeи Каaп хo аcкaакa, H aякн :  
1) ти o каo cкК оep o пкаo cкн  o ьаap yщнкК ц acкнбy о кo ц хe c хo o p енаaкo я 

;x b=  
2) cp eеанe шаaц eанп x  н  2x  о накep оaи e [ ]0,b . 

Peн eО ue. 1) Π p eщеe оceзo , аeo ьxo енгo  o cyСecконкК аo p гн p o охy 
оo и аo оo я Лyахбнн  *( , ) ( , )d 1

sp
r t r t rΨ Ψ =∫ . Π o cхo и Кхy оo и аo оaп Лyахбнп 

o ки н ц аa o к аyи п кo и Кхo  тp н  0 x b≤ ≤ , кo  накeзp aи  o ки н ц eа o к аyи п и нэК 
еи п еaааo зo  енaтaшo аa. Π o и o щнг C  = a = const о накep оaи e 0 x b≤ ≤ . 
Π o еcкaои пп оo и аo оy« Лyахбн« о ycи o онe аo p гн p o охн , аaxo енг 

( ) ( )( )*

0

1
b

i t kx i t kxaxe axe dx− − =∫ ω ω ,  

( )
2 3

2

0

1
3

b a bax dx = =∫  н   

33/a b= . 
T aхнг o ьp aшo г, ти o каo cкК оep o пкаo cкн  o ьаap yщнкК ц acкнбy о кo ц хe c 
хo o p енаaкo я x  o тp eеeи пeкcп од p aщeанeг: 

 
P н c. 3. Еacкнбa о o еаo гep аo я 
тp пгo yзo и Каo я тo кeабнaи Каo я 
пгe c ьecхo аeц аo  од co хнгн  
»cкeахaгнВ. ë н p н аa пгд  l . 
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( ) ( )2 2 2
3

3x ax x
b

Ψ = = . 

Π p н  x b=  ти o каo cкК оep o пкаo cкн  ( ) 2x 3 bΨ = . 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
P н c. 4. Мaонcнгo cкн  ( )Re xΨ  н  

( ) 2xΨ  еи п оo и аo оo я 

Лyахбнн , шaеaааo я о ycи o онн  
шaеaц н  

 
2) ж cтo и Кшyп Лo p гyи y еи п од ц нcи eанп cp eеаeзo  шаaц eанп 

( ) ( ) ( )x x f x dx
+∞

−∞

ϕ = ϕ ⋅∫  

зеe ( )f x  ф Лyахбнп p acтp eеeи eанп ти o каo cкн  оep o пкаo cкн  еи п x, 
тo и yц aeг:  
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4
2 3

3
0 0 0

3 3( ) ;
4 4

bb b xx x f x dx a x dx b
b

= = = =∫ ∫  

2 2 2 4 2

0 0

3( ) ;
5

b b
x x f x dx a x dx b= = =∫ ∫  

O m Вem . 1) ( ) 2x 3 ;bΨ =  2) 3 / 4;x b=  2 23 / 5;x b=  

РaБaиa 9. Bo и аo оaп Лyахбнп аeхo кo p o я ц acкнбд  нгeeк оне  
2( , ) ~ exp ( / ) ( )x t x a i t bx Ψ − + ω +  .    (18) 

м aц ecкоeааo  ншo ьp aшнкК оне Лyахбня: 1) ( )( )Re xΨ  н  2) ( ) 2xΨ  о гo гeак 

оp eгeан  t = 0. H aякн  зp aанбд  o ьи acкн  и o хaи ншaбнн  ц acкнбд . 
Π o cкo паад e a н  b cц нкaкК ншоecкад гн  оeи н ц наaгн . 
Peн eО ue. м o аcкaакy C   оo и аo оo я Лyахбнн  

2( , ) exp ( / ) ( )x t C x a i t bx Ψ = − + ω +  o тp eеeи нг нш ycи o онп аo p гн p o охн  

*( , ) ( , ) 1x t x t dx
∞

−∞

Ψ Ψ =∫ . ж cтo и Кшyп шаaц eанe кaьи н ц аo зo  накeзp aи a 

2

0

/ 2xe dx
∞

− = π∫ , аaxo енг: 

1/ 4
2

1/ 4 1/ 2
2( , ) exp ( / ) ( )x t x a i t bx

a
 Ψ = − + ω + π

.  (19) 

1) Π p eеcкaонг оo и аo оy« Лyахбн« (19) ц acкнбд  о гo гeак оp eгeан  
t = 0: 

( )22
/exp x a ibxxC ibx Ce e

a
−  Ψ =  − +  =    

. 

Bo cтo и Кшo оaоэнcК Лo p гyи o я Є яи ep a cos sin ,ie iϕ = ϕ + ϕ  тo и yц нг 
од p aщeанe, o тp eеeи п«Сee еeяcконкeи Каy« ц acкК оo и аo оo я Лyахбнн : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2/Re cos cosx aCe bx A x bx−Ψ = = ,  (20) 

зеe 
21/ 4

1/ 4 1/ 2
2( ) exp xA x

aa

  = −  
 π   

. T o  ecкК ( )( )Re xΨ  тp eеcкaои пeк co ьo я 

зap гo ан ц ecхy« Лyахбн«, гo еyи н p o оaааy« тo  aгти нкyеe 
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єхcтo аeабнaи Каo  yьд оa«Сeя Лyахбнeя A(x). Π p нгep ад я оне кaхo я 
шaонcнгo cкн  тp eеcкaои eа аa pцc .5. 

 
Pцc . 5. Мaонcнгo cкК ( )Re xΨ  еи п оo и аo оo я Лyахбнн  (18). 

 
2) Π o  o тp eеeи eан«, гo еyи eг хo гти eхcаo зo  ц н cи a z аaшд оaeкcп 

од p aщeанe: *z z z= ⋅ . T aхнг o ьp aшo г, нccи eеyeгy« Лyахбн« гo щаo  
тp eеcкaонкК о онеe: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 22

2 / 2 /* 2 / 2x a x ax x x Ce e a− − Ψ = Ψ Ψ = = π 
 

.  

 

 
 
Pцc . 6. Мaонcнгo cкК 

( ) 2xΨ  еи п 

оo и аo оo я Лyахбнн  
(18). 

 
л aааo e од p aщeанe тp eеcкaои пeк co ьo я шep хaи Каo  cнггeкp н ц аy« 
o каo cнкeи Каo  o cн  o p енаaк єхcтo аeабнaи Каo  yьд оa«Сy« Лyахбн«, 
хaц ecкоeаад я оне хo кo p o я тp eеcкaои eа аa pцc . 6. 

Π и o СaеК тo е зp aЛнхo г ( ) 2xΨ  о накep оaи e шаaц eаня 1 2x x x≤ ≤  - 

ecкК оep o пкаo cкК аaxo щеeанп ц acкнбд  о еaааo г накep оaи e шаaц eаня 
хo o p енаaкд  x. Π p н  x → ±∞  ти o каo cкК оep o пкаo cкн  ( ) 2xΨ  cкp eгнкcп х 
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аyи«. T aхнг o ьp aшo г, ц acкнбy гo щаo  cц нкaкК и o хaи ншo оaааo я о кo я 
o ьи acкн  тp o cкp aаcкоa, зеe ти o каo cкК оep o пкаo cкн  ee аaxo щеeанп 
»cyСecкоeааo В o ки н ц аa o к аyи п. м aхaп оeи н ц наa ти o каo cкн  
оep o пкаo cкн  пои пeкcп »cyСecкоeааo яВ, a хaхaп аeк, o тp eеeи пeкcп нш 
ycи o оня хo ахp eкаo я шaеaц н , o еаaхo  ц aСe оceзo  о хaц ecкоe o бeахн  
зp aанб o ьи acкн  и o хaи ншaбнн  ц acкнбд  нcтo и Кшy«кcп шаaц eанп иx , тp н  

хo кo p д x ти o каo cкК оep o пкаo cкн  ( ) 2xΨ  yгeаКэaeкcп о e  p aш (н и н  о еоa 

p aшa) тo  cp aоаeан« c гaхcнгaи Кад г шаaц eанeг ( ) 2

max
x Ψ  

, к.e.  

                                  ( ) ( )2 2
и me x x ⋅ Ψ = Ψ  

.     (21) 

B еaааo я шaеaц e гaхcнгaи Каo e шаaц eанe ти o каo cкн  оep o пкаo cкн  
еo cкнзaeкcп тp н  m 0x = : 

( ) ( )2 2 2
m 0 .x N Ψ = Ψ =  

    (22) 

жш (21) н  (22) аaxo енг ( )2
e2 /2 2x ae C e C−⋅ =  н  хo o p енаaкд  зp aанб o ьи acкн  

и o хaи ншaбнн  ц acкнбд : 
и / 2x a= ± .   

O m Вem . и / 2x a= ±  
У 4. гц�paшдц§ ц цычe p�e pe ыдц§ иac чцд  

м aх тp o оep нкК cтp aоeеи ноo cкК знтo кeшд  еe р p o яи п? м aх 
o ьаap yщнкК оo и аo од e cоo яcкоa ц acкнб? 

Ecи н  знтo кeшa cтp aоeеи ноa, кo  еo и щад  аaьи«еaкКcп 
цычe p�e pe ыдц§ ц Бц�paшдц§ ц acкнб. H aтp нгep , енЛp aхбнп 
єиeхкp o аo о (хo p тycхyи ) аa Сeи н , p aшгep д  хo кo p o я cp aоангд  c еи наo я 
оo и ад  еe р p o яи п еи п єиeхкp o аo о. Г  еи наa оo и ад  o тp eеeи пeкcп, о cоo « 

o ц ep eеК, нгтyи Кco г єиeхкp o аo о: нш (2) 2p k π
= =

λ
h h  н   

2 2
p mv
π π

λ = =
h h .   (23) 

РaБaиa 10. H a Сeи К эн p наo я b тaеaeк эн p o хня тyц o х єиeхкp o аo о 
c нгтyи Кcaгн  0 zp=p e  н  0yp =  (a, cи eеo оaкeи Каo  y∆ = ∞ ). ж акeаcноаo cкК 
тo кo хa єиeхкp o аo о cкo и К гaи a, ц кo  гo щаo  тp eаeьp eц К нx 
ошaнгo еeяcконeг н  cц нкaкК, ц кo  оce єиeхкp o ад  еонщyкcп х Сeи н  c 
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o еаo я н  кo я щe cхo p o cкК« аeшaонcнгo  еp yз o к еp yзa. Π p o оecкн  
хaц ecкоeааy« o бeахy еонщeанп єиeхкp o аo о шa Сeи К«.  

Peн eО ue. Π p н  тp o xo щеeанн  Сeи н  аeo тp eеeи eааo cкК y-хo o p енаaкд  
cкaаo онкcп p aоаo я эн p наe Сeи н  y b∆ = , ц кo , тo  co o каo эeан« 
аeo тp eеeи eааo cкeя, aокo гaкн ц ecхн  o шаaц aeк тo пои eанe 

аeo тp eеeи eааo cкн  y-хo гтo аeакд  нгтyи Кca тo p пехa 
2yp
b

∆ =
h , кo  ecкК 

тo пои eан« нгтyи Кca 

                                      
2y yp p
b

= ∆ =
h                                    (24) 

 

 
 
 
P н c. 7. л нЛp aхбнп єи eхкp o аo о, 
тaеa«Снx тep тeаенхyи пp аo  аa єхp aа co  
Сeи К« 

 
н  оo и аo оo зo  оeхкo p a 

1
2y yk k
b

= ∆ = .    (25) 

 
Pцc . 8. B p eшyи Ккaкe енЛp aхбнн  єи eхкp o аад x оo и а, шa Сeи К« y оo и аo оo зo  оeхкo p a 
єи eхкp o аo о тo пои пeкcп ky co cкaои п«Сaп н  оep o пкаo cкК o кхи o аeанп o к 
тep оo аaц aи Каo зo  еонщeанп оеo и К o cн  OZ 
 

H eo тp eеeи eааo cкК оo и аo оo зo  оeхкo p a тo  y-хo o p енаaкe тp ноo енк х 
тo пои eан« оep o пкаo cкн  o кхи o аeанп кp aeхкo p н н  еонщeанп єиeхкp o аa аa 



 20 

yзo и  θ. B оo и аo оo я накep тp eкaбнн  тaеa«Сaп ти o cхaп оo и аa c 
оo и аo од г оeхкo p o г k, аaтp aои eаад г оеo и К o cн  OZ, тo cи e енЛp aхбнн  
еaeк гаo щecкоo  ти o cхнx оo и а тo е p aшад гн  yзи aгн  θ х o cн  OZ н  
накeаcноаo cкК«, шaонcпСeя o к θ. B o cаo оаo г оce кp aeхкo p н н  тo тaеa«к 
о yзo и  2θm, co o коeкcкоy«Сня ycи o онпг (24) н  (25). H a o cаo оaанн  pцc .8: 

m
/ 2 1/(4 )tg

2 / 8
y

z

k b
k b

∆ λ
θ = = =

π λ π
.   (26) 

Π и o каo cкК оep o пкаo cкн  o кхи o аeанп єиeхкp o аa аa yзo и  θ, 
тp o тo p бн o аaи Каaп хоaеp aкy aгти нкyед  оo и аo оo я Лyахбнн  (5), шaонcнк 
o к θ, aаaи o зн ц аo  шaонcнгo cкн  накeаcноаo cкн  єиeхкp o гaзанкаo я оo и ад  
(кaхщe тp o тo p бн o аaи Каo я хоaеp aкy aгти нкyед ), еонщyСeяcп о 
p eшyи Ккaкe енЛp aхбнн  тo е yзи o г θ (c б. па.1). 

P acтo и o щнг єхp aа тep тeаенхyи пp аo  o cн  O Z (cг. pцc . 8) c 
еaкц нхaгн  оеo и К o cн  O X , p eзнcкp н p y«Снгн  ц н cи o  тp o и eкa«Снx 
єиeхкp o аo о о eенанбy оp eгeан   

( ) ( , )δ + δ
=

⋅δ
dN x N x x x

dt dt x
 (c шo po c чк c иe чa), 

зеe ( , )δ + δN x x x  ф ц нcи o  шap eзнcкp н p o оaаад x єиeхкp o аo о шa оp eгп dt аa 
накep оaи e ( , )+ δx x x . 

 

 
 
 
 
 
Pцc . 9. C хo p o cкК cц eкa 
єи eхкp o аo о о шaонcнгo cкн  o к 
хo o p енаaкд  x нгeeк кaхo я щe 
оне хaх накeаcноаo cкК тp н  
енЛp aхбн н  єи eхкp o гaзанкад x 
оo и а 

 
Äcp eеаeааaп шa ьo и Кэo я тp o гeщyкo х оp eгeан  хap кнаa 

p acтp eеeи eанп cхo p o cкн  cц eкa p eзнcкp н p yeгд x єиeхкp o аo о ( )dN x
dt

 

тp eеcкaои eаa аa pцc .9 C хo p o cкК cц eкa ф ти o каo cкК оep o пкаo cкн   
тo тaеaанп єиeхкp o аo о о кo ц хy c хo o p енаaкo я x аa єхp aаe. O тд кад e 
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Лaхкд  тo екоep щеa«к, ц кo  ( )dN x
dt

 нгeeк кaхo я щe оне, хaх н  

накeаcноаo cкК тp н  енЛp aхбнн  єиeхкp o гaзанкаo я оo и ад . 
Bep o пкаo cкК 2( )Ψ x  - єкo  хоaакo оaп накep тp eкaбнп накeаcноаo cкн  I(x). 

 
C  аaньo и Кэeя оep o пкаo cкК«, p aоаo я ( ) /dN x dt , тo cи e енЛp aхбнн  

ц acкнбд  еонщyкcп о тp eеeи ax yзи a 2θm. 
B onpoc  л яа c aкonpoВep§u. 
жшo ьp aшнкe зp aЛн ц ecхн  оo шгo щад e шaонcнгo cкн  ( ) /dN x dt  c кeц eанeг 
оp eгeан . 

РaБaиa 11. Π ap aи и eи Кад я тo кo х єиeхкp o аo о, еонщyСнxcп c 
o енаaхo оo я cхo p o cкК«, тaеaeк аo p гaи Каo  аa енaЛp aзгy c yшхo я 
тp пгo yзo и Каo я Сeи К« эн p над  b = 1 гхг. O тp eеeи нкe cхo p o cкК v  
єиeхкp o аo о, ecи н  аa єхp aаe, o кcкo пСeг o к Сeи н  аa p accкo панн  
L = 50 cг, эн p наa бeакp aи Каo зo  енЛp aхбн o ааo зo  гaхcнгyгa p aоаa 
H = 0,36 гг. 

Peн eО ue. H aтp aоиeанe Ю  аa тep од я енЛp aхбн o аад я гнангyг 
o тp eеeи пeкcп нш од p aщeанп: 

sinb θ = λ , 
зеe b эн p наa Сeи н , λ ф еи наa оo и ад  єиeхкp o аa. 

 

 
 
 
 
 
 
Pцc . 10. C xeгa o тд кa тp н  енЛp aхбнн  
єи eхкp o аo о аa Сeи н  
 

 

O бeанг кaазeаc yзи a енЛp aхбнн : 
30,36 10tg 0,00036

2 2 0,5
H
L

−⋅
θ = = =

⋅
. Äзo и  Ю  

гo щаo  cц нкaкК гaи д г, тo єкo гy sintg b
λθ ≈ θ = , кo зеa (cг. pцc . 10): 

bL
H λ

=
2/ . 
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C  yц eкo г (1) h
m

λ =
v

 тo и yц aeг: 
34

6 3
31 3 6

2 2 6,62 10 0,5 2 10 ı /n 0,7 10 c
9,1 10 0,36 10 10

hL
Hmb

−
−

− − −
⋅ ⋅ ⋅

= = = ⋅ = ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

v . 

O m Вem : 62 2 10 /hL и c
Hmb

= = ⋅v . 

РaБaиa 12. Є и eхкp o ад  нш co cкo панп тo хo п ycхo p п«кcп p aшаo cкК« 
тo кeабнaи o о U = 25 B н  тo тaеa«к аo p гaи Каo  аa енaЛp aзгy c еоyгп 
yшхнгн  Сeи пгн , p accкo панe гeщеy хo кo p д гн  d = 50 гхг. H a єхp aаe, 
тo хp д кo г и «гнаo Лo p o г, аaьи«еaeкcп накep Лep eабн o ааo -
енЛp aхбн o ааaп хap кнаa. O тp eеeи нкe p accкo панe гeщеy co ceеангн  
гaхcнгyгaгн  накep Лep eабн o ааo -енЛp aхбн o ааo я хap кнад  аa єхp aаe, 
ecи н  o а p acтo и o щeа аa p accкo пан н  L = 1 г o к ти o cхo cкн  енaЛp aзгд . 

 

 
 
Pцc . 11. C xeгa o тд кa тp н  енЛp aхбнн  
єи eхкp o аo о аa еоyx Сeи пx 

 
Peн eО ue. B o тд кe 蔞 азa p accкo панe ∆x (cг. pцc .11) гeщеy 

co ceеангн  гaхcнгyгaгн  (н  гнангyгaгн ) накep Лep eабн o ааo я 
хap кнад  o тp eеeи пeкcп co o каo эeанeг (uц мp yпoÑ цaмaэu): 

d
Lx λ

=∆ , 

T aх хaх еи п єиeхкp o аo о( cг. (1) н  p eэeанe уaБaиц  4 ): 2
2meU

π
λ =

h , кo : 

34
6

6 31 19

2 2 1,05 10 1 4,9 10 ı=4,9ı ˆ ı
2 50 10 2 9,1 10 1,6 10 25

Lx
d meU

−
−

− − −

π π ⋅ ⋅ ⋅
∆ = = ≈ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

h . 

O m Вem : 2 4,9ı ˆ ı
2

Lx
d meU

π
∆ = ≈

h . 

B onpoc Р  л яа c aкonpoВep§u.  
1. Ecи н  тaеaeк o ц eаК cи aьд я тo кo х ц acкнб, кaх ц кo  гo щаo  cц нкaкК, 
ц кo  ц acкнбд  тo тaеa«к аa єхp aа co  Сeи пгн  тo  o еаo я. T o зеa 
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хaщеaп ц acкнбa тp o xo енк хaхy«-и ньo  o еаy Сeи К, н  гo щаo  
o щнеaкК енЛp aхбн o ааo я хap кнад , аo  накep Лep eабн o ааo я (тp н  
аaи o щeанн  енЛp aзн p o оaоэнx оo и а аa p aшад x Сeи пx) аe еo и щаo  
ьд кК. T aх и н  єкo ?  

2. Π ycкК о cxeгe c еоyгп Сeи пгн  тp o и eкeи o  N0 = 10 єиeхкp o аo о. 
M o щаo  и н  тp eеcхaшaкК шap aаee, хaхaп ц acкК нш анx тo cи e 
енЛp aхбнн  тo тaеeк о o ьи acкК /100 /100x−λ ≤ ≤ λ ? 

O m Вem . 1) л a, ц acкнбa тp o xo енк хaхy« кo  o еаy Сeи К, аo  yхaшaкК хaхy« 
нш анx аeоo шгo щаo , аe аap yэно тp н  єкo г хap кнаy енЛp aхбнн  
(тo cкaоно, аaтp нгep , p eзнcкp н p y«Сня тp ньo p  шa o еаo я нш Сeи eя). 
Π o єкo гy єиeхкp o ааaп оo и аa тp o xo енк ц ep eш o ьe Сeи н  cp aшy, н  
аaьи«еaeгaп хap кнаa пои пeкcп енЛp aхбн o аo -накep Лep eабн o ааo я. 
ж акep Лep eабн o ааaп хap кнаa ьyеeк аaьи«еaкКcп еaщe о кo г cи yц ae, 
хo зеa о ceхyаеy х Сeи пг тo еи eкaeк o ена єиeхкp o а. л и п аaьи«еeанп 
кaхo я хap кнад  аeo ьxo енгo  еo cкaкo ц аo  гаo зo  оp eгeан  (аecхo и Кхo  
cyкo х). 
2) H eк, аeи Кшп, кaх хaх и «ьo e ц н cи o  o к аyи п еo  еecпкн  гo щeк тo тacкК о 
од еeи eаад я накep оaи  ∆. O еаaхo , гo щаo  o бeанкК cp eеаee шаaц eанe 
ц н cи a ц acкнб (тp н  ьecхo аeц аo  ьo и Кэo г ц н cи e o тд кo о): 

/100 /100
2

0
/100 /100

( ) ( )N I x dx N x dx
λ λ

∆
−λ −λ

< >= = Ψ∫ ∫ . 

РaБaиa 13. Π ap aи и eи Кад я тyц o х aкo гo о оo еo p o еa co  cхo p o cкК« v  
тaеaeк аo p гaи Каo  аa єхp aа c yшхo я СeиК«, шa хo кo p o я аa p accкo пан н  L  
p acтo и o щeа єхp aа p eзнcкp aбнн . O бeанкК c тo гo СК« co o каo эeанп 
аeo тp eеeи eааo cкeя эн p наy Сeи н  b , тp н  хo кo p o я эн p наa ншo ьp aщeанп 
ee аa єхp aаe ьyеeк гнангaи Каo я. 

Peн eО ue. ж cтo и Кшyп хo p тycхyи пp аo -оo и аo оo я еyaи ншг, ьyеeг 
p accгaкp ноaкК тo кo х aкo гo о оo еo p o еa хaх ти o cхy« оo и аy, тaеa«Сy« 
аa єхp aа co  Сeи К« (cг. уaБaиy 12). жшo ьp aшнг еоe енЛp aзн p o оaоэнe 
тo е yзи o г θm оo и ад  (pцc . 12). 
ë н p наa ншo ьp aщeанп аa єхp aаe, o тp eеeи пeкcп yзи o г енЛp aхбнн  θm, 
p aшгep o г Сeи н , a кaхщe p accкo панeг еo  єхp aаa. жш тp o cкд x 
зeo гeкp н ц ecхнx co o ьp aщeаня (cг. pцc  12), c yц eкo г (26) гo щаo  
шaтнcaкК cи eеy«Сee од p aщeанe: 
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m/ 2 / 2 tg / 2
8

H b L b L
b

λ
= + θ = +

π
 

T aхнг o ьp aшo г, эн p наa ншo ьp aщeанп пои пeкcп Лyахбнeя p aшгep a Сeи н : 

( )
4

H b b L
b

λ
= +

π
    (27) 

 

 
 
 
Pцc . 12. Є и eхкp o аад e оo и ад  тo cи e 
енЛp aхбн н  тp н  гaхcнгaи Каo г 
o кхи o аeан н  o к аaтp aои eанп 
тep оo аaц aи Каo зo  еонщeанп оеo и К o cн  
OZ 

 
л и п аaxo щеeанп хp нкн ц ecхo зo  p aшгep a Сeи н  *b  тp н  хo кo p o г 
гнангaи Каo зo  шаaц eанп Лyахбнн  ( )H b  тp н p aоапeг аyи« ee тep оy« 
тp o ншоo еаy«: 

* 2
( ) 1 0

4 ( )b b

dH b L
db b∗

=

λ
= − =

π
 

жш еaааo зo  co o каo эeанп, yц нкд оaп, ц кo  2 /( )mλ = π vh  cи eеyeк: 

4 2 v
L Lb

m
∗ λ

= =
π

h  

Π o еcкaоно шаaц eанe b∗  о (27) тo и yц нг од p aщeанe, o тp eеeи п«Сee 
гнангaи Каy« эн p наy ншo ьp aщeанп: 

2
2 v 2 v v4

L L LH b L
m m mb

∗ ∗
∗

λ
= + = + =

π

h h h . 

O m Вem . 
2 v
Lb
m

∗ =
h .  

РaБaиц  Ба§ c aбo c чo §чe акыo т paьo че  (аyгep aбнп шaеaц  о cхo ьхax 
co o коeкcкоyeк cьo p анхy 1988 зo еa, cг. cтнco х и нкep aкyp д ) 
1 (2.2). Π p н  yоeи н ц eанн  хнаeкн ц ecхo я єаep знн  cоo ьo еаo зo  єиeхкp o аa аa 
200 єB eзo  еи наa оo и ад  ншгeан и acК о 2 p aшa. Еeгy p aоаa 
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тep оo аaц aи Каaп еи наa оo и ад  єиeхкp o аa?                                               

O m Вem : )(102.6Т 9
0 и

W
hc −⋅=

∆
=  

2 (2.3). H aяенкe еи наy оo и ад  гo и eхyи  оo еo p o еa, еонщyСнxcп c 
аaньo и ee оep o пкаo я cхo p o cкК« тp н  273 м .  

O m Вem : )(102.4
2

Т 11A и
kTM
Nh −⋅== . 

3 (2.8) л оa aкo гa, 1H  н  4H e, еонщyкcп о o еаo г аaтp aои eанн . л и н ад  
оo и а хaщеo зo  aкo гa o енаaхo од  н  p aоад  Т. H aяенкe еи над  оo и а єкнx 
aкo гo о о cнcкeгe o кcц eкa, cопшaааo я c нx бeакp o г гacc. 
O m Вem : H He

H
He H

( )Т
( )

m m
m m

λ +
=

−
, H He

He
H He

( )Т
( )

m m
m m

λ +
=

−
. 

4 (2.17). H aяенкe хнаeкн ц ecхy« єаep зн« єиeхкp o аo о, тaеa«Снx 
аo p гaи Каo  аa енaЛp aзгy c еоyгп yшхнгн  Сeи пгн , ecи н  аa єхp aаe, 
o кcкo пСeг o к енaЛp aзгд  аa 75 cг, p accкo панe гeщеy co ceеангн  
гaхcнгyгaгн  7,5 гхг. P accкo панe гeщеy Сeи пгн  p aоаo  25 гхг. 

O m Вem : )(9.4)(109.7 16 еВBж䀖
xd

hcLW =⋅=
∆

= − . 

5. Π o и yц нкe нш p acтp eеeи eанп гo и eхyи  неeaи Каo зo  зaшa тo  гo еyи« 
cхo p o cкн  p acтp eеeи eанe гo и eхyи  єкo зo  зaшa тo  еи наaг оo и а еe-р p o яи п. 

O m Вem  
λ
λ









π







λ

π=λλ λ
− de

kTm
hdf kTm

h
2

2
33

2

2
2

2

2
14)(  2

11)( λ
−

λ
∝λ ef . 


