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л а aВa.1 

BВe н e и Уe . п р p yэУe  У ка e тоp oы aэи Уои Х e  Вoа и Х . 
X ap aтоe p УcоУтУ У ocи oВи Х e  cВo˘cоВa 

1.1. O cоoы ое e  xa p a тm e p ucm uтu ы oБо 
л я п рpocыoыб  у y е eа  paccаaыpвьaык ыoя кнo ряocнвe а apоoи u еe c вu e  

(cвюy coве aя кюбe) лoыи п , pacрpocыpaюпщ х вecп ь oе юopoе юбx в–oыpoрюбx 
cpeе ax. 

B oнаa ц рpoйecc  pacрpocыpaюeювп нoя eу aювж ь рpocыpaюcыьe, ь 
нaче oж ыoгнe нoыopoфo рpoвcxoе вы coфя acoьaююoe гepeе oьaювe 
аaнcва y аoь в авюва y аoь юeнoыopoж Вв–вгecнoж ьeя вгвюб  ξ. Boя юa 
юocвы юa–ьaювe єыoж Вв–вгecнoж ьeя вгвюб : ьoя юa cаeх eювж гacывй cpeе б  
в– рoяoчeювп paьюoьecвп ξ, ьoя юa cнopocыeж ξ = v, ьoя юa ряoыюocыв 
(юaрpваep, ь aнy cывгecнoж ьoя юe) ξ = ∆ρ, єя eныpoаaфювыюaп ьoя юa (ь 
cьeыoьбx в paе вoьoя юax) ξ = E  в ξ = B , ыeарepaыy pa ξ = T в е p. 

P ac cаoыpва  nыoc вyф  фapаoювгecнy щ  е eуy ю y в  зoнаy , е я п нoыopoж ξ 
ц cнaя пpюaп ьeя вгвюa, –aьвcпх aп oы ьpeаeюв t в е eнapыoьoж нoopе вюaыб  x 
рo кaмoаy : 

                      ( )( , ) cosx t A t kxξ = ω − , (1) 
Bбpaчeювe (1) юa–бьaeыcп кaмoаoр  pacтpocиpaаeая й  тнocмoч 
уapр oая ыecмoч зoнад . Boя юa (1) pacрpocыpaюпeыcп ье oя к ocв OX ь 
рoяoчвыeя кюoа  юaрpaья eювв  
x ц мoopфя аaиa ыoгeн рpocыpaюcыьa;  
A  ц aр тня иy фa ц аaнcваaя кюoe –юaгeювe ξ (ь oу х eа  c я y гae (юe е я п 
ряocнoж фapаoювгecнoж ьoя юб ) аoчeы –aьвceык нaн oы ьpeаeюв t, ыaн в oы 
нoopе вюaыб  x); 
                                                   ( )t kxω −   (2) 
ц ьaкa зoнад  ь ыoгнe x ь аoаeюы ьpeаeюв t;  
ω ц ыacиoиa (йвня вгecнaп), paьюaп y аюoчeююoаy  юa 2π гвcя y  рoя юбx 
нoя eу aювж ь eе вювйy  ьpeаeюв (ceнy юе y ); 
ьeя вгвюa oу paыюaп гacыoыe oрpeе eя пeы тepя oф нoя eу aювж ц авюваaя кюoe 
ьpeап, гepe– нoыopoe cвcыeаa ьo–ьpaх aeыcп ь ыo чe cocыoпювe, (е я п 
аexaювгecнoж нoя eу aыeя кюoж cвcыeаб  cocыoпювe xapaныepв–y eыcп е ьy а п 
рapaаeыpaав: нoopе вюaыoж в варy я кcoа )  
                                                     2 /T = π ω ;  (3) 
k ц зoнаoзoч зeмиop (ьoя юoьoe гвcяo), юaрpaья eювe ьoя юoьoфo ьeныopa 
coьрaе aeы c  юaрpaья eювeа  pacрpocыpaюeювп ьoя юб . M oе y я к ьoя юoьoфo 
ьeныopa paьeю: 
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                                                    2k π
=

λ
;  (4) 

λ ц фня аa зoнад  ц рpocыpaюcыьeююбж рepвoе , авюваaя кюoe paccыoпювe 
аeче y  рpocыpaюcыьeююбав ыoгнaав, нoя eу aювп ξ ь нoыopбx рpoвcxoе вы 
cвюВa–юo (в–аeюeювe Вa–б  ( ) 2t kx∆ ω − = π  рpв 0t∆ =  в x∆ = λ ): 2kλ = π ; 
c ц ьaкoзaй  cмopocиЗ, c  нoыopoж рepeаeх aeыcп рoьepxюocык рocыoпююoж 
Вa–б  (е я п ьoя юб  (1) єыo ряocнocык). Haже eа  Вa–oьy щ  cнopocык 
е вВВepeюйвpoьaювeа  рo ьpeаeюв y c яoьвп рocыoпюcыьa Вa–б  constt kxω − = : 
                                              dxc

dt k
ω

= =  (5) 

вя в 
                                               c

T
λ

= ; (6) 

 
 
Аaьвcваocык гacыoыб  oы ьoя юoьoфo ьeныopa юa–бьaeыcп –aмoаoр  
фя cтepcя я : 
                                                     ( )kω = ω . (7) 

 
жзy мoзд e  (y тpy уя e  зoнад ) 

Аaнoю е вcрepcвв в cнopocык pacрpocыpaюeювп –ьy нoьбx ьoя ю ь cpeе e 
ьбгвcя пщ ыcп рpв paccаoыpeювв е вюaавнв pacрpocыpaюeювп нoя eу aювж 
гacывй cpeе б  (cр . тpя нoцeая e  1). 

л я п ьoя юб , cнopocык pacрpocыpaюeювп нoыopoж c const= , –aнoю 
е вcрepcвв (5) я вюeжюбж: ω = ck. 

Aаря выy е a A  в гacыoыa ω ьoя юб  –aе aщ ыcп вcыoгювнoа , a cнopocык 
pacрpocыpaюeювп ьoя юб  –aьвcвы oы cьoжcыь cpeе б , ь нoыopoж ьoя юa 
pacрpocыpaюпeыcп: cнopocык –ьy нoьбx ьoя ю –aьвcвы oы y рpyфвx cьoжcыь 
cpeе б , a cнopocык єя eныpoаaфювыюбx ьoя ю ц oы єя eныpoаaфювыюбx cьoжcыь 
(е вєя eныpвгecнoж ε в аaфювыюoж µ рpoювйaeаocыeж cpeе б ). 

Coьoнy рюocык ыoгeн, Вa–a нoя eу aювж ь нoыopбx oе вюaнoьa, oу pa–y eы 
рoьepxюocык ц ьpoаи зoнад . Boя юa pacрpocыpaюпeыcп ь юaрpaья eювв, 
рepрeюе внy я пpюoа  Вpoюыy  ьoя юб , ыo ecык ье oя к юopаaя в н Вpoюыy :k n . B  
–aьвcваocыв oы Вopаб  єыoж рoьepxюocыв ьoя юб  юa–бьaщ ыcп nыoc вu оu  
(рoьepxюocык рocыoпююoж Вa–б  ц ряocнocык (1)), c ц e pu еe c вu оu  
(рoьepxюocык рocыoпююoж Вa–б  ц cВepa, ьoя юб  co–е aщ ыcп ыoгeгюбав 
вcыoгювнaав), д u ыu и й pu еe c вu оu  (рoьepxюocык рocыoпююoж Вa–б  йвя вюе p, 
ьoя юб  co–е aщ ыcп вcыoгювнaав ь ьве e ювыeж).  

Boя юa юa–бьaeыcп none pe еи oь, ecя в нoя eу aювп ξ рpoвcxoе пы ь 
юaрpaья eювв, рepрeюе внy я пpюoа  юaрpaья eювщ  pacрpocыpaюeювп (е я п (1) ь 



 3 

ряocнocыв YZ), в npoйoыби oь ц ecя в нoя eу aювп рpoвcxoе пы ье oя к 
юaрpaья eювп pacрpocыpaюeювп (е я п (1) ье oя к ocв OX). 

л я п рoрepeгюoж ьoя юб  ььoе выcп eх e oе юa xapaныepвcывнa ц 
тoнй pя кaРя й . Tвр рoя пpв–aйвв oрpeе eя пeыcп Вopаoж я вювв, нoыopy щ  
oрвcбьaeы нoюeй ьeныopa ξ c  ыeгeювeа  ьpeаeюв ь нaнoж-я ву o ыoгнe ь 
ряocнocыв YZ. B  –aьвcваocыв oы ыврa рoя пpв–aйвв ьoя юб  аoфy ы у бык 
я вюeжюo-рoя пpв–oьaююбав, єя я врывгecнв рoя пpв–oьaююбав, 
рoя пpв–oьaююбав рo нpyфy  в юeрoя пpв–oьaююбав. 

Аaьвcваocык ξ(x) е я п ряocнoж ьoя юб  cаeх eювж (1) ь pa–юбe аoаeюыб  
ьpeаeюв рpeе cыaья eюa юa pя c.1, a –aьвcваocык ξ(t) ь ыoгнe x = 0 юa pя c.2.  

Boя юa, oрвcбьaeаaп –aнoюoа  (1) юa–бьaeыcп е eуy ю eч в ваeeы 
c я eе y щ х вe xapaныepюбe ocoу eююocыв: нoя eу aювп ξ рpoвcxoе пы ьo ьcex 
ыoгнax рpocыpaюcыьa c  oе вюaнoьoж aаря выy е oж A , юo c  pa–юбав Вa–aав, 
нaн у y е к-ыo ь pпе , ье oя к юaрpaья eювп OX рocыaья eюб  oе вюaнoьбe 
ocйвя я пыopб  c  юeрpepбьюo ьo–pacыaщ х eж юaгaя кюoж Вa–oж нoя eу aювж. B  
Ввнcвpoьaююбж аoаeюы ьpeаeюв pa–юocык Вa– нoя eу aювж ь ыoгнax x1 в x2 
paьюa ( )2 1k x x k x− = ∆ .  

B  ыaнoж cвcыeаe ь oыя вгвe oе юoфo фpy–внa юa рpyчвюнe 
(нoя eу aыeя кюoж cвcыeаб  c  cocpeе oыoгeююбав рapaаeыpaав: ьcп аacca 
cocpeе oыoгeюa ь фpy–внe, a ьcп y рpyфocык ь рpyчвюнe) аacca в y рpyфocык 
pacрpeе eя eюб  рo ьceа y  oу П eа y  ьeх ecыьa. Π oєыoаy  ьeх ecыьo, ь нoыopoа  
pacрpocыpaюпeыcп y рpyфaп ьoя юa аoчюo paccаaыpвьaык нaн 
вoыe тam e ыби yф  c u c m e оy c  pa c npe й e ыe и и п оu  napaоe m paоu .  

жaфaыa 1. Π яocнaп ьoя юa cаeх eювж гacывй cpeе б  в– рoяoчeювп 
paьюoьecвп ( )cosA t kxξ = ω −  pacрpocыpaюпeыcп ье oя к ocв OX. Oрpeе eя выe, 
нaнвe ыoгнв cpeе б  ваeщ ы аaнcваaя кюoe в авюваaя кюoe рepeаeх eювe –a 
ьpeап / 4t T∆ = –a cгeы ьoя юooу pa–юoфo е ьвчeювп (вcня щ гaп ыeряoьoe 
е ьвчeювe). ш eа y  paьюo єыo рepeаeх eювe? M oчeы я в –a гeыьepык рepвoе a 
рepeаeх eювe у бык у oя к« e aаря выy е б? Π ocыpoжыe фpaВвн cнopocыeж ыoгeн 
cpeе б  ь –aьвcваocыв oы вx нoopе вюaыб  x. 

Pe О e и u e . Cаeх eювe ыoгнв cpeе б  c  нoopе вюaыoж x –a ьpeап / 4t T∆ =   

( ) ( )

2 2( ) ( / 4) (0) cos cos 0
4

sin cos

Tx d T A kx kx
T T

A kx kx

 π π    ∆ξ = ξ = ξ − ξ = ⋅ − − ⋅ − =        

= −  

∫  

M вюваaя кюoe рo аoе y я щ  рepeаeх eювe min ( ) 0x∆ξ =  ваeщ ы ыoгнв, е я п 
нoыopбx ( ) ( )sin coskx kx= , ыo ecык ( )tg 1kx = , вя в 

                                    ( )min 4 1
8

x nλ
= + . (8) 
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Pя c.1. Cьeыя ба  нpyчнoа  oу o–юaгeю oе вю в– »фopу oьК ьoя юб . C  ыeгeювeа  ьpeаeюв oю 
рepeаeх aeыcп (« вpoнaп cыpeя нa) co cнopocыкщ  c: –a T/2 юa paccыoпювe ∆x = λ/2. Toюнвe 
cыpeя нв рoнa–бьaщ ы ьeныop cнopocыв ь pa–юбx ыoгнax x. 
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Pя c.2. Аaьвcваocык ξ(t) (1) ь ыoгнe x = 0. 
 
M aнcваaя кюoe рo аoе y я щ  cаeх eювe max∆ξ  ocy х ecыья пeыcп рpв 

/ 0x∂∆ξ ∂ = , ыo ecык рpв  ( ) ( )cos sin 0Ak kx kx+ =   , вя в ( )tg 1kx = − , в 

                                      ( )max 4 3
8

x nλ
= + . 

Аaаeыва , гыo аaнcваaя кюoe рepeаeх eювe у oя к« e aаря выy е б  
нoя eу aювж max 2A A∆ξ = > . 

Om лe m : min ( ) 0x∆ξ = , max 2A A∆ξ = > . 
 
 

 
Pя c.3. л я вюб  ьeныopoь cнopocыeж юa ьepxюeа  pвc y юнe v / t= ∂ξ ∂  cooыьeыcыьy щ ы 

ювчюeа y  фpaВвнy . Cаeх eювe гepe– гeыьepык рepвoе a рoнa–aюo рy юнывpюoж я вювeж. 
M aнcваaя кюoe рepeаeх eювe –a єыo ьpeап ц « вpoнoж cыpeя нoж. 

B oтpocд  фнй  caр oтpoзepмя  
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1) Haже выe аaнcваaя кюo ьo–аoчюoe рepeаeх eювe ыoгeн cpeе б . Аa 
нaнoж рpoаeчy ыoн ьpeаeюв oюo рpoвcxoе вы? 

2) O–юaгaeы я в, гыo ыoгнв c  нoopе вюaыaав ( )min 4 1
8

x nλ
= +  (8), е я п 

нoыopбx рepeаeх eювe min ( ) 0x∆ξ = , юeрoе ьвчюб? 
3) Oе вюaнoьбж я в рy ык рpoxoе пы ьce ыoгнв –a T/4? Bбгвcя выe рy ык 

ыoгнв c  нoopе вюaыoж x1 =λ/8 в c  x2 = λ/4. 
Om лe m п . 1) Π epeаeх eювe 2A  –a ьpeап T/2 2) Heы. min ( ) 0x∆ξ =  

o–юaгaeы, гыo гepe– / 4T  oюв у y е y ы ваeык ыo чe cаeх eювe в– рoяoчeювп 
paьюoьecвп ( 0) ( / 4)t t Tξ = = ξ =  е я п ( )min 4 1

8
x nλ

= + . Cнopocыв єывx ыoгeн ь 

аoаeюыб  ьpeаeюв t = 0 в t = T/4 ваeщ ы paьюбe, юo рpoывьoрoяoчюбe рo 
–юaнy  –юaгeювп. 

3) Heы. ( )
/4 /4 /2

0 0
( ) / sin sin

T T kx

kx
L x d t dt A t kx dt A d

π −

−

= ξ = ∂ξ ∂ = −ω ω − = α α∫ ∫ ∫ ∫ , 

фе e t kxα = ω − . л я п 1 / 8x = λ : 
/ 4 / 4

1
/ 4 0

sin 2 sin (2 2)L A d A d A
π π

−π

= α α = α α = −∫ ∫ ;  

е я п 2 / 4x = λ : 
0 / 2

2
/ 2 0

sin sinL A d A d A
π

−π

= α α = α α =∫ ∫ . 

жaфaыa 2. Π я ocнaп ьoя юa ξ pacрpocыpaюпeыcп ь рoяoчвыeя кюoа  
юaрpaья eювв ocв OX co cнopocыкщ  c. Юoя eу aювп ь ыoгнe x0 oрвcбьaщ ыcп 
–aнoюoа  0( , ) cosx t A tξ = ω  (pя c.2). Haжыв –aнoю нoя eу aювж ξ ь ыoгнe x1.  

Om лe m . ( )1 1 0( , ) cos ( ) /x t A t x x c ξ = ω − −  . 
 
Бpaзаeая e  зoнад . 
Haже eа  рepьy щ  в ьыopy щ  рpoв–ьoе юбe oы ξ (8) рo ьpeаeюв в рo 

нoopе вюaыe. 
Π o t: рo x: 

( )sinA t kx
t

∂ξ
= −ω ω −

∂
 ( )sinA t kx

x
∂ξ

= ω −
∂

 

( )
2

2
2 cosA t kx

t
∂ ξ

= −ω ω −
∂

 ( )
2

2
2 cosk t kx

x
∂ ξ

= − ω −
∂

 

P a–е eя ва  ьыopбe рpoв–ьoе юбe е pyф юa е pyфa в y гыeа , гыo / k cω = : 

                                     
2 2

2
2 2c

t x
∂ ξ ∂ ξ

=
∂ ∂

. (9) 

Π oя yгeююoe е вВВepeюйвaя кюoe y paьюeювe ь гacыюбx рpoв–ьoе юбx (9) 
юa–бьaeыcп ьoя юoьба  y paьюeювeа . Oу х ee pe« eювe ьoя юoьoфo y paьюeювп 
(9) –aрвcбьaeыcп ь ьве e: 
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                              ( ) ( )1 2( , ) cos cosx t A t kx A t kxξ = ω − + ω + . (10) 

г e уyз ue  Сы yтoы е e  ы oБое  
жaфaыa 3. Π ocыpoжыe фpaВвнв cаeх eювп cos( )A t kxξ = ω − , cнopocыв ∂ξ/∂t, 

oыюocвыeя кюoж е eВopаaйвв ∂ξ/∂x, ряoыюocыв нвюeывгecнoж ϖнвю, 
рoыeюйвaя кюoж ϖрoы в рoя юoж ϖ єюepфвв ь аoаeюы ьpeаeюв t = 0 ь 
–aьвcваocыв oы нoopе вюaыб  x, ье oя к нoыopoж pacрpocыpaюпeыcп 
рpoе oя кюaп y рpyфaп у eфy х aп ьoя юa. Π я oыюocык cpeе б  ρ, аoе y я к Е юфa E , 
–aнoю е вcрepcвв я вюeжюбж.  

Pe О e и u e . л вВВepeюйвpy п ( )( , ) cosx t A t kxξ = ω −  рo ьpeаeюв вя в рo 
нoopе вюaыe, рoя yгaeа  ь ыoгнe x cpeе б  ь аoаeюы ьpeаeюв t: 
cнopocык гacывй cpeе б  

( )( , ) sin cos
2

x t A t kx A t kx
t

∂ξ π = − ω ω − = ω ω − − ∂  
; 

oыюocвыeя кюy щ  е eВopаaйвщ  cpeе б  

( )( , ) sin cos
2

x t Ak t kx Ak t kx
x

∂ξ π = ω − = ω − + ∂  
; 

ряoыюocык нвюeывгecнoж єюepфвв 
( ) [ ]

2 2 2
2

нвю
/ ( ) ( )cos 1 cos 2( )
2 2 2 4

t A At kx t kx
ρ ∂ξ ∂ ρ ω π ρ ω ϖ = = ω − − = − ω − 

 
; 

ряoыюocык рoыeюйвaя кюoж єюepфвв (cа . npu ыoЗ e и u e  2) 
( ) [ ]

2 2 2 2
2

рoы
/ ( ) ( )cos 1 cos 2( )

2 2 2 4
E x c Ak At kx t kx

∂ξ ∂ ρ π ρ ω ϖ = = ω − + = − ω − 
 

; 

ряoыюocык рoя юoж єюepфвв 

[ ]
2

нвю рoы
( ) 1 cos 2( )

2
A t kxρ ω

ϖ = ϖ + ϖ = − ω − . 

Π pв ьбгвcя eювпx вcрoя к–oьaя acк Вopа y я a E /c = ρ  е я п cнopocыв 
y рpyфoж ьoя юб  в я вюeжюбж –aнoю е вcрepcвв ckω = . 
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Pя c.4. Cаeх eювe cos( )A t kxξ = ω − , cнopocык ∂ξ/∂t, oыюocвыeя кюaп е eВopаaйвп ∂ξ/∂x, 
ряoыюocык нвюeывгecнoж ϖнвю, рoыeюйвaя кюoж ϖрoы в рoя юoж ϖ єюepфвв ь аoаeюы 
ьpeаeюв t = 0 ь –aьвcваocыв oы нoopе вюaыб  x е я п рpoе oя кюoж y рpyфoж у eфy х eж ьoя юб  
ь ыьepе oа  ьeх ecыьe. 
 

л я п аoаeюыa ьpeаeюв t = 0 рoя yгeююбe cooыюo« eювп рpвюваaщ ы ьве : 
cаeх eювe ыoгeн cpeе б  
                                                  ( ,0) cosx A kxξ = ; 
cнopocык гacывй cpeе б  

                              ( ,0) cos
2

x A kx
t

∂ξ π = ω + ∂  
; (11) 

pa–peчeювe      cчaывe     pa–peчeювe      cчaывe 
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oыюocвыeя кюy щ  е eВopаaйвщ  cpeе б  

                                ( ,0) cos
2

x Ak kx
x

∂ξ π = − − ∂  
; (12) 

ряoыюocык нвюeывгecнoж єюepфвв 

                                   [ ]
2

нвю
( )( ,0) 1 cos 2

4
Ax kxρ ω

ϖ = − ; (13) 

ряoыюocык рoыeюйвaя кюoж єюepфвв 

                               [ ]
2

рoы
( )( ,0) 1 cos 2

4
Ax kxρ ω

ϖ = − ; (14) 

ряoыюocык рoя юoж єюepфвв 

                                  [ ]
2( )( ,0) 1 cos 2

2
Ax kxρ ω

ϖ = − . (15) 

Аaьвcваocыв (11)-(15) рpeе cыaья eюб  юa pвc .4 
Cнopocык в oыюocвыeя кюaп е eВopаaйвп c е ьвюy ыб  рo Вa–e 

oыюocвыeя кюo cаeх eювп ξ юa +π/2 в -π/2, ыaн гыo аeче y  ( , )x t
t

∂ξ
∂

 в ( , )x t
x

∂ξ
∂

 

c е ьвф Вa– paьeю π. Є ыo o–юaгaeы, гыo ь ыoгнax cpeе б , аaнcваaя кюo 
cаeх eююбx oы рoяoчeювп paьюoьecвп, cнopocык в е eВopаaйвп 
oыcy ыcыьy щ ы (cа . pя c.). Π я oыюocыв нвюeывгecнoж в рoыeюйвaя кюoж єюepфвв 
oе вюaнoьб  ь нaче oж ыoгнe cpeе б , ыaн гыo ряoыюocык рoя юoж єюepфвв paьюa 
вx y е ьoeююoаy  –юaгeювщ . 

Cpeе ювe рo ьpeаeюв –юaгeювп ряoыюocыeж нвюeывгecнoж, 
рoыeюйвaя кюoж в рoя юoж єюepфвж: 

2

нвю рoы рoы
0

1 ( )2 2
2

T Adt
T

ρ ω
ϖ = ϖ = ϖ = ϖ =∫ . 

Вaоe еaи u e . Oу paыва  ьюваaювe юa oыя вгвыeя кюбe ocoу eююocыв 
нoя eу aювж ыoгeн cpeе б  ь у eфy х eж ьoя юe oы нoя eу aювж ocйвя я пыopa c  
cocpeе oыoгeююбав рapaаeыpaав, юaрpваep, фpy–внa юa рpyчвюнe вя в 
аaыeаaывгecнoфo аaпыювнa). л я п ocйвя я пыopa xapaныepeю рepexoе  
нвюeывгecнoж єюepфвв ь рoыeюйвaя кюy щ  в, юaoу opoы, ь ыeгeювe гeыьepыв 
рepвoе a, ыo ecык нвюeывгecнaп в рoыeюйвaя кюaп єюepфвв е ocывфaщ ы 
аaнcваaя кюбx –юaгeювж ь pa–юбe аoаeюыб  ьpeаeюв. B  у eфy х eж ьoя юe чe 
ыoгнв, oу я aе aщ х вe аaнcваaя кюoж нвюeывгecнoж єюepфвeж, ваeщ ы в 
аaнcваaя кюy щ  рoыeюйвaя кюy щ  єюepфвщ . 

Om лe m . [ ]
2

нвю
( ) 1 cos 2( )

4
A t kxρ ω

ϖ = − ω − , [ ]
2

рoы
( ) 1 cos 2( )

4
A t kxρ ω

ϖ = − ω − . 

 



 10 

Cyцe p цoСuяuч ы oБо 
жaфaыa 4. л ьe ряocнвe ьoя юб  c  гacыoыaав 1ω  в 2ω , aаря выy е aав A 1 в 

A 2 pacрpocыpaюпщ ыcп ье oя к oе юoфo юaрpaья eювп OX. Я –oу pa–выe 
фpaВвгecнв pe–y я кыaы c y рepрo–вйвв ьoя ю  

( ) ( )1 2 1 1 2 2cos / cos /A t x c A t x cξ = ξ + ξ = ω − + ω −       .  (16) 
P ac cаoыpвыe c я eе y щ х вe гacыюбe c я y гaв. 

1) 2 1ω = ω + Ω , фе e 1Ω << ω , в A 1 = A 2. Oрpeе eя выe рepвoе  в гacыoыy  
у вeювж. 

2) 1 2ω >> ω  в 1 2A A>> ; 
R ья пeыcп я в pe« eювeа  ьoя юoьoфo y paьюeювп ьoя юa (16)? 
Pe О e и u e .  
B  рepьoа  c я y гae 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1

( , ) cos / cos /

2 cos / / 2 cos /
2

2 cos / / 2 cos /

x t A t x c A t x c

A t x c t x c

A t x c t x c

ξ = ω − + ω − =      
ω + ω = Ω − ⋅ − ≈     

≈ Ω − ⋅ ω −      

 

Аaьвcваocыв ( , )x tξ  рpв t = 0 

                        1( ,0) 2 cos cos
2

x A x x
c c

ωΩ   ξ ≈ ⋅      
 

в рpв x = 0 
                      [ ] [ ]1(0, ) 2 cos / 2 cost A t tξ ≈ Ω ⋅ ω  (17) 

ваeщ ы oе вюaнoьбж ьве . Π oєыoаy  юa pвc .5 рpeе cыaья eюa ыoя кнo 
–aьвcваocык oы ьpeаeюв рpв x=0. Π ocнoя кнy  1Ω << ω , ыo рepьбж 
coаюoчвыeя к ь (ы) пья пeыcп oфву aщ х eж (aаря выy е oж) у oя ee 
ьбcoнoгacыoыюбx нoя eу aювж, oрвcбьaeабав ьыopба  coаюoчвыeя eа . 
Π epвoе  у вeювж T у  ц авюваaя кюбж вюыepьaя  ьpeаeюв, гepe– нoыopбж 
cвcыeаa ьo–ьpaх aeыcп ь ыo чe cocыoпювe. Ha pвc .5 T у   cooыьeыcыьy eы 
ьpeаeююoаy  рpoаeчy ынy , гepe– нoыopбж oфву aщ х вж нocвюy c  [ ]cos / 2tΩ  
рpвюваaeы юy я eьбe –юaгeювп, ыo ecык apфy аeюы аeюпeыcп юa π: ´ / 2TΩ = π  в  

´
2 1

2 2 2 33,3c
0,06

T π π π
= = = ≈

Ω ω − ω π
. 

ш acыoыa у вeювж ´ 2 1ω = ω − ω , ocюoьюaп гacыoыa нoя eу aювж 
1 2( ) / 2ω = ω + ω . 



 11 

 

 
 
 
 

Pя c.5. Мя eая й   
 
 

Bo ьыopoа  c я y гae cаeх eювe ξ1 в рo aаря выy е e в рo гacыoыe  
рpeьocxoе вы cаeх eювe ξ2, рoєыoаy  ocюoьюoe cаeх eювe ьб–бьaeы рepьaп 
ьoя юa, a ьыopaп ьoя юa аoчeы paccаaыpвьaыкcп нaн c я aу oe ьo–аy х eювe 
(аoе y я пйвп) aаря выy е б  рepьoж ьoя юб  (cа . pвc .6). M oфy нй Ря й  ц 
в–аeюeювe ьo ьpeаeюв рo –aе aююoаy  –aнoюy  нaнoфo-я ву o рapaаeыpa 
(aаря выy е б  вя в Вa–б ). 

 

 

 
 
 
 
 
Pя c.6. M oфy нй Ря й  
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Cm oчПue  ы oБое  
жaфaыa 5. Haьcыpeгy  ряocнoж я вюeжюo рoя пpв–oьaююoж 

фapаoювгecнoж ьoя юe ( )1 cosA t kxξ = ω −  pacрpocыpaюпeыcп ьoя юa ξ2, 
ваeщ х aп ыaнy щ  чe гacыoыy , aаря выy е y  в рoя пpв–aйвщ . B  ыoгнe x = 0 
c е ьвф Вa– аeче y  ьoя юaав paьeю α. C  нaнвав aаря выy е aав в Вa–aав 
рpoвcxoе пы нoя eу aювп ь pe–y я кывpy щ х eж ьoя юe? Oрpeе eя выe нoopе вюaыб  
y –яoь в рyгюocыeж cаeх eювж. Я –oу pa–выe фpaВвгecнв е я п t = 0 
–aьвcваocыв oы нoopе вюaыб  x cаeх eювп ξ=ξ1+ξ2, cнopocыв ∂ξ/∂t, 
oыюocвыeя кюoж е eВopаaйвв ∂ξ∂x, ряoыюocыeж нвюeывгecнoж ϖнвю, 
рoыeюйвaя кюoж ϖрoы в рoя юoж ϖ=ϖнвю+ϖрoы єюepфвж.  

Pe О e и u e . Π epьaп ьoя юa pacрpocыpaюпeыcп ье oя к ocв OX ь 
рoяoчвыeя кюoа  юaрpaья eювв, ( )1 cosA t kxξ = ω − , a ьыopaп ьoя юa 
pacрpocыpaюпщ х aпcп юaьcыpeгy , ваeeы c е ьвф Вa– α в –aрвcбьaeыcп ь ьве e: 

( )2 cosA t kxξ = ω + + α . 
Ггвыбьaп, гыo рoя пpв–aйвп ьoя ю oе вюaнoьa, ь нaче oж ыoгнe 

рpoвcxoе вы cнaя пpюoe c яoчeювe ξ: 
( ) ( )1 2

aаря выy е a

2 cos / 2 cos / 2A kx tξ = ξ + ξ = + α ω + α144424443 . (18) 

Boя юa, oрвcбьaeаaп –aнoюoа  (18) юa–бьaeыcп cиoй ыeч зoнаoч. 
Xapaныepюбe ocoу eююocыв cыoпгeж ьoя юб :  

1) нoя eу aювп ξ рpoвcxoе пы ьo ьcex ыoгнax рpocыpaюcыьa c  
oе вюaнoьбав Вa–aав (е я п (18): ( / 2)tω + α );  
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2) aаря выy е a нoя eу aювж pa–я вгюa ь pa–юбx ыoгнax (18).  
Toгнв 0nx  aаря выy е a нoя eу aювж ξ ь нoыopбx paьюa юy я щ , юa–бьaщ ыcп 

y кнaр я , a ыoгнв mx , aаря выy е a нoя eу aювж ь нoыopбx аaнcваaя кюa, 
юa–бьaщ ыcп тy ыаocий р я  ьoя юб  ξ. 

Юoopе вюaыб  y –яoь в рyгюocыeж cыoпгeж ьoя юб  oрpeе eя пщ ыcп 
apфy аeюыoа  aаря выy е юoфo нocвюy ca ь aаря выy е e ьoя юб  (18): 
y –я б   

0 / 2 / 2nkx n+ α = π + π         в        0
(2 1)

2n
nx

k
+ π − α

=  

рyгюocыв 
/ 2+ α = πmkx m                в         2

2
π − α

=m
mx

k
, 

фе e 0, 1, 2...= ± ±n , 0, 1, 2...= ± ±m  
л я п 0α =  фpaВвнв cаeх eювп  

( , ) 2 cos cosx t A kx tξ = ω ,  (19) 
cнopocыв  

/ 2 cos sint A kx t∂ξ ∂ = − ω ω , (20) 
oыюocвыeя кюoж е eВopаaйвв  

/ 2 sin cosx Ak kx t∂ξ ℘ = − ω ,  (21) 
ряoыюocыв нвюeывгecнoж  

2
2 2 2

нвю
( / )( , ) 2 ( ) cos sin

2
tx t A kx tρ ∂ξ ∂

ϖ = = ρ ω ω  

рoыeюйвaя кюoж  
2

2 2 2 2 2 2 2
рoы

E( / ) 2 ( ) sin cos 2 ( ) sin cos
2

x c Ak kx t A kx t∂ξ ∂
ϖ = = ρ ω = ρ ω ω   

в рoя юoж  
2 2 2 2 2

нвю рoы 2 ( ) cos sin sin cosA kx t kx t ϖ = ϖ + ϖ = ρ ω ω + ω   
єюepфвв ь аoаeюы ьpeаeюв t = 0 рpeе cыaья eюб  юa pвc .7. ь –aьвcваocыв oы 
нoopе вюaыб  x.  
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Pя c.7. Аaьвcваocыв cаeх eювп 2 cos cosA kx tξ = ω  cнopocыв ∂ξ/∂t oыюocвыeя кюoж 
е eВopаaйвв ∂ξ/∂x ряoыюocыв нвюeывгecнoж ϖнвю, рoыeюйвaя кюoж ϖрoы в рoя юoж єюepфвв 
ϖ е я п рpoе oя кюoж ряocнoж cыoпгeж ьoя юб  ь y рpyфoж cpeе e ь аoаeюы ьpeаeюв t = 0. 

 
Om лe m  2 2 2

нвю ( , ) 2 ( ) cos sinx t A kx tϖ = ρ ω ω , 2 2 2
рoы 2 ( ) sin cosA kx tϖ = ρ ω ω . 

Bonpoc п  й ыэ c aоonpoлe pвu :  
1) Ге oья eыьopпeы я в ьoя юoьoаy  y paьюeювщ  cыoпгaп ьoя юa (18)? 
2) Coьрaе aщ ы я в y –я б  в рyгюocыв cаeх eювж c  y –я aав в рyгюocыпав 

cнopocыeж ь cыoпгeж ьoя юe?  

pa–peчeювe        cчaывe     pa–peчeювe       cчaывe 
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Om лe m . 1) л a. 2) ρpaВвнв cаeх eювж (19), cнopocыeж (20) в 
oыюocвыeя кюбx е eВopаaйвж (21) ь аoаeюыб  ьpeаeюв t1 = 0, t2 = T/8, t3 = T/4, 
t4 = 3T/8, t5 = T/2, t6 = 5T/8, t7 = 3T/4, t8 = 7T/8 в–oу paчeюб  юa pвc .8. Bве юo, 
гыo y –я б  cаeх eювж в cнopocыeж coьрaе aщ ы, y –я б  е eВopаaйвж c е ьвюy ыб  юa 
paccыoпювe λ/4 oыюocвыeя кюo y –яoь cаeх eювж. 

 
Pя c.8. Аaьвcваocыв cаeх eювп 2 cos cosA kx tξ = ω , cнopocыв dξ/dt в oыюocвыeя кюoж 
е eВopаaйвв dξ/dx е я п рpoе oя кюoж ряocнoж cыoпгeж ьoя юб  ь y рpyфoж cpeе e ь аoаeюыб  
ьpeаeюв ( 1) /8it n T= − рpв 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7n = . 
 

жaфaыa 6. Cыpy юa –aнpeря eюa c  oу eвx cыopoю. л я вюa cыpy юб  L. 
Bo–у yче aщ ыcп рoрepeгюбe y рpyфвe ьoя юб . Cнopocык ьoя ю ь cыpy юe 

fc = ρ , фе e f ц юaыпчeювe cыpy юб , Л ц ee я вюeжюaп ряoыюocык. Π oя aфaп 

–aнoю е вcрepcвв я вюeжюба , юaже выe –aнoю нoя eу aювж ыoгeн cыpy юб  юa 
рepьбx ыpex фapаoювнax. Я –oу pa–выe фpaВвнв cаeх eювж гepe– 
рpoаeчy ынв ьpeаeюв /16∆ =t T . 

Pe О e и u e . л o cвx рop paccаaыpвьaя вcк ьoя юб  ь ьeх ecыьe 
юeoфpaювгeююбx pa–аepoь (ь у ecнoюeгюoж cpeе e). B  е aююoж –aе aгe 
кзy мoзaй  зoнаa ьo–у yче aeыcп з cиpy аe , нoыopaп ваeeы е я вюy  L в 
–aнpeря eюa c  oу eвx cыopoю. Π pв я eфнoа  рpoв–ьoя кюoа  х eягнe рo cыpy юe ь 
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юeж ьo–ювнaщ ы нoя eу aювп. Юoя eу я eыcп нaче aп ыoгнa cыpy юб  (нpoаe 
–aнpeря eююбx нoюйoь x = 0 в x = L).  

ï щ у oe рpoв–ьoя кюoe нoя eу aювe ь ыaнoж cвcыeаe аoчюo рpeе cыaьвык ь 
ьве e c y рepрo–вйвв юopаaя кюбx нoя eу aювж. HopрaнЗаoe  мoнeеaая e  ц 
нoя eу aювe cыpy юб , рpв нoыopoа  ьce ыoгнв cыpy юб  coьep« aщ ы 
фapаoювгecнвe нoя eу aювп c  oе юoж в ыoж чe гacыoыoж, юa–бьaeаoж 
аopрaнЗаoч ыacиoиoч. л я п cвcыeаб  c  pacрpeе eя eююбав рapaаeыpaав 
юopаaя кюбe нoя eу aювп рpeе cыaья пщ ы coу oж cыoпгвe ьoя юб . Аaрв« eа  
–aнoю (18) е я п cыoпгeж ьoя юб  cаeх eювж юa гacыoыe ω ь ьве e  

( ) ( )cos cosξ = + α ω + αA kx t . 
Є ыoы –aнoю нoя eу aювж е oячeю y е oья eыьopпык фpaювгюба  y c яoьвпа : 

cаeх eювп в– рoяoчeювп paьюoьecвп ξ нpaжювx ыoгeн ь я щ у oж аoаeюы 
ьpeаeюв paьюб  юy я щ : ξ(0)=0, ξ(L)=0. Oыcщ е a c я eе y eы: 

         ( )
cos 0(0) 0

;
cos 0( ) 0 2

kL n
kLL

α =ξ =  π
→ → α = = π + α =ξ =  

.                  (22) 

Taнва  oу pa–oа , в– фpaювгюбx y c яoьвж ьбыeнaeы, гыo нoя eу aювп ь 
cыpy юe рpoвcxoе пы рo –aнoюy   

                                       ( ) ( )sin sinξ = ωA kx t ,  
a ьoя юoьбe гвcя a в е я вюб  ьoя ю аoфy ы ваeык ыoя кнo е вcнpeыюбe –юaгeювп, 
y е oья eыьopпщ х вe y paьюeювпа : 

                            nk n
L
π

= , (23) 

                             2
n

L
n

λ = , (24) 

фе e 1, 2, 3,.....n = . 
Cooыюo« eювe (22) ь ьве e 
                                 2

2 4
L n nλ λ

= = ⋅  (25) 

o–юaгaeы, гыo юopаaя кюбe нoя eу aювп cыpy юб  ьo–аoчюб  ыoя кнo c  е я вюaав 
ьoя ю, нoыopбe рoе гвюпщ ыcп рpaьвя y : юa е я вюe cыpy юб  е oячюo 
y ня aе бьaыкcп йeяoe гвcяo е я вю рoя y ьoя ю (вя в гeыюoe гвcяo λ/4). 

Юoя eу aювп c  аaнcваaя кюoж е я вюoж λmax cooыьeыcыьy щ ы c я y гaщ , нoфе a 
юa е я вюe cыpy юб  y а eх aeыcп рoяoьвюa е я вюб  ьoя юб  L = λmax/2. Юoя eу aювп 
c  λmax юa–бьaщ ыcп ocаoзаoч (тepзoч) уapр oая мoч. 

P a–pe« eююбe –юaгeювп е я п ьoя юoьoфo ьeныopa юopаaя кюбx нoя eу aювж 
єньве вcыaюыюбe:  

                                            k
L
π

∆ = . 
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Pя c.9 Hopаaя кюбe нoя eу aювп ь cыpy юe, –aнpeря eююoж c  oу eвx cыopoю (ьepxювж 

pвc y юoн - рepьaп, ювчe - ьыopaп в ыpeыкп фapаoювнв). P a–юoж « ыpвxoьнoж oыаeгeюб  
рoяoчeювп ыoгeн cыpy юб  гepe– paьюбe рpoаeчyынв ьpeаeюв /16∆ =t T  (t1 = 0 - 
рpopeчeююaп рyюнывpюaп я вювп, 2 /16=t T  - ряoыюaп рy юнывpюaп я вювп, 3 2 /16=t T  - 
« ыpвxoьaп я вювп, 4 3 /16=t T  - « ыpвxрyюнывpюaп я вювп, 5 4 /16=t T  - cряo« юaп 
я вювп). 

 
 

л я п юaxoче eювп юopаaя кюбx гacыoы, юeoу xoе ваo –юaык –aнoю 
е вcрepcвв. Toфе a  

                                           ( )n nkω = ω . (26) 
Aюaя вывгecнaп cьп–к ( )kω = ω  –aьвcвы нaн oы ьве a ьoя юб  (–ьy н ь фa–e, 

y рpyфaп ьoя юб  ь аeыaя я e, єя eныpoаaфювыюaп ьoя юa в е p.), ыaн в oы 
cooыьeыcыьy щ х вx єыoж ьoя юe cьoжcыь cpeе б , ь нoыopoж oюa 
pacрpocыpaюпeыcп.  
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Taнва  oу pa–oа , е вcнpeыюocык е я вю ьoя ю рpвьoе вы н е вcнpeыюocыв 
pa–pe« eююбx гacыoы (oрpeе eя eююoаy  гacыoыюoаy  cрeныpy ). 

Caабж рpocыoж ц я вюeжюбж –aнoю е вcрepcвв  
                                        ckω = , 

фе e c = const ц cнopocык pacрpocыpaюeювп ьoя юб . 
Π pв я вюeжюoа  –aнoюe е вcрepcвв cрeныp юopаaя кюбx гacыoы 

/n nck c n Lω = = π , 
a –aнoю юopаaя кюбx нoя eу aювж ь cыpy юe ваeeы ьве : 

                          

aаря выy е a

sin sinn nA x ct
L L
π π   ξ =    

   14243
. 

Π poв–ьoя кюбe нoя eу aювп cыpy юб  (рpв х eя гнe) –aрвcбьaщ ыcп нaн 
c y рepрo–вйвп юopаaя кюбx нoя eу aювж c  pa–юбав aаря выy е aав (pa–юба  
» ьecoьбаК ьня aе oа ) 

                 
1

cos sinn
n

n nA x ct
L L

∞

=

π π   ξ =    
   

∑ . 

Bonpoc  й ыэ c aоonpoлe pвu . Ha pвc .9 в–oу paчeюб  cаeх eювп ыoгeн 
cыpy юб  гepe– paьюбe рpoаeчy ынв ьpeаeюв. Π oгeа y  –aьвcваocыв ( )ξ it  
pacрoяoчeюб  юe юa paьюбx paccыoпювпx е pyф oы е pyфa (cа ., юaрpваep, 
рoяoчeювe ь рyгюocыпx) 1( ) ( ) const+ξ − ξ ≠i it t ? 

жaфaыa 7 (Пи e pа e m u еe c вu e  c oom и oО e и u э л c m oэеe ь лoыи e ). B  
cыepчюe, oе вю нoюeй нoыopoфo (x = 0) –aнpeря eю, е pyфoж (x = L) ц cьoу oе eю, 
ьo–у yче aщ ыcп рpoе oя кюбe юopаaя кюбe нoя eу aювп. Haжыв –aнoю 
юopаaя кюбx нoя eу aювж в рocыpoвык фpaВвнв ряoыюocыв нвюeывгecнoж в 
рoыeюйвaя кюoж єюepфвв ь pa–юбe аoаeюыб  ьpeаeюв (гepe– ьocка y щ  гacык 
рepвoе a) ь –aьвcваocыв oы нoopе вюaыб  cыepчюп x. Aаря выy е юoe –юaгeювe 
ряoыюocыв рoя юoж єюepфвв ϖm. Аaнoю е вcрepcвв я вюeжюбж. Cнopocык 
pacрpocыpaюeювп –ьy нoьбx ьoя ю c. 

Pe О e и u e .  
Аaнoю юopаaя кюбx нoя eу aювж ( ) ( )cos cosξ = + α ω + αA kx t  е oячeю 

y е oья eыьopпык фpaювгюба  y c яoьвпа : ь ыoгнe x = 0 ь я щ у oж аoаeюы 
ьpeаeюв ξ(0)=0, ь ыoгнe x = L нoюeй cьoу oе юбж, гыo o–юaгaeы oыcy ыcыьвe 
е eВopаaйвж ∂ξ/∂x = 0. Oыcщ е a c я eе y eы: 

         ( )
(0) 0 cos 0

; ; 0,1,2.../ 0 sin 0 2 2x L
kL n nx kL=

ξ = α =  π π → → α = = + π = ∂ξ ∂ = + α = 
. 

Taнва  oу pa–oа , в– фpaювгюбx y c яoьвж ьбыeнaeы, гыo нoя eу aювп ь 
cыpy юe рpoвcxoе пы рo –aнoюy   

                          ( ) ( )sin sinξ = ωA kx t ,  (27) 
. 
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Pя c.10. Π я oыюocык нвюeывгecнoж (фopв–oюыaя кюaп « ыpвxoьнa) в рoыeюйвaя кюoж 

(ьepывнaя кюaп « ыpвxoьнa) єюepфвв ь аoаeюыб  ьpeаeюв t1 = 0, t2 = T/8, t3=T/4, t4=3T/8 
(гepe– c я eе y щ х вe вюыepьaя б  ∆t = T/8 нapывюнв рoьыopпщ ыcп) ь –aьвcваocыв oы 
нoopе вюaыб  cыepчюп x. Я –oфюyыбe cыpeя нв юa ьыopoа  cьepxy  pвc y юнe рoнa–бьaщ ы 
рpeoу pa–oьaювe нвюeывгecнoж єюepфвв ь рoыeюйвaя кюy щ , рpoвcxoе пх ee ь вюыepьaя e 
0 /8t T≤ ≤ , a юa ювчюeа  pвc y юнe ц ь вюыepьaя e / 4 3 /8T t T≤ ≤  
 
a ьoя юoьбe гвcя a в е я вюб  ьoя ю аoфy ы ваeык ыoя кнo е вcнpeыюбe –юaгeювп, 
y е oья eыьopпщ х вe y paьюeювпа : 
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                            (1 2 )
2nk n

L
π

= + , (28) 

                             4
1 2n

L
n

λ =
+

, (29) 

фе e 0, 1, 2, 3,.....n = . 
Cooыюo« eювe (29) ь ьве e 
                                 (1 2 )

4
L n λ

= +  

o–юaгaeы, гыo юa е я вюe cыepчюп е oячюo y ня aе бьaыкcп юeгeыюoe гвcяo 
λ/4Π pв я вюeжюoа  –aнoюe е вcрepcвв  

                                        ckω = , 
фе e E /c = ρ  ц cнopocык pacрpocыpaюeювп ьoя юб , ьo–аoчюбe гacыoыб  
юopаaя кюбx нoя eу aювж 

                           (1 2 )
2n n

Eck n
L

π
ω = = ⋅ +

ρ
. (30) 

Taнва  oу pa–oа , –aнoю юopаaя кюбx нoя eу aювж ь cыepчюe ваeeы ьве : 

                          

aаря выy е a

(1 2 ) (1 2 )sin sin
2 2n n

n nA x ct
L L

π + π +   ξ =    
   144424443

. 

л я п рocыpoeювп фpaВвнoь юaже eа  ряoыюocык нвюeывгecнoж єюepфвв 
22

2 2
нвю

(1 2 )( / ) (1 2 ) (1 2 )sin cos
2 2 2 2 2

nn cAt n nx ct
L L L

π +ρ ∂ξ ∂ ρ π + π +     ϖ = =          
 (31) 

в ряoыюocык рoыeюйвaя кюoж єюepфвв 
22

2 2
рoы

(1 2 )( / ) E (1 2 ) (1 2 )cos sin
2 2 2 2 2

nn AE x n nx ct
L L L

π +∂ξ ∂ π + π +     ϖ = =          
. (32) 

Taн нaн 2E / c = ρ , ыo aаря выy е юбe –юaгeювп ряoыюocыв нвюeывгecнoж, 
рoыeюйвaя кюoж в рoя юoж єюepфвв е я п cыoпгeж ьoя юб  coьрaе aщ ы (cа . 
pя c.6). Cooыюo« eювп (31) в (32) –aрв« eа  ь ьве e 

ϖнвю=ϖm
2 2(1 2 ) (1 2 )sin cos

2 2
n nx ct

L L
π + π +   

   
   

 (33) 

в ряoыюocык рoыeюйвaя кюoж єюepфвв 

ϖрoы=ϖm
2 2(1 2 ) (1 2 )cos sin

2 2
n nx ct

L L
π + π +   

   
   

. (34) 

ρpaВвнв (33) в (34) рpeе cыaья eюб  юa pвc .10 
Bonpoc : нaнaп фapаoювнa в–oу paчeюa юa pвc .10? (om лe m : рпыaп) 
� pu оe еaи u e . Ю aн y чe фoьopвяocк ьб« e рpв pacрpocыpaюeювв 

у eфy х eж ьoя юб  ь cряo« юoж cpeе e (нoя eу aыeя кюoж cвcыeаe c  
pacрpeе eя eююбав рapaаeыpaав) рpeьpaх eювп єюepфвв рpoвcxoе пы вюaгe, 
гeа  ь cвcыeаe c  cocpeе oыoгeююбав рapaаeыpaав. Oе юaнo, ь c я y гae cыoпгeж 
ьoя юб  c  oые eя кюoж нoя eу aыeя кюoж cвcыeаoж c  cocpeе oыoгeююбав 
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рapaаeыpaав (юaрpваep, c  аaыeаaывгecнва  аaпыювнoа , cа . pвc .10) аoчюo 
cpaьювык y гacыoн cыoпгeж ьoя юб  аeче y  y –яoа  cнopocыeж ∂ξ/∂t (y –яoа  
нвюeывгecнoж єюepфвв) в y –яoа  е eВopаaйвж ∂ξ/∂x (y –яoа  рoыeюйвaя кюoж 
єюepфвв). л я вюa ыaнoфo y гacынa paьюa λ/4. Ha єыoа  y гacынe рpeoу pa–oьaювп 
єюepфвв рpoвcxoе пы aюaяoфвгюo аaыeаaывгecнoаy  аaпыювнy  (cа . pвc .10). 
Аa T/4 нвюeывгecнaп єюepфвп рepexoе вы ь рoыeюйвaя кюy щ  в рepeаeх aeыcп 
юa paccыoпювe λ/4. Аa c я eе y щ х вe T/4 рpoвcxoе вы oу paыюoe е ьвчeювe в 
рpeьpaх eювe рoыeюйвaя кюoж єюepфвв ь нвюeывгecнy щ . 

Om лe m . ϖнвю=ϖm
2 2(1 2 ) (1 2 )sin cos

2 2
n nx ct

L L
π + π +   

   
   

, 

ϖрoы=ϖm
2 2(1 2 ) (1 2 )cos sin

2 2
n nx ct

L L
π + π +   

   
   

. 

жaфaыa 8. B  ьeх ecыьe c  в–ьecыюба  –aнoюoа  е вcрepcвв ω=ω(k) 
ьo–у yче eюб  cыoпгвe ьoя юб : 

1
( , ) cos sinn

n

n nx t A x ct
L L

∞

=

π π   ξ =    
   

∑ , 

фе e L ц е я вюa ыeя a ье oя к ocв OX. Oрpeе eя вык гвcяo юopаaя кюбx аoе  δn ь 
y –нoа  вюыepьaя e гacыoы δω. P ac cаoыpeык гacыюбe c я y гaв я вюeжюoфo в 
ньaе paывгюoфo –aнoюoь е вcрepcвв. 

Pe О e и u e . Π ocнoя кнy  oу a нoюйa cыepчюп –aнpeря eюб , ыo е я вюб  ьoя ю 
юopаaя кюбx нoя eу aювж е oячюб  y е oья eыьopпык y c яoьвщ  (cа . –aе aгy  cыpy юa 
(22)): 

                                   2
n

L
n

λ =  вя в nk n
L
π

= . 

Я cрoя к–y п –aнoю е вcрepcвв, –aрв« eа  
d dk n
dk dk L
ω ω π

δω = δ = ⋅ δ . 

Taнва  oу pa–oа , рoя yгaeа  
                         

( )/
Ln

d dk
δ = δω

π ω
. 

B  гacыюoа  c я y гae е я п я вюeжюoфo –aнoюa е вcрepcвв ckω = : 
                        Ln

c
δ = δω

π
. 

л я п ньaе paывгюoфo –aнoюa е вcрepcвв 2akω = : 
                    

2 2
L Ln
ak a

δ = δω = δω
π π ω

. 

ш вc яo юopаaя кюбx аoе  ь eе вювгюoа  вюыepьaя e гacыoы /nδ δω  ь c я y гae 
ньaе paывгюoфo –aнoюa е вcрepcвв y у бьaeы c  pocыoа  гacыoыб . 
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Pя c.11. л вcрepcвoююбe –aьвcваocыв е я п я вюeжюoфo в ньaе paывгюoфo –aнoюoь 

Om лe m : Ln
c

δ = δω
π

, 
2

Ln
a

δ = δω
π ω

. 

жp uБoьe оue  2. жБom оocm й цom e ояua Бйоŏ  �оe p уuu ы  cm e p ьоe  
Bбу epeа  е ьa ceгeювп cыepчюп ь юeе eВopавpoьaююoа  cocыoпювв c  

нoopе вюaыaав x в x+∆x. Ecя в oу a ceгeювп cаecыпыcп юa oе юo в ыy  чe 
ьeя вгвюy  ξ(x+∆x)=ξ(x), ыo y гacыoн cыepчюп ∆ξ ocыaюeыcп 
юeе eВopавpoьaююба . Π y cык ceгeювe c  нoopе вюaыoж x cаecывыcп юa ξ(x), a 
ceгeювe c  нoopе вюaыoж x+∆x юa ξ(x+∆x). Toфе a ьeя вгвюa е eВopаaйвв 
y гacынa ∆x paьюa ( ) ( )x x x x

x
∂ξ

ξ + ∆ − ξ = ∆
∂

, a oыюocвыeя кюoж е eВopаaйвв 

                         ( ) ( )x x x
x x

ξ + ∆ − ξ ∂ξ
ε = =

∆ ∂
. (35) 

 

 
 
 
Pя c.12 Я я я щ cыpaйвп е я п ьбьoе a 
cooыюo« eювп / xε = ∂ξ ∂  е я п oыюocвыeя кюoж 
е eВopаaйвв y рpyфoж cpeе б  

 
Ю aн в–ьecыюo в– аexaювнв рoыeюйвaя кюaп єюepфвп y рpyфo 
е eВopавpoьaююoж рpyчвюб  paьюa  

                                          
2( )( )

2
GkW ∆

∆ =
ll , (36) 

фе e Gk  - нoєВВвйвeюы чecынocыв (ρy нa), a ∆l  - ьeя вгвюa е eВopаaйвв. 
ЮoєВВвйвeюы ρy нa cьп–aю c  аoе y я eа  Е юфa ьeх ecыьa, в– нoыopoфo 
в–фoыoья eюa рpyчвюa. Є ыy  cьп–к аoчюo юaжыв, cpaьювьaп –aнoю ρy нa ь 
е ьy x –aрвcпx:  

pa–peчeювe 
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                                            G GF k= ∆l   
в  
                                            Eσ = ε , (37) 
фе e GF

σ =
Σ

 - юaрpпчeювe (cвя a, е eжcыьy щ х aп юa eе вювйy  ряoх aе в), 

/ε = ∆l l  - oыюocвыeя кюaп е eВopаaйвп. л я п нoєВВвйвeюыa ρy нa рoя yгaeа  
ьбpaчeювe 

Gk E Σ
=

l
, рoе cыaья пп нoыopoe ь ьбpaчeювe е я п єюepфвв (36), юaxoе ва : 

                                       
2E ( )

2
W ε

= ⋅Σl . 

Bбpaчeювe ь cнoу нax ц oу П eа  рpyчвюнв, рoєыoаy  е я п ряoыюocыв 

рoыeюйвaя кюoж єюepфвв ваeeа  
2E

( ) 2
W ε

ϖ = =
Σl

, a c  y гeыoа  (35): 

                                        
2

ıˆ ` 2
E

x
∂ξ ϖ =  ∂ 

. (38) 

 

жp uБoьe оue  2. Cтop ocm й Сы yтa   
 

жaфaыa Т2-1. Cыpy юa юaыпюy ыa в –aнpeря eюa c  oу eвx cыopoю. л я вюa 
cыpy юб  L, юaыпчeювe f0, я вюeжюaп ряoыюocык ρ. Π y cык гacывйб  cыpy юб  
cаeх aщ ыcп ыoя кнo ье oя к ocв OY, a ьoя юa аoчeы е ьвфaыкcп ье oя к ocв OX 
(pя c.8). Haрв« выe е вюaавгecнoe y paьюeювe е ьвчeювп єя eаeюыapюoфo 
y гacынa cыpy юб  в, рpвьeе п eфo н ьве y  ьoя юoьoфo y paьюeювп (9), юaже выe 
cнopocык pacрpocыpaюeювп y рpyфoж ьoя юб  ь cыpy юe. 

P вc .13 
Pe О e и u e . Bбе eя ва  єя eаeюыapюбж y гacыoн cыpy юб  c  е я вюoж dx в c  

аaccoж dxρ . Гpaьюeювe е ьвчeювп (II –aнoю Hкщ ыoюa) е я п ьбе eя eююoж 
аaccб  (cа . pвc .13): 
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2

2 sin sinx dx x dx x x
ydx f f

t
+ +

∂
ρ = α − α

∂
. (39) 

Я cрoя к–y п рpву я вчeювп  
                   sin tg y

x
∂

α ≈ α =
∂

       в       0x dx xf f f+ ≈ ≈ , 

рpaьy щ  гacык y paьюeювп (39) –aрв« eа  ь ьве e 

                      
2

0 0 2sin sinx dx x dx x x
y yf f f d f dx
x x

+ +
∂ ∂ α − α = = ∂  ∂

. 

Π oе cыaья пп ь (39), рoя yгaeа  

                                             
2 2

0
2 2

fy y
t x

∂ ∂
=

ρ∂ ∂
 (40) 

в 

                                              0fc =
ρ

. 

Om лe m : 0fc =
ρ

. 

жaфaыa Т2-2. Грpyфaп рpoе oя кюaп ьoя юa pacрpocыpaюпeыcп ье oя к ocв 
OX ь ыьepе oа  ыeя e c  аoе y я eа  Е юфa E  в ряoыюocыкщ  ρ. Haрв« выe 
е вюaавгecнoe y paьюeювe е ьвчeювп єя eаeюыapюoфo y гacынa ьeх ecыьa в, 
рpвьeе п eфo н ьве y  ьoя юoьoфo y paьюeювп (9), юaже выe cнopocык 
pacрpocыpaюeювп y рpyфoж ьoя юб  ь ыьepе oа  ыeя e. 

Pe О e и u e .  
Bбе eя ва  єя eаeюыapюбж y гacыoн ыeя a c  е я вюoж ∆x ряoх aе кщ  Σ в c  

аaccoж m x∆ = ρ⋅Σ ⋅ ∆ . Гpaьюeювe е ьвчeювп (II –aнoю Hкщ ыoюa) е я п 
ьбе eя eююoж аaccб  (cа . pвc .13): 

                      [ ]
2

2 ( ) ( )x x x x
t

∂ ξ
Σρ∆ = Σ σ + ∆ − σ

∂
. 

Π peе cыaьва  ьбpaчeювe ь ньaе paыюбx cнoу нax, нaн 
( ) ( )x x x x

x
∂σ

σ + ∆ − σ = ∆
∂

, в вcрoя к–y eа  (37) в (35). Π oя yгaeа  

                              
2 2

2 2
E

t x
∂ ξ ∂ ξ

=
ρ∂ ∂

 

в 

                                              Ec =
ρ

. 

Om лe m : Ec =
ρ

. 
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Вaоe еaи u e . Cнopocык –ьy нa ь pa–я вгюбx ыьepе бx ьeх ecыьax 
рpвьeе eюa ь иaе ня Рe  1.  

Taе ня Рa1. 

M aыepвaя  
cнopocык 
рpoе oя кюoж 
ьoя юб , 轜 /c 

cнopocык c е ьвфoьoж 
ьoя юб , а /c  

Ю ьapй ря aья eюбж 5970 3762 

—eыoю 4200Ж 5300 Ж  

Π я eнcвфя ac  2670Ж 2680 1100Ж 1121 

Cыeняo, Вя вюы 3760Ж 4800 2380Ж 2560 

TeВяoю 1340 Ж  

Є у oювы 2405 Ж  

Ц eя e–o 5835Ж 5950 Ж  

Аoяoыo 3200Ж 3240 1200 

Cьвюeй 1960Ж 2400 700Ж 790 

� вюн 4170Ж 4210 2440 

Hвнeя к 5630 2960 

Cepeу po 3650Ж 3700 1600Ж 1690 

ï aыyюк ï 59 4600 2080 

Aя щ авювeьбж cря aь AM ρ  6320 3190 

 


